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Введение 

 

 

Актуальность работы. Развитие экономики выявило потребность к со-

зданию новых методов исследования систем управления ресурсами. 

Под ресурсами будем подразумевать человеческие, материальные, фи-

нансовые, информационные и иные ресурсы. 

На данный момент стратегиям планирования производства и управлению 

запасами уделяют большое внимание. Существует значительное число иссле-

дований, посвященных данной широкой области. Одной из важнейших состав-

ляющих стратегического планирования на предприятии является управление 

материальными и финансовыми запасами [6−8, 11, 12, 26, 34−36, 37, 39−47, 54, 

58, 60, 66, 73, 81, 86, 93, 98−100, 110]. 

В числе первых работ в теории управления запасами принято считать 

публикацию F. Y. Edgeworth 1888 года [68], в которой исследуются финансовые 

резервы банка. В этой работе на основе центральной предельной теоремы опре-

делен оптимальный объем запасов (наличных средств) в банке для удовлетво-

рения запросов на изъятие вкладов в случайные моменты времени. 

Модели управления запасами можно классифицировать по рассматривае-

мым периодам на однопериодные и многопериодные. 

В однопериодных моделях предполагается, что в начале рассматриваемо-

го периода, например, дня, месяца или года, в систему управления запасами по-

ступают некоторые ресурсы, которые будут потребляться в течение указанного 

периода. Тут возможны различные постановки задач. 

Одной из распространенных однопериодных моделей является задача 

Newsvendor Problem (Newsboy problem) или задача разносчика газет, рассмат-

риваемая в работах K. Arrow, T. Harris, J. Marshak, L. Abdel-Malek, R.J. Casimir, 

C.T. Chang, Y. Qin, M. Khouja, T.M. Choi [48−53, 59, 61, 63, 64, 69, 70, 77, 78, 80, 

82, 83, 94, 102, 103]. Современная постановка данной задачи описана в 1951 го-
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ду в статье «Optimal Inventory Policy», авторами которой являются Kenneth Ar-

row, Theodore Harris and Jacob Marshak [52]. 

Во многих работах описывается многопродуктовая Newsboy problem 

[48−50, 59, 80, 83, 102, 103], в которых выбираются различные политики дис-

контирования, с помощью которых осуществляется управление накоплением 

запасов. 

Более общей моделью, описывающей класс систем управления запасами, 

можно считать single-period problem (SPP – модель одиночного периода) рас-

сматриваемую в работах B. Ismail, I. Kabak, A. Lau, А.Ф. Терпугова и других 

авторов [55, 70, 72, 74, 75, 86, 100, 101].  

В работе Moutaz Khouja [75] описывается модель SPP. Основной целью 

классической однопериодной модели является поиск такого объема запасов, 

который необходимо приобрести (произвести) в начале периода, чтобы макси-

мизировать ожидаемую прибыль. В рамках аналогичных моделей предполага-

ется, что при наличии остатков запасов в конце рассматриваемого периода, 

продавец вынужден утилизировать товар или отпускать его со скидкой [72]. В 

обратной ситуации, при неудовлетворенном спросе, что означает, что запасов, 

приобретенных в начале периода, оказалось недостаточно, имеет место упу-

щенная прибыль. Модель SPP находит применение во многих реальных систе-

мах управления запасами и часто используется, для принятия решений в раз-

личных отраслях, таких как индустрия моды, спортивные товары, в производ-

стве и розничной торговле. Стоит отметить, что SPP также может быть приме-

нена в задачах, связанных с оценками предварительного спроса: бронирования 

заказов в сфере услуг, таких как авиакомпании и отели [92].  

В [75] авторы описывают классическую SPP-модель, разрабатывают 

классификацию обобщений данной проблемы и проводят исследования некото-

рых из них, относя их к тому или иному классу. 

В литературе рассматривалось два подхода к решению SPP. В рамках од-

ного из них, ожидаемые потери, связанные с недооцененным или переоценен-

ным спросом, минимизируются. Во втором подходе ставится задача максими-
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зации ожидаемой прибыли. Оба подхода дают схожие результаты. Однако ис-

следователи отметили, что максимизация средней ожидаемой прибыли не все-

гда адекватно отражает реальность. На самом деле, максимизация вероятности 

достижения целевой прибыли, более согласуется с реальными ситуациями и 

обосновывает действия работников компаний. Впоследствии были предложены 

задачи, обобщающие SPP, в которых цель состоит в максимизации вероятности 

достижения целевой прибыли [72, 74, 100, 101].  

Рассматриваемые выше модели не учитывают, что нераспроданный в 

предыдущем периоде товар может быть использован в дальнейшем. Поэтому 

логичным обобщением однопериодных моделей являются многопериодные, 

предполагающие, что остатки запасов после окончания текущего периода пере-

ходят в использование на следующий. 

Для проведения исследования указанных моделей требуется разработка 

новых математических методов, что делает данный класс задач более сложным 

для исследования. 

В литературе многопериодные модели управления запасами рассмотрены 

в [1, 57, 62, 65−67, 71, 76, 79, 87, 92, 95−98, 109, 110]. 

Например, в [87] построена многопериодная модель определения нахож-

дения местоположения товара в двухуровневой цепочке поставок, включающая 

заказчика и распределительные центр. В данной модели предполагается, что 

спрос случайный, а каждом распределительном центре находится такой объем 

запасов, что дефицит не допускается. Ставится задача минимизация общей сто-

имости товара и оптимизация ожидаемого времени доставки товара клиентам. 

В [92] рассматривается однопродуктовая, многопериодная математиче-

ская модель олигополистического рынка для скоропортящегося товара с фик-

сированным объемом запасов. Предполагается, что функция спроса для каждо-

го продавца не определена, и продавцы принимают политику динамического 

ценообразования в условиях конкуренции, которая устойчива к случайности 

спроса. Например, начиная с определенного фиксированного уровня запасов, 

каждый продавец конкурирует за рынок и в последующих периодах, устанав-



9 

ливает цены для каждого из периодов, учитывая, что непроданные запасы бу-

дут испорчены, и их нельзя будет использовать в дальнейшем.  

Существуют работы по исследованию многопродуктовых многопериод-

ных системы управления запасами, которые были сформулированы для изуче-

ния влияния различных факторов, таких как инфляция в реальных жизненных 

ситуациях [36, 40, 58, 84, 85, 99, 105, 106, 108]. Многие авторы рассматривают 

системы управления запасами со скоропортящимися товарами [56, 67, 87]. В 

[76] рассматривается многопериодная модель планирования и распределения 

запасов.  

Наименее изученными многопериодными моделями управления запаса-

ми, в том числе и зарубежом, являются модели с релейным управлением, рас-

сматриваемые F.A. van der Duyn Schouten [104], А.Ф. Терпуговым [13,14], К. И. 

Ливщицем [17−25], О. А. Змеевым [5, 9, 10], А. В. Китаевой [13−14], О. В. 

Вальц [4, 5], Я. С. Бублик[3, 17−22], И.Ю. Шифердекер [23−25], Л.Ю. Сухоти-

ной [22], и находящие широкое применение в описании моделей страховых 

компаний. В работах [3−5, 9, 10, 13, 14, 16, 18−25] в качестве входящего потока 

ресурса выступают страховые премии, а выходящего – выплаты по страховым 

случаям. Поскольку страховые компании заинтересованы в увеличении прибы-

ли, то в подобных работах управление заключается в регулировании денежных 

притоков и оттоков. Управлением потоками ресурса в зависимости от некото-

рого порогового значения денежных ресурсов будем называть релейным. 

В работах [3, 4, 5, 9, 10, 13, 14, 16−18, 21−25] рассматриваются математи-

ческие модели деятельности фонда социального страхования с релейным 

управлением капиталом фонда. В [10] исследуются основные характеристики 

деятельности фонда социального страхования, в случае, когда на вход системы 

управления запасами с непрерывной скоростью поступают денежных средства, 

моменты страховых выплат образуют пуассоновский поток, а величины выплат 

подчиняются экспоненциальному закону распределения. Рассматривается неко-

торое пороговое значение денежных средств фонда, сверх которого произво-

дятся выплаты по социальным программам с непрерывной скоростью, в случае, 
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когда у фонда нет достаточно средств, то есть денежный уровень ниже порого-

вого значения, то фонд функционирует в режиме без выплат по социальным 

программам. 

В работах [5, 13] строятся и исследуются модели фонда социального 

страхования при релейном управлении (в [5] дополнительно рассмотрено ре-

лейно-гистерезисное управление) капиталом такого фонда. Существенным от-

личием указанной работы от [10] является то, что в данной модели предполага-

ется, что выплаты по страховым случаям и выплаты на финансирование соци-

альных программ образуют пуассоновские потоки событий с постоянной и пе-

ременной интенсивностями соответственно, а величины выплат являются оди-

наково распределенными независимыми случайными величинами с экспонен-

циальной функцией распределения.  

В [23] построена и исследована математическая модель деятельности не-

коммерческого фонда, в следующих предположениях: на вход системы посту-

пает пуассоновский поток платежей постоянной интенсивности, величины пла-

тежей независимые и одинаково распределенные случайные величины с с экс-

поненциальной функцией распределения. Управление в указанной системе за-

ключается в том, что до достижения порогового значения ресурс (капитал фон-

да) расходуется с некоторой фиксированной скоростью, а в случае превышения 

этого значения скорость расходования возрастает, то есть скорость представля-

ется некоторой кусочно-постоянной функцией. В работе [25] на основе диффу-

зионного приближения исследуется модель, аналогичная рассмотренной в [23]. 

В [14] находится выражение для функции скорости выделения средств на 

социальные программы в диффузионном приближении для процесса изменения 

капитала фонда в условиях математической модели [3]. 

К сожалению, в указанных исследованиях разработанные авторами точ-

ные методы не удается применить к исследованию моделей с неэкспоненциаль-

ными распределениями, а диффузионная аппроксимация применима не ко всем 

постановкам задач. Таким образом, возникает потребность в разработке мето-

дов исследования стохастических систем релейного управления ресурсами. 
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В данной работе проводится исследование математической модели си-

стемы управления ресурсами с релейным управлением скоростью поступления 

и интенсивностью случайного потока потребления. 

Примером реальной системы, описанной в данной диссертации, является 

водохранилище, в которое с непрерывной скоростью поступает вода, а заявки 

на потребление воды в случайном объеме поступают в случайные моменты 

времени. Поскольку потребление является случайным, то при отсутствии регу-

лирования уровня воды могут происходить переполнение или опустошение во-

дохранилища, что является в силу очевидных причин нежелательным. Поэтому 

в работе предлагается следующее релейное управление входящим и выходя-

щим потоками в системе. Фиксируется некоторое пороговое значение уровня 

воды в системе, при достижении которого скорость поступления воды снижает-

ся и увеличивается интенсивность случайного потока потребления. Увеличение 

потребления реализуется за счет, например, снижения тарифов на потребление 

воды для населения. Такое управление повлечет за собой снижение уровня во-

ды. Как только уровень воды становится ниже порогового уровня, скорость по-

ступления ресурса и интенсивность случайного потока его потребления стано-

вятся прежними.  

Аналогичными примерами являются склады при непрерывном производ-

стве, станции перегонки ресурсов и другие. 

Ярким примером применения частных случаев описанных моделей слу-

жит фонд социального страхования, в который равномерно с некоторой посто-

янной скоростью равной страховой премии в единицу времени поступают стра-

ховые взносы, которые формируют капитал компании. При наступлении в слу-

чайный момент времени страхового случая производится выплата в случайном 

размере. Для управления капиталом данной компании применим релейное 

управление, аналогичное предыдущему, то есть зафиксируем некоторое поро-

говое значение капитала. Пока уровень капитала не достиг порогового значе-

ния, то фонд функционирует в обычном режиме, при превышении порогового 

значения фонд начинает производить отчисления на благотворительные про-
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граммы, вследствие чего объем капитала будет снижаться, пока не достигнет 

указанного порогового значения. 

Цель и задачи исследования. Целью данной работы является разработка 

новых и модификация известных методов исследования стохастических моде-

лей систем релейного управления ресурсами. 

Были поставлены следующие задачи: 

1. Проанализировать существующие и предложить новые варианты мате-

матических моделей систем управления ресурсами для исследования реальных 

процессов в различных предметных областях. 

2. Построить математическую модель системы управления ресурсами с 

кусочно-постоянными скоростью поступления и интенсивностью случайного 

потока объемов потребления, управление которыми осуществляется релейно. 

3. Найти стационарное распределение вероятностей значений процесса 

объемов накопленных запасов в системе управления ресурсами с кусочно-

постоянными скоростью поступления и интенсивностью случайного потока 

объемов потребления при гиперэкспоненциальном, эрланговском и  

PH-распределениях объемов потребления.  

4. Разработать метод характеристических чисел для нахождения решения 

интегро-дифференциальных уравнений Колмогорова с кусочно-постоянными 

коэффициентами с двумя значениями при m-фазными гиперэкспоненциальным, 

эрланговским и PH-распределениями объемов потребления. 

5. Разработать методы явной и неявной аппроксимаций стационарного 

распределения вероятностей значений процесса объема накопленных запасов в 

системе управления ресурсами с постоянной скоростью поступления ресурса и 

релейным управлением интенсивностью случайного потока объемов потребле-

ния при произвольном распределении его объемов.  

6. Модифицировать метод преобразования Фурье для нахождения стаци-

онарного распределения вероятностей значений процесса объема накопленных 

запасов в системе управления ресурсами с кусочно-постоянными скоростью 
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поступления и интенсивностью случайного потока объемов потребления при 

произвольном распределении объемов потребления. 

7. Разработать комплекс проблемно-ориентированных программ и алго-

ритмов для имитационного моделирования и численного анализа стохастиче-

ских систем релейного управления запасами. 

Научная новизна результатов состоит в следующем: 

1. Впервые предложены модификации стохастических моделей систем 

релейного управления ресурсами, основные отличия которых от существующих 

заключаются в следующем: и скорость поступления ресурса и интенсивность 

случайного потока потребления совместно представляют собой кусочно-

постоянные функции с двумя значениями. В этих моделях предполагается, что 

значения процесса уровня запасов, накопленных в системе, могут быть отрица-

тельными, что интерпретируется как отложенное исполнение заявки на потреб-

ление. Объемы потребления являются независимыми и одинаково распреде-

ленными случайными величинами с m-фазными гиперэкспоненциальным, эр-

ланговским, PH- и произвольным распределениями. 

2. Впервые предложен метод характеристических чисел, позволяющий 

найти в явном виде решение интегро-дифференциальных уравнений Колмого-

рова для стационарной плотности распределения вероятностей значений объе-

мов накопленных запасов в системе управления ресурсами с релейным управ-

лением и m-фазными гиперэкспоненциальными, эрланговскими и PH-

распределениями объемов потребления.  

3. Впервые предложен метод неявной аппроксимации, позволяющий с 

высокой точностью аппроксимировать решение интегро-дифференциального 

уравнения с кусочно-постоянными коэффициентами с двумя значениями при 

произвольной функции распределения объемов потребления. Указанный метод 

имеет широкую область применимости, в частности, может быть применен к 

модели, предложенной выше. 

4. Впервые предложен метод явной аппроксимации третьего, четвертого 

и пятого порядков решения интегро-дифференциального уравнения с кусочно-
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постоянными коэффициентами с двумя значения. Данный метод применим для 

широкого класса моделей, в том числе к системам релейного управления ресур-

сами, при этом точность явной аппроксимации 4-го и 5-го порядков существен-

но выше по сравнению с неявной. Даны рекомендации по применению аппрок-

симаций. 

5. Впервые предложена модификация метода преобразования Фурье для 

решения интегро-дифференциальных уравнений с кусочно-постоянными коэф-

фициентами с двумя значениями. Разработанный метод может быть использо-

ван при исследовании широкого класса моделей, а в применении к предложен-

ной выше модели позволяет вычислить стационарное распределение вероятно-

стей значений процесса накопленных запасов в системе релейного управления 

ресурсами при произвольном распределении объемов потребления. 

Положения и результаты, выносимые на защиту: 

1. Модификации стохастических моделей систем релейного управления 

запасами. 

2. Метод характеристических чисел для решения интегро-

дифференциальных уравнений Колмогорова с m-фазными гиперэкспоненци-

альными, эрланговскими и PH-распределениями объемов потребления.  

3. Метод неявной аппроксимации решения интегро-дифференциального 

уравнения с кусочно-постоянными коэффициентами с двумя значениями, осно-

ванный на R-аппроксимации распределений объемов потребления. 

4. Метод явной аппроксимации третьего, четвертого и пятого порядков 

решения интегро-дифференциального уравнения с кусочно-постоянными ко-

эффициентами с двумя значениями. 

5. Модификация метода преобразования Фурье для исследования инте-

гро-дифференциальных уравнений с кусочно-постоянными коэффициентами с 

двумя значениями при произвольном распределении объемов потребления. 

6. Результаты применения разработанных методов к исследованию стоха-

стических моделей релейного управления ресурсами. 
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7. Комплекс проблемно-ориентированных программ и алгоритмов для 

имитационного моделирования и численного анализа стохастических моделей 

систем релейного управления запасами. 

Методология и методы диссертационного исследования. Для проведе-

ния исследований в работе применялись математический аппарат теории веро-

ятностей, теории случайных процессов, дифференциальных уравнений и аппа-

рат имитационного моделирования. 

Для исследований были разработаны три новых аналитических метода, в 

том числе две аппроксимации, и одна модификация, позволяющие найти стаци-

онарное распределение вероятностей значений накопленных запасов в системе 

релейного управления ресурсами. 

Для оценки качества и точности предложенных аппроксимаций было 

проведено сравнение с результатами имитационного моделирования. 

Теоретическая и практическая значимость диссертационной работы. 

Теоретическая значимость диссертационной работы заключается в развитии 

аналитических методов исследования стохастических систем управления ре-

сурсами. 

Разработанные методы имеют самостоятельное значение. С их помощью 

возможно исследование различных математических моделей: 

– теории массового обслуживания, в частности, при исследовании теле-

коммуникационных и информационных систем; 

– актуарной математики, в том числе при исследовании капитала фондов 

социального страхования;  

– теории управления запасами и других областей. 

Предложенные модификации стохастических моделей управления ресур-

сами являются достаточно общими, что позволяет применять их к различным 

реальным системам, в которых предполагается релейное управления ресурсами. 

К таковым можно отнести процессы изменения воды в водохранилище, капита-

ла фонда социального страхования, выпуск книг в издательстве и другие про-

цессы изменения ресурсов. При этом под ресурсами могут подразумеваться как 
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готовая продукция на складе, капитал компаний, так и информационные, при-

родные ресурсы, сырье, что позволяет применять полученные результаты к ши-

рокому спектру прикладных задач. 

Достоверность и обоснованность в диссертационном исследовании под-

тверждается корректным использованием математического аппарата теории ве-

роятностей, теории случайных процессов, согласованностью результатов, по-

лученных разными методами, численными экспериментами и имитационным 

моделированием и совпадением с результатами, полученными другими автора-

ми в частных случаях. 

Личное участие автора в получении результатов. Постановка изло-

женных задач была сделана научным руководителем, доктором технических 

наук, профессором А. А. Назаровым. Математические выкладки, численная ре-

ализация и имитационное моделирование выполнены В.И. Бронер. В совмест-

ных публикациях А. А. Назарову принадлежат постановки задач и указание ос-

новных направлений исследования. 

Связь работы с крупными научными проектами. Значительная часть 

результатов диссертации была получена в рамках выполнения научно-

исследовательской работы в рамках проектной части государственного задания 

в сфере научной деятельности Минобрнауки РФ № 1.511.2014/К «Исследование 

математических моделей информационных потоков, компьютерных сетей, ал-

горитмов обработки и передачи данных» в 2014-2016 гг. 

Соответствие паспорту специальности. Данное диссертационное ис-

следование выполнено в соответствии с паспортом специальности 05.13.18 

«Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ», 

а именно соответствует следующим областям (номера соответствуют пунктам в 

паспорте специальности): 

п.1 – Разработка новых математических методов моделирования объектов 

и явлений. 

п.2 – Развитие качественных и приближенных аналитических методов ис-

следования математических моделей. 
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п. 4 – Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде 

комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычисли-

тельного эксперимента. 

Апробация работы. Основные положения работы и отдельные ее резуль-

таты докладывались и обсуждались на следующих научных конференциях:  

XIV Международная научно-практическая конференция имени А. Ф. 

Терпугова «Информационные технологии и математическое моделирование» 

(Анжеро-Судженск, 2015), XX Всероссийская научно-практическая конферен-

ция «Научное творчество молодежи. Математика. Информатика» (Анжеро-

Судженск, 2016), III Всероссийская молодежная научная конференция с меж-

дународным участием «Математическое и программное обеспечение информа-

ционных, технических и экономических систем» (Томск, 2015), IV Всероссий-

ская молодежная научная конференция с международным участием «Матема-

тическое и программное обеспечение информационных, технических и эконо-

мических систем» (Томск, 2016), XV Международная конференция имени А. Ф. 

Терпугова «Информационные технологии и математическое моделирование»  

(пос. Катунь, 2016), XVI Международная конференция имени А. Ф. Терпугова 

«Информационные технологии и математическое моделирование» (Казань, 

2017), V Всероссийская конференция с международным участием «Информа-

ционно-телекоммуникационные технологии и математическое моделирование 

высокотехнологичных систем» (Москва, 2016), VI Всероссийская конференция 

с международным участием «Информационно-телекоммуникационные техно-

логии и математическое моделирование высокотехнологичных систем» 

(Москва, 2017), XIX Международная Конференция «Распределенные Компью-

терные и Телекоммуникационные Сети: Управление, Вычисление, Связь» 

(Москва, 2016), XX Международная Конференция «Распределенные Компью-

терные и Телекоммуникационные Сети: Управление, Вычисление, Связь» 

(Москва, 2017), Международная конференция «Аналитические и вычислитель-

ные методы в теории вероятностей и ее приложениях — АВМТВ 2017» 



18 

(Москва, 2017), Международная конференция "Вычислительная и прикладная 

математика 2017" (Новосибирск, 2017). 

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 16 работ, в том 

числе 3 статьи в журналах, включённых в Перечень рецензируемых научных 

изданий, в которых должны быть опубликованы основные научные результаты 

диссертаций на  соискание учёной степени кандидата наук, на соискание учё-

ной степени доктора наук (из них 1 статья в российском научном журнале, пе-

реводная версия которого индексируется Web of Science), 4 статьи в зарубеж-

ных изданиях, индексируемых Scopus, 9 публикаций в сборниках материалов 

международных и всероссийских научных и научно-практических конферен-

ций. 
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Глава 1 Исследование стохастической модели системы управления 

ресурсами с кусочно-постоянными скоростью поступления и  

интенсивностью случайного потока потребления при фазовых  

распределениях объемов потребления 

 

Системы управления запасами с кусочно-постоянной скоростью поступ-

ления или интенсивностью потребления применяются для исследования мате-

матических моделей некоммерческих фондов социального страхования. Пред-

полагается, что в фонд поступают финансовые ресурсы, которые образуют ка-

питал компании, расходуемый на выплаты по страховым случаям и при дости-

жении определенного порогового значения на выплаты по социальным про-

граммам. Такие модели рассмотрены в работах Терпугова А.Ф., Лившица К. И., 

Бублик Я. С., Змеева О. А., однако в работах указанных авторов стационарная 

плотность распределения вероятностей накопленного капитала найдена точно 

только в случаях экспоненциальных и гиперэкспоненциальных объемов выплат 

по страховым случаям и социальным программам. Для произвольной функции 

распределения объемов выплат построена диффузионная аппроксимация. 

К сожалению, в указанных исследованиях разработанные авторами точ-

ные методы не удается применить к исследованию моделей с неэкспоненциаль-

ными распределениями, а диффузионная аппроксимация применима не ко всем 

постановкам задач. Таким образом, возникает потребность в разработке мето-

дов исследования стохастических систем релейного управления ресурсами. 

В данной главе проводится исследование стохастической модели системы 

управления ресурсами с релейным управлением скоростью поступления и ин-

тенсивностью случайного потока потребления при различных распределениях 

объемов потребления. Ставится задача нахождения стационарной плотности 

распределения вероятностей значений накопленных запасов в системе, которая 

позволяет рассчитать различные вероятностные характеристики исследуемого 

процесса, такие как вероятности опустошения системы, превышение порогово-

го значения, решить ряд оптимизационных задач, которые позволят увеличить 
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прибыль организациям, применяющим данный вид управления запасами, 

например, задача поиска оптимального порогового значения для минимизации 

вероятности ухода процесса в отрицательную область. 

 

1.1 Математическая модель стохастической системы релейного 

управления запасами 

 

Рассмотрим стохастическую систему управления запасами (рисунок 1). 

 

Рисунок 1 – Система управления запасами с релейным управлением скоростью 

поступления ресурса и интенсивностью случайного потока его потребления 

Обозначим через s(t) объем ресурсов, накопленных в системе к моменту 

времени t. Будем полагать, что потребление ресурса осуществляется в случай-

ные моменты времени партиями случайного объема.  

На вход данной системы непрерывно поступает ресурс с кусочно-

постоянной скоростью ν(s) (под скоростью будем понимать объем ресурса, по-

ступившего в единицу времени), которая зависит от значений процесса s(t) = s, 

то есть величин накопленных запасов к моменту времени t 

 
1

2

,   ,
( )

,   ,

s S
s

s S

 
  

 
      (1) 

где S – некоторое зафиксированное значение уровня запасов s(t), которое будем 

называть пороговым. 

Моменты поступления запросов на потребление образуют пуассоновский 

поток с кусочно-постоянной интенсивностью λ(s), здесь 

s(t) 

S ν(s) 
λ(s), B(x) 
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1

2

,   ,
( )

,   ,

s S
s

s S

 
  

 
     (2) 

объемы запросов являются случайными величинами с функцией распределения 

B(x). 

Будем полагать, что значения процесса s(t) могут быть отрицательными 

s(t) < 0, интерпретируя это как отложенное исполнение заявки на потребление, 

то есть если поступившая заявка не находит необходимого объема ресурса для 

ее исполнения в системе, она ожидает накопления требуемого количества ре-

сурса, получив которое, покидает систему. 

Условия существования стационарного режима в рассматриваемой си-

стеме имеют вид 

1 1 2 2> ,   <b b    , 

где b – среднее значение объема одной партии на потребление ресурсов. 

Данные неравенства можно объединить в одно 

1 2

1 2

>1>
b b

 

 
. (3) 

Из последнего неравенства следует, что при s(t) < S объем ресурса в си-

стеме в среднем будет накапливаться, а при достижении порогового значения S 

и его превышении, то есть s(t) ≥ S, объем ресурса будет в среднем уменьшаться, 

поскольку интенсивность потока потребления ресурсов возрастет. 

Из описания математической модели можно сделать вывод о том, что 

случайный процесс s(t) является марковским с непрерывным временем t и не-

прерывным множеством значений − ∞< s < ∞. 

Обозначим плотность распределения процесса s(t) 

 
 ( )

( , )
P s t s

P s t
s

 



,  

для которой запишем следующее равенство 

0

( ( ) , ) ( , )(1 ( ) ) ( ) ( , ) ( ) ( )P s s t t t P s t s t t s x P s x t dB x o t


               . 
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Преобразуя предыдущее равенство, получим следующее интегро-

дифференциальное уравнение 

0

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).

P s t P s t
s s P s t s x P s x t dB x

t s

 
       

   

Рассматривая функционирование системы в стационарном режиме и обо-

значая стационарную плотность распределения P(s) вероятностей значений 

уровня запасов, накопленных в системе, предыдущее уравнение перепишем в 

виде 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s P s s P s s x P s x dB x


        (4) 

решение P(s) которого удовлетворяет краевым условиям  

( ) ( ) 0P P     (5) 

Полученное уравнение (4) будем называть основным уравнением стоха-

стической системы релейного управления запасами с кусочно-постоянными 

скоростью входящего и интенсивностью выходящего случайного потоков. 

Ставится задача нахождения решения P(s) основного уравнения (4), удо-

влетворяющего условиям (5). 

До того как будет определен вид функции P(s), рассмотрим ее некоторые 

свойства. 

 

1.2 Свойства решения P(s) основного уравнения стохастической мо-

дели релейного управления запасами 

 

1.2.1 Свойство непрерывности плотности P(s) 

 

Лемма 1. При ν1= ν2 = ν решение P(s) уравнения (4) непрерывно в точке 

s = S. 

Доказательство. 
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Очевидно, что при s ≠ S решение P(s) уравнения (4) непрерывно. Докажем 

непрерывность данной функции в точке s = S. 

Предположим, что нам известно решение уравнения (4), тогда произведя 

подстановку его решения в уравнение (4) и проинтегрировав, получим следу-

ющее тождество 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .s P s ds s P s ds s x P s x dB x ds
   

  

           (6) 

Рассмотрим интеграл в правой части равенства (6) 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),s x P s x dB x ds s x P s x dsdB x
   

 

           

осуществляя замену s x y  , получим 

0

( ) ( ) ( )s x P s x dB x ds
 



   
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y P y dydB x y P y dy
  

 

      . 

Подставляя полученное выражение в (6), имеем следующее равенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s P s ds s P s ds y P y dy
  

  

       , 

тогда 

0

1 20 ( ) ( ) ( ) ( )
S

S

s P s ds P s ds P s ds
  

 

          , 

следовательно, 

0

0 ( ) ( ) ( 0) ( )
S

S

P s ds P s ds P S P S
 



       . 

Таким образом, при ν1= ν2 = ν для решения P(s) уравнения (4) выполняется 

свойство непрерывности решения P(s) в точке s = S. 

Утверждение доказано. 

Лемма 2. При ν1≠ν2 решение P(s) основного уравнения (4) терпит разрыв 

в точке s = S. 

Доказательство. 

При доказательстве Утверждения 1 было показано, что  
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0

1 2 1 20 ( ) ( ) ( ) ( ) ( 0) ( )
S

S

s P s ds P s ds P s ds P S P S
  

 

               , 

следовательно  

1 2( 0) ( )P S P S    , 

а при ν1≠ν2 выполняется неравенство 

( 0) ( )P S P S  . 

Утверждение доказано. 

 

1.2.2 Вероятности R1 и R2 

 

Введем следующие обозначения 

1

2

( ),    ,
( )

( ),    ,

P s s S
P s

P s s S


 


 1 1( ) lim ( )

s S
P S P s


 ,  

1 2( ) ,    ( )
S

S

P s ds R P s ds R




   . 

Сформулируем лемму о виде вероятностей R1 и R2. 

Лемма 3. Вероятности R1 и R2 имеют вид  

   
1 1 2 2

1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

, .
b b

R R
b b b b

     
 
             

 (7) 

Доказательство. 

Для доказательства Утверждения умножим уравнение (4) на s и 

проинтегрируем полученное равенство  

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .sP s ds s s P s ds s s x P s x dB x ds
   

  

           

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .s s P s ds s s P s ds s s x P s x dB x ds
   

  

           

(8) 

Преобразуем интеграл в правой части последнего равенства 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s x P s x dB x ds s s x P s x dsdB x
   

 

            
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0 0

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s x y y x y P y dydB x y x dB x y P y dy
   

 

              

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y b y P y dy y y P y dy b y P y dy
  

  

         . 

Подставляя это выражение в (8), имеем равенство 

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )s s P s ds s s P s t ds y y P y dy b y P y dy
   

   

           

из которого, получим 

( ) ( ) ( ) ( )s s P s ds b y P y dy
 

 

     . 

Рассмотрим интеграл в левой части равенства и разобьем его на два, каж-

дый из которых проинтегрируем по частям, используя введенные выше обозна-

чения 

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

S

S

S

S

s s P s ds s P s ds s P s ds

SP s SP s P s ds P s ds

 

 





         

        

 

При доказательстве Леммы 2 показано, что  

1 1 2 2( ) ( ) 0SP s SP s    , 

тогда имеет место равенство 

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
S S

S S

P s ds P s ds b P s ds P s ds
 

 

 
            

 
. 

Используя введенные в начале параграфа обозначения для вероятностей R1 и R2 

1 2( ) ,    ( )
S

S

P s ds R P s ds R




   , 

получим 

1 1 2 2 1 1 2 2R R bR bR       , 

Откуда, учитывая что 1 2 1R R  , найдем значения вероятностей  

   
1 1 2 2

1 2
1 1 2 2 1 1 2 2

, .
b b

R R
b b b b

     
 
             
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Таким образом, утверждение доказано. 

В силу условия существования стационарного режима 

 1 1 2 20,   0b b         , следовательно, знаменатель в выражениях (7) для 

вероятностей R1 и R2 отличен от нуля. 

 

1.3 Частичное решение P2(s) основного уравнения при s ≥ S  

 

Сформулируем теорему о виде частичного решения P2(s) основного урав-

нения (4) при s ≥ S 

Теорема 1. Частичное решение P2(s) основного уравнения (4) при s ≥ S 

имеет вид 

( )
2 ( ) ,    s SP s Ce s S   , (9) 

где γ ненулевой корень нелинейного уравнения 

2 2 2
0

( )хе dB x


       , (10) 

константа C определяется равенством 

 
2 2

2
1 1 2 2

.
b

С R
b b

  
   

      
 (11) 

Доказательство. 

Основное уравнение (4) при s ≥ S имеет вид 

2 2 2 2 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( )P s P s P s x dB x


      , s ≥ S (12) 

Решение этого уравнения будем искать в виде (9). Подставляя (9) в (12), 

получим равенство 

( ) ( ) ( )
2 2 2

0

( )s S s S s S xCe Ce C e dB x


            ,  

из которого имеем нелинейное уравнение относительно γ 

2 2 2
0

( )хе dB x


       .  
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Нетрудно видеть, что в силу условия существования стационарного ре-

жима (3) уравнение (10) кроме нулевого решения имеет единственный положи-

тельный корень γ > 0, что справедливо для любой функции распределения B(x), 

поэтому решением основного уравнения при s ≥ S является функция (9), опре-

деляемая с точностью до мультипликативной постоянной C. 

Подставляя выражение (9) для функции ( )
2 ( ) ,    s SP s Ce s S    в выра-

жение для вероятности R2 

2 ( )
S

R P s ds


  , 

получим  

( )
2

s S x

S S

C
R Ce ds С e dx

 
     


. 

Следовательно, имеет место равенство 

 
2 2

2
1 1 2 2

b
С R

b b

  
   

      
,  

которое определяет значение константы C функции P2(s), совпадающее с (11). 

 

1.4 Частичное решение P1(s) основного уравнения при s < S 

 

Рассмотрим уравнение (4) при s < S 

1 1 1 1 1 1 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .
S s

S s

P s P s P s x dB x P s x dB x s S
 



            (13) 

Подставляя (9) в (13), получим 

( )
1 1 1 1 1 1 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
S s

s S x

S s

P s P s P s x dB x Ce e dB x
 

  



          (14) 

а граничное условие (5) запишем для P1(s) следующим образом 

1( ) 0.P    (15) 

В силу того, что интегро-дифференциальное уравнение (14) с 

переменными коэффициентами является неоднородным относительно функции 
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P1(s), то частичное решение P1(s) уравнения (13) будем искать в явном виде для 

частных случаев распределений объемов потребления. 

В работе разработан метод характеристических чисел для нахождения 

частичного решения P1(s) интегро-дифференциального уравнения (4) с 

кусочно-постоянными коэффициентами. Идея данного метода заключается в 

следующем. Предлагается искать частичное решение P1(s) основного уравнения 

(4) в виде 
z ( )

1
1

( ) ,    n
m

s S
n

n

P s C x e s S




   где m – число фаз распределения 

объемов потребления. Подставляя данное решение в уравнение (4) при s < S и 

используя результат теоремы 1, после преобразований будут получены: 

характеристическое уравнение, корни zn которого являются параметрами 

решения P1(s); система линейных уравнений, решение xn которой определяет 

решение P1(s). При этом константа С определяется выражением (11). 

 

1.4.1 Гиперэкспоненциальное m-фазное распределение объемов  

потребления 

 

Найдем в явном виде решение P(s) уравнения (14), рассматривая случай 

гиперэкспоненциального распределения B(x) объемов партий потребления 

 
1

( ) 1 k
n

x
k

k

B x b e




   (16) 

с параметрами μk > 0 и bk > 0, причем 

1

1.
n

k
k

b


  (17) 

В силу (16) и (17) величина первого момента b функции распределения 

B(x) объемов партий потребления может быть представлена следующим выра-

жением 

1

.
m

k

k k

b
b



 


 (18) 
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Прежде чем сформулировать теорему о виде функции P1(s) рассмотрим 

уравнение 

1 1 1
1

m
k

k
k k

z b
z


     

 
. (19) 

Данное уравнение элементарным образом приводится к алгебраическому сте-

пени m + 1, следовательно, уравнение (19) имеет m + 1 корень, один из которых 

является нулевым z = 0.  

Для остальных (ненулевых) корней z = zk, 1,k m  уравнения (19) сформу-

лируем и докажем следующее утверждение. 

Лемма 4. При выполнении условия (3) 

1 1> b,   

все корни z = zn, 1,n m  уравнения (19) действительные и положительные. 

Доказательство.  

Предположим, что значения μk упорядочены по возрастанию, то есть 

μ1 < μ2 < …< μm.  

Рассмотрим функцию 

1
1

( ) ,
m

k
k

k k

f z b
z


  

   

которая совпадает с правой частью уравнения (19). 

Поскольку 

1 2
1

( ) 0,
( )

m
k

k
k k

f z b
z


   

   

то на интервале 0 < z < μ1 f (z) непрерывная, монотонно возрастающая функция, 

которая принимает значения из интервала λ1 < f (z) < ∞. При выполнении усло-

вия λ1 b < ν1, на интервале 0 < z < μ1 уравнение (19) имеет хотя бы один положи-

тельный корень z1 > 0. 

Далее рассмотрим функцию f (z) (рисунок 2) на следующем интервале  

μn-1< z< μn, где f (z) непрерывна, монотонно возрастает и принимает значения –
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∞ < f (z) < ∞, поэтому уравнение (19) на интервале μm-1 < z < μm также имеет, по 

крайней мере, один корень zm > 0. 

 

Рисунок 2 – График функции f (z) 

Число рассматриваемых интервалов равно m и совпадает с числом поло-

жительных корней z = zn, 1,n m , следовательно, на каждом интервале имеется 

лишь по одному корню, а их совокупность определяет все без исключения кор-

ни уравнения (19).  

Таким образом, лемма доказана.  

Следствие 1. Корень 0 < z1 < μ1, а для любого 12, ,   .n n nn m z      

Отметим, что использование Следствия 1 позволяет существенно упро-

стить численное нахождение всех положительных корней уравнения (19). 

Далее сформулируем теорему о виде частичного решения P1(s) уравнения 

(14) при гиперэкспоненциально распределенных объемах потребления. 

Теорема 2. Решение P1(s) уравнения (14) имеет вид 

z ( )
1

1

( ) ,    n
m

s S
n

n

P s C x e s S




   (20) 

где zn, 1,n m – положительные корни уравнения (19), параметры xn распреде-

ления (17) являются компонентами вектора X – решения системы линейных ал-

гебраических уравнений 
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AX h , (21) 

где Akn, mk ,1  – элементы матрицы А и hk, mk ,1  – компоненты вектора h 

имеют вид 

1 2,    kn k
k n k

A h
z

 
 
    

, (22) 

нормирующая константа C определяется равенством (11). 

Доказательство.  

Решение P1(s) уравнения (14) будем искать в виде (20).  

Учитывая (16), преобразуем интеграл в правой части уравнения (14) 

( )

1 1

( ) k k
m m

x xx x
k k k k

k kS s S s S s

e dB x e b e dx b e dx
  

    

   

         

( )( )

1

k
n

S sk
k

k k

b e
   




 

  
, 

тогда уравнение (14) перепишем в виде 

 
( )

1 1 1 1 1 1 2
10

( ) ( ) ( ) ( ) ,k

S s m
s Sk

k
k k

P s P s P s x dB x C b e


 




        

  
  

Подставляя выражение (16) для функции распределения B(x) в интеграл в 

правой части последнего равенства, получим уравнение для P1(s) 

 
( ) 2

1 1 1 1 1 1
1 0

( ) ( ) ( ) .k k

S sm
x s S

k k
k k

P s P s b P s x e dx Ce


  



 
         

   
  

Подставляя выражение (20) в последнее равенство, имеем 

z ( ) z ( )
1 1

1 1

z n n
m m

s S s S
n n n

n n

C x e C x e
 

 

      

z ( ) ( ) 2
1

1 10

.n k k

S sm m
s S x x s S

k k n
k n k

b C x e e dx Ce


    

 

 
     

   
 

Выполняя несложные преобразования, получим равенство 

 
z ( )

1 1 1
1 1

zn
m m

s S k
n n k

n k n k

x e b
z



 

 
       

  
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( ) 1 2

1 1

k
m m

s S
k k n

k n n k k

b e x
z

 

 

  
    

     
. 

В полученном выражении приравнивая коэффициенты в линейной ком-

бинации экспонент 
zn s

e  к нулю, получим следующие равенства 

 1 1 1
1

0,    1,
m

k
n k

k n k

z b n m
z


      


,  

которые при всех 1,n m
 
совпадают с (19), следовательно, z = zn являются кор-

нями уравнения (19). 

Аналогично для коэффициентов при экспонентах k s
e


 получим равенства 

 1 2

1

,    1,
m

n
n k n k

x k m
z

 
 

    
,  

составляющие неоднородную систему линейных алгебраических уравнений от-

носительно xn, которая совпадает с системой (21), при этом элементы системы 

Akn матрицы А и компоненты hk вектора h определяются равенствами (22). 

Теорема доказана. 

В силу и (9), (11) и (20), распределение P(s) имеет вид 

 

( )

2 2
1

1 2 1 2 ( )

,    ,
( )

,    ,

n
m

z s S
n

n

s S

x e s Sb
P s

b b
e s S





 


   

   
        

 (23) 

где параметры γ и zn этого распределения являются положительными корнями 

уравнений (10) и (19), параметры xn являются компонентами вектора X – реше-

ния системы линейных алгебраических уравнений (21). 

Явное выражение (23) для решения P(s) уравнения (4) полностью решает 

проблему исследования математической модели управления запасами при вы-

полнении указанных ограничений: релейное управление и гиперэкспоненци-

альное распределение объемов партий потребления ресурсов. 
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1.4.2 Численный пример при гиперэкспоненциальном распределении 

объемов потребления 

 

Пусть объемы потребления имеют гиперэкспоненциальное распределение 

третьего порядка  

   
3

1

( ) 1 .k x
k

k

B x b e




    

Значения параметров μk и bk определяются вектор-строками μ и b соответствен-

но 

  0,4 1 10 ,   0,3 0,2 0,5 ,b  

при этом средняя величина объемов потребления b = 1. 

Для следующих значений параметров ν1 = 1,2, ν2 = 0,8, λ1 = λ2 = 1 и S = 40 

найдены значения параметров, определяющих решение P(s) основного уравне-

ния 

 10,124,    0,078,z    2 0,886,z   3 9,602z   

1 2 30,63,   0,024,   0,013x x x   , C = 0,062. 

Значит, уравнение (10) имеет единственное решение отличное от нуля, а 

уравнение (19) имеет три положительных корня, что равно числу фаз распреде-

ления B(x).  

Определим остальные параметры плотности P(s) распределения вероят-

ностей значений объема запасов при параметрах, определенных выше. 

Матрица А и вектор h имеют следующий вид 

3,109 2,056 0,109

1,085 8,809 0,116

0,101 0,110 2,512

  
 

 
 
 
 

A , 

1,909

0,890

0,099

 
 


 
 
 

h , 

тогда параметры xn, 1,5n  , частичного решения P1(s) основного уравнения, яв-

ляющиеся компонентами вектора X – решения системы (21) линейных алгебра-

ических уравнений, имеют вид 

 1 2 30,630,   0,024,    0,013x x x   .  
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 На рисунках 3-4 представлены графики плотности (рисунок 3) и функции 

(рисунок 4) распределения вероятностей значений процесса s(t) при пятифаз-

ных гиперэкспоненциальных объемах потребления.  

 

Рисунок 3 – Плотность распределения вероятностей P(s) значений процесса s(t) 

при трехфазных гиперэкспоненциальных объемах потребления и  

кусочно-постоянной скорости поступления ресурса 

10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F s( )

s

 

Рисунок 4 – Функция распределения вероятностей значений процесса s(t) при 

трехфазных гиперэкспоненциальных объемах потребления и  

кусочно-постоянной скорости поступления ресурса 
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1.4.3 Распределение Эрланга порядка m объемов потребления 

 

Рассмотрим в качестве функции распределения B(x) объемов потребления 

ресурсов распределение Эрланга n-го порядка 

1

0

( )
( ) 1 , 1.

!

km
x

k

x
B x e k

k







    (24) 

В силу (24) величина b может быть представлена следующим образом 

m
b 


. (25) 

Прежде чем сформулировать теорему о виде функции P1(s) рассмотрим 

уравнение 

1 1 1

m

z
z

 
      

  
, (26) 

которое нетрудно преобразовать к алгебраическому уравнению степени m + 1, 

откуда следует, что уравнение (26) имеет m + 1 корней. Достаточно очевидно, 

что z = 0 является корнем этого уравнения.  

Для остальных корней z = zn, 1,n m  уравнения (26) докажем следующее 

утверждение. 

Лемма 5. При выполнении условия (3) 

1 1 1

m
b    


 

все m ненулевые корня z = zn, 1,n m  уравнения  

 1 1 1( ) 0
m mz z         , (27) 

являются простыми и имеют положительные действительные части. 

Доказательство.  

Найдем корни производной от левой части уравнения (27), записав равен-

ство 
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    
1

1 1 1( ) 0
m m

z m z z


          . 

Для этого уравнения значение z1 = μ является его корнем кратности m – 1 

и z2 = (μ − mλ)/(mν1 + ν1) – простым корнем.  

Так как эти значения z не являются корнями уравнения (27), то все корни 

уравнения (27) простые. 

Раскроем скобки в уравнении (27) 

   1 1 1 0
m m mz z z           .  

Поделив полученное уравнение на ν1 z, уравнение (27) перепишем в виде 

 
 1

1

0

m m
m z

z
z

  
   


. (28) 

Обозначив 

 ( ) ,
m

f z z  
 1

1

( )

m mz
z

z

   
 


, (29) 

приведем формулировку теоремы Руше: 

Теорема (Руше). Пусть функции f(z) и φ(z) аналитические в замкнутой об-

ласти D , ограниченной контуром С, во всех точках z этого контура удовлетво-

ряют неравенству 

| ( ) | | ( ) |,f z z   (30) 

тогда их сумма  

 ( ) ( ) ( )F z f z z     

и функция f(z) имеют в области D одинаковое число нулей (с учетом их кратно-

сти). [15] 

Здесь функция F(z) является левой частью уравнения (28), поэтому ее ну-

ли совпадают с корнями уравнения (28). 

 Функция f(z) из (29) имеет m нулей z = μ. 

Применяя теорему Руше для доказательства сформулированной леммы, 

достаточно построить область D в полуплоскости Re(z)>0, включающей точку 
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z = μ и доказать выполнение неравенства (30) на контуре С, ограничивающем 

область D. 

Контур C (рисунок 5) выберем в виде окружности 

 :| | , ,С z z R R R      (31) 

радиуса R с центром в точке z = R, а областью D будет круг, ограниченный этой 

окружностью и содержащий точку z = μ. 

 

Рисунок 5 – Контур C, состоящий из трех частей C1, C2, C3 

Доказательство неравенства (30) выполним для трех частей C1, C2, C3, со-

ставляющих контур C, изображенных на рисунке.  

Так как в левой части неравенства (30) записано абсолютное значение 

многочлена степени n, а в его правой части абсолютное значение многочлена 

степени m – 1, то это неравенство для достаточно больших значений R и z есте-

ственно выполняется. Здесь рассматривается часть C1 контура C. 

Точка z = 0 принадлежит контуру С. Покажем, что неравенство (30) вы-

полняется и в некоторой окрестности точки z = 0, то есть в части C2 контура C. 

Неравенство (30) перепишем в виде 

 1

1

.

m m
m z

z
z

  
  


 (32) 

Im z 

Re z 

C3 

C1 

C2 
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Для левой и правой частей этого неравенства при z → 0 выполняются ра-

венства: 

для левой части 

 
0

lim ,
m m

z
z


   

  

для правой части 

 
  11 1

0
1 1

lim ,

m m
m

z

z
m

z





   
 

 
  

а в силу условия (3) 1 1

m
  


, выполняются неравенства: 

для левой части 

 11

1

,m mm 
  


  

откуда следует, что неравенство (30) выполняется в некоторой окрестности 

точки z = 0, то есть в части C2 контура C. 

Оставшаяся часть C3 контура C исключает окрестность точки z = 0, то 

есть часть C2 контура C и характеризуется тем, что z принимает конечные зна-

чения при R→∞. 

Докажем неравенство (30) в точках z∈C3. 

Для точки z = x + iy контура С и в частности для точек z части C3 контура 

С, в силу равенства (31), получим условие на координаты x и y этих точек 

 
2 2 2( ) ,x R y R     

которое перепишем в виде 

2 2 2 .x y xR   (33) 

Комплексные числа z = x + iy≠0, удовлетворяющие условию (33), запи-

шем в показательной форме 

  2 exp ( , ) ,z xR i x y    

где 2 | |,xR z Argz   , а неравенство (32) перепишем в виде  
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 

1

1

2
2

2

n
i n

n
i

i

xRe
xRe

xRe







  
   


  

  1

1

2 .
2

n
i nxRe

xR


   


  

Поделив его левую и правую части на  
n

R , получим неравенство  

 12 2
2

n n n

i ixe xe
R xR R R

      
      

   
,  

которое при R→∞ имеет вид 

    1

1

2 lim 2 0
2

n n

R
x x

xR


 


,  

и выполняется при любых конечных z ≠ 0 

Лемма доказана.  

Теорема 3. Решение P1(s) уравнения (15) имеет вид 

z ( )
1

1

( ) ,    n
m

s S
n

n

P s C x e s S




   (34) 

где zn – ненулевые корни уравнения (26), параметры xn распределения (34) яв-

ляются компонентами вектора X – решения системы линейных алгебраических 

уравнений 

AX E , (35) 

где E – единичный вектор-столбец, а Akn – элементы матрицы А имеют вид 

1

1

2

k m

n
kn

z
A

 
   

  
    

, , 1,k n m , (36) 

нормирующая константа C определяется выражением (11). 

Доказательство. 

Решение P1(s) уравнения (14) будем искать в виде (34).  

Зная (24), можем найти интеграл в правой части уравнения (14)  
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1 1
( )( ) ( )

( )
( 1)! ( 1)!

m m
x x x x

S s S s S s

x x
e dB x e e dx e d x

m m

   
    

  

 
     

 
. 

Выполним замену переменной z=μx  

( ) 1

1
( )

( )
( ) .

( 1)!

mz
x

m
S s S s

z
e dB x e dz F

m

   
 


  

  
  

Введем обозначения w=μ(S –s) и α=(μ+γ)/μ, тогда 

11 1
|

! ! ( 1)!

m m m
z z z

m z w
w w

z z z
F e dz e e dz

m m m

 
   

     
    

1

1 1

!

m
w

m

w
e F

m


 

 
. 

Предполагая 
1

( )m m
F C n

  
и 0

1
(0)w

m
F e C 


, имеем

 

1

1 1 1 1
( ) ( 1)

!

m
w

m m

w
C m C m e

m




  
  

, 

тогда 

1( ) ( 1)
!

m
m ww

C m C m e
m

     . 

Выполняя несложные арифметические действия, получаем 

1

1 0

1 ( )
( ) (0)

! !

i mm m
i w w

i i

w w
C m C e e

i i

  

 


    


 и 

1
0

1 ( )

!

mm
w

m m
k

w
F e

k







 


. 

Таким образом, возвращаясь к исходным переменным, имеем 

 ( ) 1

0

( )( )1
( )

!

k
s S m

x

m
kS s

S s
e dB x e

k


  

 



   
 
   
 

 

.
 

Поэтому (14) можем записать следующим образом 

1 1 1 1( ) ( )P s P s     

 1
( )

1 1 2
00

( )( )
( ) ( )

!

km
S s m

S s

k

S s
P s x b x dx e

k

 
 



    
       

   
, 

(37) 
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Подставляя выражение (34) в (37) и выполняя несложные преобразования, 

получим равенство 

z ( )
1 1 1

1

zn

m
m

s S
n n

n n

x e
z





   
        

      
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( )

2 1
0 1 0
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k n kn

z S sS s
e x

k z k

 
 

  

           
        

         

. 

Обозначив ( )( ),   ( )( ) nz
y S s z S s y

 
        

  
, получим 
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( ) 2 1

0 1! ( ) ( )

kkm m
m s S n

nm m
k n n
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e x

k z


 

 

      
     

          

. 

Приравнивая к нулю в полученном выражении коэффициенты в линейной 

комбинации экспонент 
z ( )s S

e  
, получим равенства 

 1 1 1 ,    1,

m

n
n

z n m
z

 
      

  
,  

которые при всех 1,n m
 
совпадают с уравнением (26), следовательно, zν явля-

ются корнями уравнения (26). 

Аналогично для коэффициентов при линейно независимых экспонентах 

( )s S me y   получим равенства 

  

 1

1 2

1,    0, 1

k m
m

n
n

n

z
x k m





   
    

    
,  

которые составляют неоднородную систему линейных алгебраических уравне-

ний относительно xν, совпадающую с системой (35), в которой элементы Akν 

матрицы А определяются равенствами (36). 
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Теорема доказана. 

В силу (9), (11) и (34) решение P(s) уравнения (4) при m-фазном распре-

делении Эрланга объемов потребления имеет вид 

 

( )

2 2
1

1 1 2 2 ( )

,    ,
( )

,    ,

n
m

z s S
n

n

s S

x e s Sb
P s

b b
e s S





 


   

   
        

 (38) 

где параметры zn этого распределения являются ненулевыми корнями уравне-

ния (26), а γ – единственный положительный корень уравнения (10), параметры 

xn являются компонентами вектора X – решения системы линейных алгебраиче-

ских уравнений (35).  

Явное выражение (38) для решения P(s) уравнения (4) полностью решает 

проблему исследования математической модели управления запасами при вы-

полнении указанных ограничений: релейное управление и эрланговское рас-

пределение объемов партий потребления ресурсов. 

 

1.4.4 Численный пример при эрланговском распределении объемов 

потребления 

 

Рассмотрим в качестве распределения B(x) объемов потребления эрлан-

говское распределение пятого порядка  

 
4

0

( )
( ) 1 , 1.

!

k
x

k

x
B x e k

k






     

где значения μ = n, тогда средняя величина объемов потребления b = 1. 

Для заданных значений параметров ν1 = ν2 = 1, λ1 = 0,8, λ2 = 1,2 и S = 40 

найдены следующие значения параметров решения P(s) основного уравнения 

 1 2 30,320;    0,350;    4,335 3,265 ;    4,335 3,265 ;   z z j z j        

4 5 7.590 1.726 ;   7.590 1.726 .z j z j     
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Таким образом, уравнение (10) имеет единственное ненулевое решение, а 

уравнение (26) имеет пять корней с положительными действительными частя-

ми, что равно числу фаз распределения B(x).  

Определим остальные параметры плотности распределения вероятностей 

значений объема запасов при заданных параметрах. 

Матрица А определяется следующим образом 

2,027 9,049 5,753 9,049 5,753 14,783 3,040 14,783 3,040

1,465 3,856 3,998 3,865 3,998 5,136 5,190 5,136 5,190

1,056 1,631 2,370 1,631 2,370 0,676 3,467 0,676 3,467

0,766 1,372 0,583 1,372 0,583 0,

i i i i

i i i i

i i i i

i i

   

     

      

   

A ,

658 1,577 0,658 1,577

0,553 0,154 0,757 0,154 0,757 0,688 0,458 0,688 0,458

i i

i i i i

 
 
 
 
 

  
       

 

 при этом элементами данной матрицы являются комплексно-сопряженные и 

действительные числа. 

Параметры xn, 1,5n  , частичного решения P1(s) основного уравнения, яв-

ляющиеся компонентами вектора X – решения системы (21) линейных алгебра-

ических уравнений, имеют вид 

 1 2 31,244   0,042 0,122 ,    0,042 0,122x x i x i       , 

4 50,080 0,033 ,   0,080 0,033x i x i      , 

а нормирующая константа C = 0,239, тогда имеют место следующие графики 

плотности и функции распределения вероятностей P(s) значений процесса s(t) в 

случае 5-фазном эрланговском распределении B(x) объемов потребления (ри-

сунки 6, 7)  
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Рисунок 6 – Плотность распределения вероятностей P(s) значений процесса s(t) 

при 5-фазном эрланговском распределении B(x) объемов потребления 
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Рисунок 7 – Функция распределения вероятностей значений процесса s(t) при 

 5-фазном эрланговском распределении B(x) объемов потребления 
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1.4.5 PH-распределение объемов потребления 

 

Рассмотрим PH-распределение объемов потребления ресурсов 

( ) 1 xB x e  G
β E , (39) 

где βk > 0, причем 

1βΕ , (40) 

а G – субгенератор цепи Маркова, определяющий PH-распределение. 

Сформулируем теорему о виде решения P1(s) уравнения (13). 

Теорема 4. Если уравнение  

1
1 1 1 ( )z z      β G I GE , (41) 

имеет m простых корней с положительными действительными частями, то ча-

стичное решение P1(s) уравнения (13) имеет вид 

z ( )
1

1

( ) ,    n
m

s S
n

n

P s C x e s S




  , (42) 

где zn – ненулевые корни уравнения (41), параметры xn распределения (42) яв-

ляются решениями системы линейных алгебраических уравнений 

1 1
1 2

1

( ) ( ) 0
m

n n
n

x z  



       G I G I , (43) 

нормирующая константа C определяется выражением (11).  

Доказательство. 

Частичное решение P1(s) уравнения (13) будем искать в виде (42).  

Подставим выражения (9) и (42) в (13) 

z ( ) z ( )
1 1

1 1

z n n
m m

s S s S
n n n

n n

C x e C x e
 

 

      

z ( ) ( )
1 2

10

( ) ( ).n

S s m
s S x s S x

n
n S s

C x e dB x Ce dB x
 

    

 

      

Используя выражение (39) для функции распределения B(x), найдем инте-

грал в правой части последнего равенства 
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β GE β GE  

( )( ) 1( )S se     G I
β G I GE , 

Таким образом, имеем 

z ( ) z ( )
1 1

1 1
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 
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тогда выполняя несложные преобразования, получим равенство 

 z ( ) 1
1 1 1

1

z ( )n
m

s S
n n

n

x e z
 



      β G I GE  

( ) 1 1
1 2

1

( ) ( )
m

S s
n n

n

e x z  



 
       

 

G
β G I G I GE . 

Для выполнения последнего равенства необходимо, чтобы коэффициенты 

в линейной комбинации экспонент 
z ( )n s S

e


 равнялись нулю, тогда 

 1
1 1 1 ( ) ,    1,n nz z n m      β G I GE ,  

которые при всех 1,n m  совпадают с уравнением (41), следовательно, zν 

являются корнями уравнения (16). 

Аналогично для линейной комбинации экспонент ( )S se G  в правой части 

уравнения получим следующие равенства 

 1 1
1 2

1

( ) ( ) 0
m

n n
n

x z  



       G I G I , 

совпадающие с равенствами (43). 

Таким образом, теорема доказана. 

PH-распределение обобщает распределения фазового типа, в том числе 

гиперэкспоненциальное и Эрланга, однако, для PH-распределения найденное 

решение имеет место только при выполнении определенных условий, а при ги-

перэкспоненциальном и эрланговском решение найдено в общем случае. 
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1.4.6 Численный пример при PH-распределении объемов потребления 

 

Пусть объемы потребления имеют PH-распределение вида (39) со следу-

ющими параметрами 

  0,167 0,5 0,333 ,  

8,871 5,914 1,774

2,218 5,914 2,957

8,871 4,435 14,784

 
 

 
 
  

G . 

при которых выполняется (40). 

Для заданных значений параметров ν1 = ν2 = 1, λ1 = 0,8, λ2 = 1,2 и S = 40 

найдены следующие значения параметров решения P(s) основного уравнения 

 1 2 30,199;    0,199;    12,418;    16,151z z z     .  

Таким образом, уравнение (10) имеет единственное ненулевое решение, а 

уравнение (41) имеет три положительных корня, что равно числу фаз распреде-

ления B(x).  

Определим остальные параметры плотности распределения вероятностей 

значений объема запасов при заданных параметрах. 

Параметры xn, 1,5n  , частичного решения P1(s) основного уравнения, яв-

ляющиеся компонентами вектора X – решения системы (21) линейных алгебра-

ических уравнений, имеют вид 

 1 2 30,137;    0,000;    0,000x x x   ,  

а нормирующая константа C = 0,729, тогда имеют место следующие графики 

плотности и функции распределения вероятностей значений процесса s(t) в 

случае 3-фазного PH-распределения B(x) объемов потребления (рисунки 8, 9). 
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Рисунок 8 – Плотность распределения вероятностей P(s) при PH-распределении 

объемов потребления 
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Рисунок 9 – Функция распределения вероятностей значений процесса s(t)  

в случае 3-фазного PH-распределения B(x) объемов потребления 
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1.5 Выводы по Главе 1 

 

В данной главе при исследовании стохастической модели системы релей-

ного управления запасами с кусочно-постоянными скоростью поступления и 

интенсивностью случайного потока потребления при частных случаях распре-

делений объемов потребления получены следующие результаты:  

Определены свойства решения основного уравнения (4), которое является 

интегро-дифференциальным уравнением с кусочно-постоянными коэффициен-

тами. 

Разработана модификация метода характеристических чисел для решения 

интегро-дифференциального уравнения с кусочно-постоянными коэффициен-

тами. 

 Найдено явное выражение для стационарного распределения веро-

ятностей P(s) значений уровня запасов, накопленных в системе, при  

m-фазном гиперэкспоненциальном распределении объемов потребления. 

Найдено явное выражение для стационарного распределения вероятно-

стей значений уровня запасов, накопленных в системе, при  

m-фазном эрланговском распределении объемов потребления. 

Найдено явное выражение для стационарного распределения вероятно-

стей значений уровня запасов, накопленных в системе, при  

PH-распределении объемов потребления, при выполнении заданных условий 

существования простых корней с положительными действительными частями 

уравнения (41). 

Все полученные результаты являются точными. В четвертой главе дис-

сертации приведены численные примеры исследования некоторых частных 

случаев стохастической модели системы релейного управления запасами с ку-

сочно-постоянными скоростью поступления и интенсивностью случайного по-

тока потребления. 

Результаты данной главы опубликованы в работах [31, 32, 35, 87−91]. 
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Глава 2 Исследование стохастической модели системы релейного  

управления ресурсами с постоянной скоростью поступления и релейным 

управлением кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока  

потребления при произвольном распределении его объемов методами  

аппроксимаций 

 

 

В главе 1 найдено стационарное распределение вероятностей P(s) значе-

ний уровня запасов, накопленных в системе релейного управления ресурсами с 

кусочно-постоянными скоростью поступления и интенсивностью случайного 

потока потребления, при различных фазовых распределениях B(x) объемов по-

требления. Поскольку нахождение стационарного распределения P(s) при про-

извольном распределении B(x) объемов потребления задача затруднительная, то 

рассмотрим модель, описанную в главе 1 при постоянной скорости поступле-

ния и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления ре-

сурсов. 

 

2.1 Математическая модель и частичное решение 

 

Рассмотрим (рисунок 10) систему управления запасами, представляющую 

собой частный случай модели, описанной в Главе 1, на вход которой непрерыв-

но поступает ресурс с постоянной скоростью ν1 = ν2 = ν в единицу времени. 

 

Рисунок 10 – Система управления запасами с постоянной скоростью поступле-

ния и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления 

s(t) 

S ν 
λ(s), 

B(x) 
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Условие существования стационарного режима в рассматриваемой системе 

примет вид 

1 2b b     , (44) 

где b – среднее значение объема одной партии на потребление ресурсов. 

Интегро-дифференциальное уравнение для стационарного распределения 

вероятностей значений объемов запасов, накопленных в системе, имеет вид 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s s P s s x P s x dB x


       , (45) 

решение P(s) которого удовлетворяет краевым условиям  

( ) ( ) 0P P    . (46) 

Полученное уравнение является частным случаем уравнения (4). 

Ставится задача нахождения решения P(s) уравнения (45), удовлетворя-

ющего краевым условиям (46) при произвольном распределении B(x) объемов 

потребления. 

В соответствии с леммой 3 при ν1 = ν2 = 1 вероятности R1 и R2 имеют вид  

   
2 1

1 2
2 1 2 1

1 1
,    

b b
R R

b b

   
 

     
. (47) 

Уравнение (45) при s ≥ S имеет вид 

2 2 2 2 2
0

( ) ( ) ( ) ( ).P s P s P s x dB x


       (48) 

Таким образом, можем определить решение P(s) уравнения (45) при s ≥ S. 

Решение P(s) уравнения (45) при s ≥ S имеет вид 

( )( ) ,    s SP s Ce s S   , (49) 

где γ ненулевое решение нелинейного относительно γ уравнения  

2 2
0

( ).xe dB x


       (50) 

Константа C определяется равенством 

 
1

2
2 1

1 b
C R

b

 
   

  
. (51) 
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Частичное решение P(s) уравнения (45) при s < S будем искать методами ап-

проксимаций. 

 

2.2 Метод неявной аппроксимации 

 

Нахождение решения уравнения (45), которое является частным случаем 

основного уравнения (4), при s < S и произвольной функции распределения 

( )B x  объемов потребления вызывает некоторые затруднения, поэтому будем 

его искать с помощью метода неявной аппроксимации, основанном на R-

аппроксимации, которая является аналогом гиперэкспоненциальной аппрокси-

мации, предложенной в работе Рыжикова Ю.И. [38], реализуемая следующим 

образом. 

Рассмотрим решение уравнения (45) при двухфазном гиперэкспоненци-

альном распределении B(x) = R(x) объемов потребления 

1 2( ) (1 e ) (1 )(1 e )
x x

B x q q
 

     , (52) 

где μk > 0 и 0 < q< 1. Тогда решение PR(s) интегро-дифференциального уравне-

ния (45) можно записать явно в виде функции, зависящей от параметров q, μ1 и 

μ2 гиперэкспоненциального распределения R(x). 

Далее реализуем метод R-аппроксимации функции распределения B(x). 

Для этого применим метод моментов для функции B(x), реализуемый прирав-

ниванием первых трех моментов функции распределения B(x) к первым трем 

интегральным характеристикам функции R(x), с помощью которого определя-

ются значения параметров q, μ1 и μ2 функции R(x), аппроксимирующей функ-

цию распределения B(x).  

Затем полученные значения параметров q, μ1 и μ2 подставляются в реше-

ние PR(s), найденные при двухфазной гиперэкспоненциальной функции распре-

деления R(x), реализуем этап неявной аппроксимации функцией PR(s) решения 

P(s) уравнения (45) с произвольной функцией распределения B(x) объемов по-

требления. 
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Логичным завершением метода неявной аппроксимации будет являться 

исследование свойств аппроксимирующей функции PR(s), определение области 

ее применимости и точности предлагаемой аппроксимации, что имеет принци-

пиальное значение, так как аппроксимация допустима лишь только тогда, когда 

она удовлетворяет заданной точности. 

Итак, сформулируем основные этапы метода неявной аппроксимации для 

решения уравнения (45). 

На первом этапе метода R-аппроксимации найдем решение уравнения 

(45) при гиперэкспоненциальном распределении объемов потребления (52). 

Нетрудно показать, что решение уравнения (45) имеет вид 

1 2
1 2

3

, ,
( )

, ,

z s z s

s

C e C e s S
P s

C e s S

  
 



 (53) 

здесь параметры распределения P(s) определяются в явном виде следующим 

образом 

 2
1,2 1 1 1 2 1

1
( ) 4 (1 )

2
z b             ,

 2
2 2 1 2 2

1
( ) 4 ( 1)

2
b              , 1 2     , 

причем 1 20, 0, 0.z z     

Константы C1, C2, C определяются равенствами 

12 23 13 22 13 21 11 232 2
1 2

1 12 21 11 22 1 12 21 11 22

1 1 1
,    ,    ,

a a a a a a a a
C C C

a a a a X a a a a X X

  
  
   

 

где 
1,2 2,3 1,3 2,2 1,3 2,1 1,1 2,32 2

3,1 3,2 3,3
1 1,2 2,1 1,1 2,2 1 1,2 2,1 1,1 2,2

a a a a a a a a
X a a a

a a a a a a a a

  
  

   
, akν элементы мат-

рицы 

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

1 / ( ) 1 / ( ) 1 / ( )

1 / ( ) 1 / ( ) 1 / ( ) .

1 / 1 / 1 /

z z

z z

z z

    
 

     
 
  

A  

На втором этапе метода R-аппроксимации выполним аппроксимацию 

функции распределения B(x) функцией  
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1 2( ) (1 e ) (1 )(1 e )
x x

R x q q
 

     , (54) 

которая формально совпадает с гиперэкспоненциальным распределением (52), 

однако параметры q, μ1 и μ2 функции R(x) не имеют ограничений на параметры 

гиперэкспоненциального распределения, то есть могут принимать достаточно 

произвольные значения. Например, возможны ситуации, когда параметр q при-

нимает значения большие единицы, а параметры μ1 и μ2 могут быть комплекс-

ными, что будет отражено в численных примерах. 

Метод R-аппроксимации будем считать неприемлемым, в том случае, ко-

гда параметры μ1 и μ2 принимают значения с отрицательными действительными 

частями. 

Значения параметров q, μ1 и μ2 функции R(x) найдем методом моментов. 

Для этого приравняем первые три начальных момента a1, a2, a3 функции рас-

пределения B(x) к соответствующим интегральным характеристикам функции 

R(x).  

Получим систему, состоящую из трех нелинейных уравнений относи-

тельно неизвестных q, μ1 и μ2  

1
1 2

2

2 2
1 2

3

3 3
1 2

1
,

1
,

2

1
.

6

q q
a

aq q

aq q

 
 

 
 

 
 

 
  
 

 (55) 

Введем следующие обозначения 

1 1 / ,x   2 1 / y  , (56) 

тогда систему можно переписать в виде 
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 

 

 

1

2 2 2

3 3 3

1 ,

1 ,
2

1 .
6

qx q y a

a
qx q y

a
qx q y


   



  



  

, (57) 

Из первого уравнения системы имеем 

1 ,
a y

q
x y





 11 .

x a
q

x y


 


 (58) 

Подставляя полученные выражения во второе и третье уравнения системы (57), 

получим систему двух уравнений относительно неизвестных x и y 

2
1

2 2 3
1

( ) ,
2

( ) ( ) .
6

a
a x y xy

a
a x xy y xy x y


  


     


 (59) 

Введя обозначения u x y  , v xy , получим систему уравнений относительно 

неизвестных u и v 

2
1

2 3
1

,
2

( ) ,
6

a
a u v

a
a u v uv


 


   


 

решение u и v которой можно представить следующим образом 

1 2 3

2

1 2

3
,

3(2 )

a a a
u

a a





 

2

2 1 3

2

1 2

3 2
.

6(2 )

a a a
v

a a





 (60) 

Решая систему (59) для неизвестных x и y, получим 

   2 21 1
4 , 4 ,

2 2
x u u v y u u v       (61) 

а значения параметра q определяются из (58). 

В зависимости от того, какие значения принимают полученные парамет-

ры q, μ1 и μ2 возможны следующие приемлемые варианты функции R(x), при 

которых метод неявной аппроксимации может быть применен: 

1) R(x) – гиперэкспоненциальная функция распределения; 
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2) R(x) – функция распределения, не являющаяся гиперэкспоненциаль-

ной; 

3) R(x) не является функцией распределения, но ее применение допусти-

мо, так как позволяет найти аппроксимацию распределения P(s), обладающую 

допустимой погрешностью, которая устанавливается имитационным моделиро-

ванием; 

и один неприемлемый, когда функция R(x) неограниченна.  

В следующем параграфе диссертации будут рассмотрены вопросы о 

свойствах функции PR(x) и качестве аппроксимации решения P(s) уравнения 

(45). 

 

2.3 Численные примеры применения метода R-аппроксимации 

 

Рассмотрим гамма-распределение B(x) объемов потребления с парамет-

рами формы α и масштаба β. Далее реализуем этапы неявной аппроксимации, в 

первую очередь, построив R-аппроксимацию функции распределения B(x) по 

первым трем моментам.  

Первые три начальных момента гамма-распределения B(x) имеют следу-

ющий вид 

1 ,a





 2 2

( 1)
a

  



 

  
3 3

1 2
.a

    



 

Исходя из записанных моментов и выражений (58) и (61), запишем параметры 

аппроксимирующей функции R(x) имеют вид 

1 ,
a y

q
x y




  
1 1 / ,x   2 1 / y  , 

где  

   2 21 1
4 , 4 ,

2 2
x u u v y u u v     

 

1 2 3

2

1 2

3
,

3(2 )

a a a
u

a a





 

2

2 1 3

2

1 2

3 2
.

6(2 )

a a a
v

a a





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Подставляя выражения для трех начальных моментов гамма-распределения в 

выражения для параметров u и v, получим 

   

2 3 3

2 2 2

3 ( 1) / ( 1)( 2) / 3 ( 2)
( 1)

3 2 ( 1)3 2 / ( 1) /
u

             
    

         
 

 
2 2 2( 1)

( 1)
3 1 3

   
   

   
, 

   

2 2 4 2 4

2 22 2 2

3 ( 1) / 2 ( 1)( 2) / 1 ( 1)
( 1)

6 1 66 2 / ( 1) /
v

               
     

        
. 

Для удобства будем полагать, что α = β, тогда среднее значение функции 

B(x) будет равно единице, тогда 

2( 1)

3
u

 



, 

1

6
v

 



. 

Осуществим подстановку полученных равенств в выражения для параметров x 

и y 

2 2
1 2( 1) 2( 1) 1

4
2 3 3 6

x
 

              
      

 

, 

2 2
1 2( 1) 2( 1) 1

4
2 3 3 6

y
 

              
      

 

. 

Рассмотрим выражение, находящееся под знаком корня 

2
2( 1) 1 2( 1) 2( 1) 1

4 1 2( 1)(2 )
3 6 3 3 3

          
         

       
, 

Тогда  

 1
2( 1) 2( 1)(2 )

6
x       


,  1

2( 1) 2( 1)(2 )
6

y       


. 

Используя полученные равенства, запишем выражения определяющие пара-

метры μ1 и μ2  

1

1 6

2( 1) 2( 1)(2 )x


  

     
, 2

1 6

2( 1) 2( 1)(2 )y


  

     
, 
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 
1

1 1/ 6 2( 1) 2( 1)(2 )

1 / 3 2( 1)(2 )

a y
q

x y

       
 

    
? 

Окончательно имеем 

1 2 1
,

2
q

D

 
   

 
1

6
,

2 1 D


 

  
 

 
2

6
,

2 1 D


 

  
 (62) 

где   2 1 2 .D      

Далее рассмотрим возможные значения параметра формы α. 

Несложно показать, что при 0< α < 1 величина D > 0, следовательно па-

раметры q, μ1 и μ2 функции R(x) действительные и положительные и 0 < q < 1, 

то есть удовлетворяют всем требованиям на параметры гиперэкспоненциально-

го распределения. 

При 1 < α < 2 величина D > 0, а все параметры q, μ1 и μ2 функции R(x) 

действительные и положительные, однако параметр q принимает значения 

большие единицы, но, несмотря на это, R(x) остается функцией распределения 

(не гиперэкспоненциальной). 

При α > 2 величина D является комплексным числом, как и параметры q, 

μ1 и μ2. Однако в силу того, что μ1 и μ2, q и 1 – q являются комплексно сопря-

женными, то функция R(x) принимает действительные значения, хотя и не яв-

ляется функцией распределения, так как ее производная в окрестности точки 

x = 0 принимает отрицательные значения. Тем не менее, применение аппрокси-

мации вполне приемлемо для исследования рассматриваемой модели управле-

ния запасами, что будет показано ниже в численных примерах в таблице 1. 

Построим R-аппроксимацию функции распределения B(x) и неявную ап-

проксимацию функции P(s) при различных значениях параметра формы α, а 

также воспользуемся расстоянием Колмогорова ΔR для оценки качества R-

аппроксимации функции распределения B(x) и Δ для оценки качества неявной 

аппроксимации распределения FR(x) стационарной функции распределения 

значений объема накопленных ресурсов в системе управления запасов, полу-

ченной на основе R-аппроксимации 
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sup | ( ) ( ) |,R
x

B x R x
 

  
  

sup | ( ) ( ) |,R
x

F x F x
 

  
 

где F(x) – эмпирическая функция распределения того же объема, полученная на 

основе имитационного моделирования при следующих значениях параметров 

S = 10, ν = 1, λ1 = 0,8 и λ2 = 1,2. 

Результаты исследования представлены в таблице 1. 

 

Таблица 1 – Неявная аппроксимация при гамма-распределении объемов  

потребления 

α 
R-аппроксимация Неявная аппроксимация 

q μ1 μ2 ΔR z1 z2 γ Δ 

0,2 0,220 0,268 3,732 0,245 3,136 0,064 -0,070 0,014 

0,4 0,406 0,488 3,512 0,112 3,089 0,111 -0,118 0,002 

0,6 0,594 0,677 3,323 0,049 3,053 0,147 -0,152 0,005 

0,8 0,789 0,845 3,155 0,016 3,024 0,176 -0,179 0,003 

1 1,000 1,000 3,000 0 3,000 0,200 -0,200 0,007 

1,2 1,246 1,147 2,853 0,007 2,980 0,220 -0,217 0,006 

1,4 1,561 1,293 2,707 0,009 2,964 0,236 -0,231 0,002 

1,6 2,025 1,445 2,555 0,008 2,950 0,250 -0,243 0,005 

1,8 2,957 1,622 2,378 0,004 2,937 0,263 -0,253 0,004 

2 3873 2,000 2,000 0 2,927 0,273 -0,261 0,004 

3 0,5-1,768i 2-0,707i 2+0,707i 0,025 2,888 0,312 -0,291 0,009 

5 0,5-1,5i 2-i 2+i 0,060 2,849 0,351 -0,320 0,006 

10 0,5-1,432i 2-1,206i 2+1,206i 0,139 2,812 0,388 -0,347 0,001 

50 0,5-1,415i 2-1,372i 2+1,372i 0,329 2,776 0,424 -0,371 0,004 

 

Здесь z1, z2, γ – параметры функции P(s) из (53). 
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Несмотря на то, что R-аппроксимация функции распределения B(x) объе-

мов потребления дает во многих случаях неприемлемый результат (ΔR > 0,05), 

неявная аппроксимация решения P(s) интегро-дифференциального уравнения 

(45) при s < S обеспечивает высокую точность Δ < 0,02. 

На рисунке 11 представлено сравнение эмпирической функции распреде-

ления F(x) и аппроксимирующей функции FR(x) при гамма-распределении объ-

емов потребления с параметром формы α = 1,5. 

  

Рисунок 11 – Сравнение эмпирической функции распределения F(x) и  

аппроксимирующей функции FR(x) при гамма-распределении объемов потреб-

ления с параметром формы α = 1,5 

 

Исходя из представленных результатов, важно отметить, что применение 

метода неявной аппроксимации для исследования рассматриваемой модели си-

стемы управления запасами целесообразно и в случае, когда R(x) достаточно 

точно аппроксимирует функцию распределения B(x) (в частности при 0,6 < 

α < 5), и в других случаях 0 < α < 0,6 и α > 5, когда аппроксимация R(x) функ-

ции B(x) имеет погрешность ΔR > 0,1, а точность аппроксимации FR(x) оконча-

тельного распределения высокая, а именно Δ < 0,015. 
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Отметим, что при α < 2 функция P(x), является плотностью распределе-

ния и применение неявной аппроксимации обоснованно, что вполне естествен-

но, так как R(x) в этом случае является функцией распределения, а при α > 2 

функция R(x), аппроксимирующая B(x), распределением не является, но ввиду 

того, что точность неявной аппроксимации высокая, ее аппроксимации допу-

стимо. 

Аналогичное исследование было проведено для случая, когда B(x) явля-

ется наиболее неудобным для аппроксимации логнормальным распределением 

с логарифмическими средним и дисперсией μ и σ
2
. Для того, чтобы среднее 

значение было равно единице положим μ= − σ
2
/2. Результаты применения ме-

тода неявной аппроксимации приведены в таблице 2. 

 

Таблица 2 – Неявная аппроксимация при логнормального распределенных  

объемах потребления 

e
σ2

 
R-аппроксимация Неявная аппроксимация 

q μ1 μ2 ΔR z1 z2 γ Δ 

1,1 
0,5-

1,476i 
2-1,2i 2+1,2i 0,151 2,881 0,387 -0,347 0,003 

1,2 
0,5-

1,826i 

2,17-

0,928i 

2,17 

+0,928i 
0,080 3,184 0,349 -0,322 0,002 

1,3 5,555 2,154 2,885 0,065 3,922 0,317 -0,300 0,002 

1,4 1,773 1,567 5,862 0,086 6,339 0,290 -0,282 0,003 

1,42 1,645 1,509 7,150 0,099 7,574 0,285 -0,279 0,001 

1,44 1,543 1,457 9,265 0,119 9,642 0,28 -0,276 0,003 

1,46 1,46 1,412 13,548 0,148 13,794 0,275 -0,273 0,005 

1,48 1,391 1,371 25,981 0,184 26,280 0,271 -027 0,003 

1,49 1,361 1,352 50,991 0,187 51,273 0,269 -0,268 0,003 

1,5 1,333 1,333 1,287⋅10
15 0,167 1,287⋅10

15
 0,250 -0,250 - 

1,51 1,308 1,316 -48,991 ∞ 0,265 -48,74 -48,61 - 

1,52 1,284 1,299 -23,984 ∞ 0,262 -23,75 -23,62 - 
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Продолжение таблицы 2 

e
σ2

 
R-аппроксимация Неявная аппроксимация 

q μ1 μ2 ΔR z1 z2 γ Δ 

1,54 1,242 1,268 -11,470 ∞ 0,258 -11,26 -11,14 - 

1,56 1,205 1,240 -7,921 ∞ 0,254 -7,106 -6,993 - 

1,58 1,173 1,214 -5,198 ∞ 0,251 -5,035 -4,928 - 

1,6 1,146 1,190 -3,940 ∞ 0,247 -3,797 -3,696 - 

1,7 1,054 1,097 -1,420 ∞ 0,230 -1,354 -1,280 - 

1,8 1,014 1,039 -0,594 7,8⋅10
5
 0,216 -0,572 -0,517 - 

1,9 1,001 1,009 -0,206 0,705 0,205 -0,203 
-0,20-

0,046i 
- 

1,92 1,001 1,005 -0,154 0,126 0,204 -0,152 
-0,17-

0,024i 
- 

1,94 1 1,003 -0,108 0,124 0,202 -0,108 -0,193 - 

1,96 1 1,001 -0,068 0,121 0,201 -0,068 -0,198 - 

1,98 1 1 -0,032 0,119 0,200 -0,032 -0,2 - 

2,0 1 1 0 0,117 0,200 0 -0,2 0,009 

2,1 0,001 0,113 1,006 0,107 0,212 0,107 -0,196 0,013 

2,2 0,004 0,173 1,021 0,010 0,257 0,138 -0,191 0,006 

2,3 0,010 0,204 1,040 0,091 0,305 0,139 -0,185 0,008 

2,4 0,015 0,219 1,059 0,083 0,343 0,135 -0,180 0,005 

2,6 0,024 0,221 1,093 0,071 0,391 0,124 -0,17 0,006 

3 0,029 0,195 1,138 0,058 0,430 0,103 -0,154 0,005 

 

На рисунке 12 представлены результаты сравнения эмпирической функ-

ции распределения F(x) и аппроксимирующей функции FR(x) при логнормаль-

ном распределении объемов потребления с параметром e
σ2

 = 1,4. 
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Рисунок 12 – Сравнение эмпирической функции распределения F(x) и  

аппроксимирующей функции FR(x) при логнормальном распределении объемов 

потребления с параметром e
σ2

 = 1,4 

 

Результаты, представленные в таблице 2 свидетельствуют о том, что при 

1.5 ≤ exp(σ
2
) < 2 применение неявной недопустимо, поскольку параметр μ2 в 

этом случае принимает отрицательные значения и функция R(x) не ограничена. 

В прочих случаях неявная аппроксимация функции P(s) является допустимой, 

несмотря на то, что погрешность R-аппроксимации функции B(x) объемов по-

требления достаточно велика (при exp(σ
2
) = 1.1 или exp(σ

2
) > 2), поскольку 

имитационное моделирование показало, что неявная аппроксимация стацио-

нарной функции распределения вероятностей значений объема запасов доста-

точно точно (Δ < 0.01) описывает реальный процесс. 

 

2.4 Метод явной аппроксимации  

 

Поскольку частичное решение P(s) при s > S уравнения (45) определено 

полностью и имеет вид (49), то неизвестную функцию P1(x) при x ≤ 0, которая 
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является частичным решением уравнения (45) при s ≤ S, будем искать с помо-

щью метода явной аппроксимации, основанного на методе моментов. 

 

2.4.1 Моменты функции P1(x) 

 

Для того, чтобы найти моменты функции P1(x), домножим тождество (45) 

на (s – S)
k 
и проинтегрируем полученное выражение 

( ) ( ) ( ) ( ) (– )– k ks S sP s ds s P s dsS
 

 

      

0

( ) ( ) ( ) ( ) .– k s x P s xs S dB x ds
 



      

(63) 

Рассмотрим правую часть полученного выражения 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )– ( )–k ks x P s x dB x ds s x P s x ds S s S sdB x
   

 

            

0

[ ] ( ) ( ) ( ) (– )kSs x y y x y P y dydB x
 



         

0

( ) ( )– ( ) ( )ky x dB x y P yS dy
 



      

00

( ) ( ) ( ) ( ) ( )–
k

n n k n
k

n

y C x dB x y P y dyS
 





      

0

( 1) ( ) ( )– ( )
k

n k n n
k k n

n

SC b y y P y dy





 

      

( )
1 1 2

0

– –( 1) ( ) ( ) ( )
Sk

n k n n n y S
k k n

n S

C b y P y S dy y Ce dyS S


  


 

 
         

 
 

0

1 1 2
0 0

( 1) ( ) ,
k

n k n n n x
k k n

n

C b x P x dx x Ce dx


 


 

 
       

 
 

тогда имеем  

0

( ) ( ) ( )– ( )k s x P s xs dB x dsS
 



      (64) 
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1 2 1
0 0

!
( 1) ( 1)

k k
n k n n k n
k k n n k k n n

n n

n
C b a C b C 

  
 

      


, 

где 
0

1( )n
na x P x dx



   и 
0

( )n
nb x dB x



  моменты n-го порядка функции P1(x) и 

B(x) соответственно. 

Далее приступим к рассмотрению левой части равенства (63) 

( ) ( ) ( ) ( ) (– )– k ks S sP s ds s P s dsS
 

 

      

1( ) ( ) ( ) ( )– ( ) ( )– ) (–k k kP s k P s ds s P s ds S s S s S s
 




 

       

 1) ( ) ( ) (( )– –k ks S s Ss k P s ds




     

  1
1

1) ( (– – )( )k k
S

s S sk P s SS ds


      

  ( )
2

1) ( )( – – s Sk

S

ks S s Ce dSk s


      

   
0

1 1 2
1 1

0

( )k k xk kk P x dx x x k Cx x e dx






          

1 1 2 1

! ( 1)!
k k k k

k k
a ka C k C 


     

 
. 

Подставим выражение (64) и полученное выражение в (63), получим следую-

щее равенство 

1 1 2 1

! ( 1)!
k k k k

k k
a ka C k C 


     

 
 

1 1

1 1 2 21 1
0 0

! !
( 1) ( 1)

k k
n k n n k n
k k n n k k k n n k

n n

n k
C b a a C b C C

 
 

   
 

          
 

, 

Откуда имеем 

1 1

1 1 2 1
0 0

( 1)! !
( 1) ( 1)

k k
n k n n k n

k k k n n k k nk n
n n

k n
ka k C C b a C b C

 
 

   
 


        

 
. 

Выполним несложные преобразования последнего равенства, тогда 
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1 1

1 1 2 1
0 0

! !
( 1) ( 1)

k k
n k n n k n

k k k n n k k nk n
n n

k n
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Таким образом, получим моменты 

 

 

2

2 1 2 11
0

1
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 

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Так как 

0

0 1 1 1( ) ( )
S

a P x dx P s ds R
 

    , 

то можно сформулировать теорему о виде моментов функции P1(s) 

Теорема 5. Моменты функции P1(s) имеют вид 

0 1a R  

   

 

1
1 1

2 1 1 1 2 1
0

1
1 1

( 1)! 1 ( 1) !

( 1) 1

k
n k n k n k
k k n n

n
k k

k C b C b Cn a

a
k b


   

  




         


   

,  

k ≥ 1, 

(65) 

Таким образом, значения всех моментов ak функции P1(x) рекуррентно опреде-

лены. 
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2.4.2 Явная аппроксимация третьего порядка 

 

При двухфазной гиперэкспоненциальной функции распределения B(x) 

функция P1(x) при x ≤ 0 определяется выражением (53). 

Для произвольной функции распределения B(x) функцию P1(x) будем ап-

проксимировать функцией вида (53). Значения параметров C1, C2, z1, z2 аппрок-

симирующей функции 1( )P x  будем определять из условия непрерывности  

1 2С С С   

решения P(s) уравнения (45) в точке s = S и равенства моментов 

0

1( )  (при 0,1,2)kx P x dx k


 , аппроксимирующей функции 1( )P x  с найденными 

выше моментами a0, a1 и a2 для функции P1(x). 

Моменты функции (53) при s < S имеют вид 

 1 2

0
1 2

1 2 1 1
1 2

e e ( 1) !
z x z xk k

k k

C C
x С С dx k

z z 


 
      

 
, 

тогда для нахождения значений параметров C1, C2, z1 и z2 запишем систему че-

тырех уравнений 

1 2

1 2
0

1 2

1 2
12 2

1 2

1 2
23 3

1 2

,

,

,

.

C C С

C C
a

z z

C C
a

z z

C C
a

z z

 

  


   




 


, (66) 

В данной системе, первое уравнение 1 2С С С   определяет условие непре-

рывности функции P(s). Поскольку 0 1a R , то второе уравнение 

1 1
1 1 2 2 0C z C z a    системы будет являться условием нормировки для аппрок-
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симирующей функции 1( )P x , а, следовательно, и для функции P(s), и лишь два 

последних уравнения содержат моменты a1 и a2 функции P1(x). 

Введем обозначения 

1 2
1 2

1 2 1 2

,   1 ,   1 / ,   1 / ,
C C

q q x z y z
C C C C

    
 

 

И перепишем последние три уравнения системы (82) в виде 

 

 

 

1

2 2
2

3 3
3

1 ,

1 ,

1 ,

qx q y f

qx q y f

qx q y f

  


  


  

 (67) 

где 

1 1 1
1 0 2 1 3 2,   ,   (2 )f a C f a C f a C      . (68) 

Введя обозначения 

2
1 2 3 2 1 3

2 2
1 2 1 2

,
f f f f f f

u v
f f f f

 
 

 
, 

Получим, что решение x, y и q системы (67) имеет вид 

   2 2 1

2

21 1 1
4 , 4 , 1

2 2 2 4

u b
x u u v y u u v q

u v

  
        

  

, (69) 

таким образом, значения параметров C1, C2, z1 и z2 определяются равенствами  

1 2,   (1 ),   C Сq C С q    

2 2

1 2

1 4 1 4
 ,   .

2 2

u u v u u v
z z

x v y v

   
     

(70) 

Следовательно, аппроксимирующую функцию P(s) можно записать в виде 

1

( )

( ),    ,
( )

,    ,    s S

P s S s S
P s

Ce s S 

  
 



 (71) 

где 1( )P x  имеет вид 1 2
1 1 2( ) e e

z x z x
P x С С  , а значения ее параметров C1, C2, z1 и 

z2 определяются равенствами (70). 



69 

Поскольку значения параметров C1, C2, z1 и z2 аппроксимирующей функ-

ции 1( )P x  определяются моментами a0, a1 и a2, которые в свою очередь зависят 

от трех моментов b1, b2 и b3 функции распределения B(x) в силу (65), то функ-

цию P(s) из (71) будем называть аппроксимацией третьего порядка. Точность 

такой аппроксимации будет установлена в Главе 4 путем численных экспери-

ментов. 

 

2.4.3 Численные эксперименты применения аппроксимации третьего 

порядка 

 

Для того, чтобы оценить качество аппроксимации сравним результаты, 

полученные на основе приближенных формул с точными результатами, полу-

ченными для некоторых частных случаев функции B(x).  

Положим в качестве распределения B(x) объемов потребления распреде-

ление Эрланга n-го порядка. Полагая в теореме 2 ν1 = ν2 = 1, нетрудно показать, 

что точное решение P(s) уравнения (45) будет иметь вид 

  

( )

1

( )

, ,
( )

, ,

n

m
z s S

n

n

s S

x e s S
P s C

Ce s S





 




 
 


  

где zn – ненулевые корни уравнения  

1 1

m

z
z

 
     

   ,
 

параметры xn являются компонентами вектора X – решения системы линейных 

алгебраических уравнений 

 AX = E ,  

где E – единичный вектор-столбец, а элементы Akn матрицы А имеют вид 

 

1

1

2

k m

n
kn

z
A

 

   
  
    

, , 1,k n m ,   

нормирующая константа C определяется выражением (51). 
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Рассмотрим следующий набор параметров 

 S = 40, ν = 1, λ1 = 0.8 и λ2 = 1.2, μ=m.  

Поскольку решение P(s) уравнения (45) при s > S определено в явном виде для 

произвольной функции распределения B(x), то в качестве результатов приведем 

сравнение функций распределения, полученных на основе точного решения 

F(x) и аппроксимации 3-го порядка F3(x), с помощью расстояния Колмогорова 

3 3sup ( ) ( )
x

F x F x
 

   . 

В таблице 3 отражена точность аппроксимации решения уравнения (45) для 

распределения Эрланга порядка m. 

 

Таблица 3 − Сравнение точностей явной аппроксимации 3-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов для  

m-фазного распределения Эрланга 

Порядок m 5 6 7 8 

Δ3 2,3∙10
-4

 3,1∙10
-4

 3,7∙10
-4

 4,2∙10
-4

 

 

Из представленных в таблице данных можно сделать вывод о том, что 

точность аппроксимации незначительно уменьшается с увеличением числа фаз 

распределения Эрланга, однако даже при 8-ми фазах точность аппроксимации 

Δ3<0,001, что свидетельствует о высокой точности аппроксимации. 

Далее рассмотрим функции распределения B(x) объемов потребления, для 

которых точные решения не найдены. В качестве такового рассмотрим  

гамма-распределение с параметрами формы α и масштаба β, причем α = β. 

Оценку качества аппроксимации будем проводить с помощью имитаци-

онного моделирования для набора параметров 

 S = 40, ν = 1, λ1 = 0,8 и λ2 = 1,2, α = β.  

 В таблице 4 представлены результаты сравнения, а именно расстояния 

Колмогорова между эмпирической функцией распределения, полученной на 



71 

основе имитационного моделирования и функцией распределения, полученной 

путем аппроксимации 3-го порядка. 

 

Таблица 4 − Сравнение точностей явной аппроксимации 3-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов при 

различных параметрах гамма-распределения объемов потребления 

Α 0,5 1 2 2,5 3 

Δ 3 0,005 0,003 0,008 0,002 0,003 

 

Из представленных данных видно, что аппроксимация обладает высокой точ-

ностью ∆ < 0.01. 

Аналогичное исследование было проведено для логнормального распре-

деления B(x) объемов потребления с параметрами μ= − σ
2
/2, результаты которо-

го представлены в таблице 5. 

 

Таблица 5 − Сравнение точностей явной аппроксимации 3-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов для 

логнормального распределения объемов потребления 

exp(σ
2
) 1,2 1,3 1,49 2,01 2,5 5 

Δ 3 0,003 0,035 - 0,110 0,006 0,022 

 

Представленные в таблице 5 результаты свидетельствуют о том, что ап-

проксимация 3-го порядка недопустима при exp(σ
2
)=1,49, вследствие отрица-

тельных значений параметров аппроксимирующей функции z1 или z2, поэтому 

рассмотрим аппроксимацию 4-го порядка. 

 

2.4.4 Явная аппроксимация четвертого порядка 

 

Представим функцию P1(x) в следующем виде 
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1 2
1 1 1 2 2( ) e e .

z x z x
P x A z A z   (72) 

Для того, чтобы повысить точность аппроксимации, откажемся от усло-

вия непрерывности решения уравнения (45). Значения параметров A1, A2, z1 и z2 

функции (72) найдем из системы равенств моментов функции (72) найденным 

выше моментам a1, a2 и a3 .  

Нетрудно показать, что моменты функции (72) имеют вид 

 1 2

0
1 2

1 1 2 2

1 2

e e ( 1) !
z x z xk k

k k

A A
x A z A z dx k

z z

 
      

 
, 

Следовательно, для нахождения значений параметров A1, A2, z1 и z2 имеем си-

стему, состоящую из четырех уравнений 

1 2 0

1 1
1 1 2 2 1

2 2
1 1 2 2 2

3 3
1 1 2 2 3

,

,

,

.

A A a

A z A z a

A z A z a

A z A z a

 

 

 

 


  


 


  

 (73) 

Как было показано выше, первое уравнение системы (73), является условием 

нормировки, в силу равенства 0 1a R . 

Введем обозначения 

1 2
1 2

1 2 1 2

,   1 ,   1 / ,   1 / ,
A A

q q x z y z
A A A A

    
 

 (74) 

тогда три последних уравнения системы (73) можем записать в виде системы 

 

совпадающей с (67), однако величины f1, f2 и f3 определяются следующими ра-

венствами 

1 1 1
1 1 0 2 2 0 3 3 0, (2 ) , (6 )f a a f a a f a a       , (75) 

отличными от (68), тем не менее, решение системы (73) имеет вид (69). Учиты-

вая (74), аналогично (70) для параметров A1, A2, z1 и z2 функции (72) можем за-

писать 

 

 

 

1

2 2
2

3 3
3

1 ,

1 ,

1 ,

qx q y f

qx q y f

qx q y f

  


  


  
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1 1
1 0 2 0 1 2,   (1 ),    ,   .A a q A a q z x z y       

Так как значения параметров A1, A2, z1 и z2 функции (72) определяются первыми 

четырьмя моментами b1, b2, b3и b4 функции распределения B(x), то предлагае-

мую аппроксимацию будем называть аппроксимацией четвертого порядка. 

Предлагаемая аппроксимация четвертого порядка непрерывного решения 

P(s) уравнения (45) является разрывной функцией. Несмотря на это, примене-

ние аппроксимации обосновано в случаях, когда она обладает более высокой 

точностью, чем аппроксимация третьего порядка или когда аппроксимация тре-

тьего порядка не применима. Аппроксимация третьего порядка не может быть 

применена при недопустимых значениях параметров аппроксимирующей 

функции, например, при отрицательных значениях параметров z1 или z2 . 

 

2.4.5 Численные эксперименты применения аппроксимации четвер-

того порядка 

 

Аналогично параграфу 2.5.3 оценим качество аппроксимации четвертого 

порядка путем сравнения результатов, полученных на основе приближенных 

формул с точными результатами, полученными для некоторых частных случаев 

функции B(x).  

Рассмотрим в качестве распределения B(x) объемов потребления распре-

деление Эрланга n-го порядка при ν1 = ν2 = 1,  

Рассмотрим следующий набор параметров 

 S = 40, ν = 1, λ1 = 0.8 и λ2 = 1.2, μ=m.  

Поскольку решение P(s) уравнения (45) определено в явном виде для произ-

вольной функции распределения B(x), то в качестве результатов приведем 

сравнение функций распределения, полученных на основе точного решения 

F(x) и аппроксимации 4-го порядка F3(x) с помощью расстояния Колмогорова 

4 4sup ( ) ( )
x

F x F x
 

   . 
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В таблице 6 отражена точность аппроксимации решения уравнения (45) 

для различных порядков распределения Эрланга. 

 

Таблица 6 − Сравнение точностей явной аппроксимации 4-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов для  

m-фазного распределения Эрланга 

Порядок m 5 6 7 8 

Δ4 0,003 0,003 0,003 0,003 

 

Из представленных в таблице 6 данных можно сделать вывод о том, что 

точность аппроксимации 3-го порядка выше, чем 4-го, однако даже точность 

аппроксимации Δ<0,01, что свидетельствует о высокой точности аппроксима-

ции. 

Далее рассмотрим функции распределения B(x) объемов потребления, для 

которых точные решения не найдены. В качестве такового рассмотрим  

гамма-распределение с параметрами формы α и масштаба β, причем α = β. 

Для того, чтобы оценить качество аппроксимации в этом случае восполь-

зуемся аппаратом имитационного моделирования.  

Рассмотрим следующий набор параметров 

 S = 40, ν = 1, λ1 = 0.8 и λ2 = 1.2, α = β.  

 В таблице 7 представлены результаты сравнения, а именно расстояния 

Колмогорова между эмпирической функцией распределения, полученной на 

основе имитационного моделирования и функцией распределения, полученной 

путем аппроксимации 4-го порядка. 
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Таблица 7 − Сравнение точностей явной аппроксимации 4-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов при 

различных параметрах гамма-распределения объемов потребления  

Α 0,5 1 2 2,5 3 

Δ4 0,005 0,003 0,008 0,002 0,003 

 

Из представленных данных видно, что аппроксимации 3-го и 4-го поряд-

ков обеспечивают аналогичную точность до третьего знака включительно. 

Далее рассмотрим логнормальное распределения B(x) объемов потребле-

ния с параметрами μ= − σ
2
/2. Результаты исследования при указанной функции 

распределения объемов потребления представлены в таблице 8. 

 

Таблица 8 − Сравнение точностей явной аппроксимации 4-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов при 

различных параметрах логнормального распределения 

exp(σ
2
) 1,2 1,3 1,49 2,01 2,5 5 

Δ4 0,003 - 0,005 0,004 0,005 0,013 

 

Представленные в таблице 8 результаты говорят о том, что аппроксима-

ция 4-го порядка имеет высокую точность и применима в случае exp(σ
2
)=1,49, 

при котором аппроксимация 3-го порядка не может быть применена. 

 

2.4.6 Явная аппроксимация пятого порядка 

 

Стремление увеличить точность аппроксимации, оправдывает рассмотре-

ние функции P1(x) в следующем виде 

1 22 2
1 1 1 2 2( ) e e .

z x z x
P x B z B z   (76) 

Отказавшись от условия непрерывности функции P(s), которая является 

решением уравнения (45), значения параметров B1, B2, z1 и z2 функции (76) 
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найдем из системы равенств моментов функции (76) определенным выше мо-

ментам a1, a2, a3 и a4, которые определяются моментами bn, 1,5n   функции 

распределения B(x) до пятого порядка, поэтому предлагаемую аппроксимацию 

будем называть аппроксимацией пятого порядка. 

Так как моменты функции (76) имеют вид  

 1 2

0
2 2 1 2

1 1 2 2 1 1
1 2

e e ( 1) !
z x z xk k

k k

A A
x B z B z dx k

z z 


 
      

 
, 

то для нахождения значений параметров B1, B2, z1 и z2 имеем систему, уравне-

ний 

1 2 1

1 1
1 1 2 2 2

2 2
1 1 2 2 3

3 3
1 1 2 2 4

,

2 2 ,

3! 3! ,

4! 4! .

B B a

B z B z a

B z B z a

B z B z a

 

 

 

  


 


  


 

 (77) 

Обозначим 

1 2
1 2

1 2 1 2

,   1 ,   1 / ,   1 / ,
B B

q q x z y z
B B B B

    
 

 (78) 

Тогда систему (77) перепишем в виде (67), где величины f1, f2 и f3 определяются 

следующими равенствами 

1 1 1
1 2 1 2 3 1 3 4 1(2 ) , (6 ) , (24 )f a a f a a f a a       , (79) 

отличными от (67), тем не менее, решение системы (73) имеет вид (69).  

Тогда в силу (78), аналогично (70) 

1 1
1 1 2 1 1 2,   (1 ),    ,   ,B a q B a q z x z y         

где x, y, q определяются равенствами (69), в которых f1, f2 и f3 взяты из (79) 

Так как решение P(s) уравнения (45) является плотностью распределения веро-

ятностей значений объема накопленных ресурсов то найденную аппроксима-

цию пятого порядка 

1

( )

( ),    ,
( )

,    ,    s S

P s S s S
P s

Ce s S 

 
 


 (80) 
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необходимо нормировать, то есть найти значение  

( )d P s ds




    (81) 

и поделить функцию (80) на (81), при этом будет нарушено равенство моментов 

функции P1(x). Тем не менее, указанную процедуру необходимо исполнить для 

сохранения вероятностного смысла функции P(s). 

 

2.4.7 Численные эксперименты применения аппроксимации пятого 

порядка 

 

Аналогично параграфу 2.5.3 для оценки качества аппроксимации сравним 

результаты, полученные на основе приближенных формул с точными результа-

тами, полученными для некоторых частных случаев функции B(x).  

Рассмотрим в качестве распределения B(x) объемов потребления распре-

деление Эрланга n-го порядка при ν1 = ν2 = 1,  

Рассмотрим следующий набор параметров 

 S = 40, ν = 1, λ1 = 0.8 и λ2 = 1.2, μ=m.  

Поскольку решение P(s) уравнения (45) определено в явном виде для 

произвольной функции распределения B(x), то в качестве результатов приведем 

сравнение функций распределения, полученных на основе точного решения 

F(x) и аппроксимации 4-го порядка F3(x) с помощью расстояния Колмогорова 

4 4sup ( ) ( )
x

F x F x
 

   . 

В таблице 9 отражена точность аппроксимации решения уравнения (45) 

для различных порядков распределения Эрланга. 
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Таблица 9 − Сравнение точностей явной аппроксимации 5-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов для  

m-фазного распределения Эрланга объемов потребления 

Порядок m 5 6 7 8 

Δ 5 0,003 0,004 0,004 0,005 

 

Из представленных в таблице данных можно сделать вывод о том, что для 

распределения Эрланга аппроксимация 5-го порядка, как и 4-го, обеспечивают 

высокую точность. 

Далее рассмотрим функции распределения B(x) объемов потребления, для 

которых точные решения не найдены. В качестве такового рассмотрим  

гамма-распределение с параметрами формы α и масштаба β, причем α = β. 

Оценку качества аппроксимации будем проводить с помощью имитаци-

онного моделирования для набора параметров 

 S = 40, ν = 1, λ1 = 0,8 и λ2 = 1,2, α = β.  

 В таблице 10 представлены результаты сравнения, а именно расстояния 

Колмогорова между эмпирической функцией распределения, полученной на 

основе имитационного моделирования и функцией распределения, полученной 

путем аппроксимации 5-го порядка. 

 

Таблица 10 − Сравнение точностей явной аппроксимации 5-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов при 

различных параметрах гамма-распределения объемов потребления 

α 0,5 1 2 2,5 3 

Δ 5 0,004 0,003 0,003 0,003 0,003 

 

Из представленных данных видно, что аппроксимация 5-го порядка имеет луч-

ший результат, по сравнению с аппроксимациями 3-го и 4-го порядков. 
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Аналогичное исследование было проведено для логнормального распре-

деления B(x) объемов потребления с параметрами μ= − σ
2
/2, результаты которо-

го представлены в таблице 11. 

 

Таблица 11 − Сравнение точностей явной аппроксимации 5-го порядка  

распределения P(s) вероятностей значений объемов накопленных запасов при 

различных распределениях параметров логнормального распределения объемов 

потребления 

Exp(σ
2
) 1,2 1,3 1,49 2,01 2,5 5 

Δ 5 - - 0,004 0,005 0,005 0,010 

 

Представленные в таблице 11 результаты свидетельствуют о высокой точности 

аппроксимации. 

 

2.5 Выводы по Главе 2 

 

Таким образом, во второй главе рассмотрен частный случай математиче-

ской модели, описанной в первой главе при ν1 = ν2 = ν. В связи с тем, что найти 

решение интегро-дифференциального уравнения (45) при произвольной функ-

ции распределения B(x) затруднительно, в данной главе предлагаются методы 

аппроксимации решения интегро-дифференциального уравнения (45). 

В параграфе 2.3 данной главы описывается оригинальный метод неявной 

аппроксимации решения интегро-дифференциального уравнения (45), основан-

ный на R-аппроксимации функции распределения B(x). Несмотря на невысокую 

точность R-аппроксимации функции распределения B(x), неявная аппроксима-

ция решения интегро-дифференциального уравнения (45) обеспечивает высо-

кую точность. 

В параграфе 2.5 изложен метод явной аппроксимации решения интегро-

дифференциального уравнения (45) третьего, четвертого и пятого порядков. 
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Аппроксимация третьего порядка имеет высокую точность, как это показано в 

численных примерах. 

Предлагаемые аппроксимации четвертого и пятого порядков непрерыв-

ного решения P(s) уравнения (45) являются разрывными функциями, однако их 

применение является обоснованным, в силу того, что когда одна из трех ап-

проксимаций не применима, другая позволяет получить аппроксимацию высо-

кой точности. 

 Результаты данной главы опубликованы в работах [2, 27, 28, 33]. 
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Глава 3 Метод преобразования Фурье для решения  

интегро-дифференциального уравнения с переменными коэффициентами 

 

 

В главе 1 найдено стационарное распределение вероятностей P(s) значе-

ний уровня запасов, накопленных в системе, при различных фазовых распреде-

лениях B(x) объемов потребления. Поскольку нахождение стационарного рас-

пределения P(s) при произвольном распределении B(x) объемов потребления 

задача затруднительная, то рассмотрим частный случай системы управления 

запасами, описанной в главе 1. 

 

3.1 Случай произвольного распределения объемов потребления 

 

Рассмотрим математическую модель, описанную в главе 1. В связи с тем, 

что основное уравнение (4) для стационарной плотности распределения P(s) 

вероятностей значений уровня запасов, накопленных в системе, является 

интегро-дифференциальным с кусочно-постоянными коэффициентами, то 

найти его решение в явном виде при произвольной функции распределения B(x) 

затруднительно. Однако, в силу того, что частичное решение P2(s) при s > S 

уравнения (48) известно в полной мере, то воспользуемся методом 

преобразования Фурье для определения частичного решения P1(s) при s < S 

основного интегро-дифференциального уравнения (4). 

Сформулируем теорему о решении P(s) основного уравнения (48) при 

произвольной функции B(x). 

Теорема 6. Решение уравнения (4) при произвольном распределении 

объемов потребления имеет вид 
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 

2 2 2
0

1

1 1 12 1
0

( )

( )
1 1

, ,1
2( )

( )

, .

jux

jus

jux

s S

ju e dB x

e du s Sb
juP s

ju e dB xb

e s S









 


    

   
            


 






 

Доказательство. 

Для доказательства рассмотрим уравнение (4), домножив его на ( )ju s Se  , 

затем проинтегрировав полученное равенство, имеем 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ju s S ju s Ss e P s ds e s P s ds
 

 

 

      

( )

0

( ) ( ) ( )ju s Se s x P s x dB x ds
 





     . 

(82) 

Далее преобразуем правую часть уравнения (82) 

 ( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ju s S ju s Se s x P s x dB x ds e s x P s x dsdB x
   

 

 

           

 ( )

0

[ ] ( ) ( ) ( )ju y x Ss x y e y P y dydB x
 

 



        

( )

0

( ) ( ) ( )ju x S juye dB x e y P y dy
 





   . 

Для удобства дальнейших преобразований разобьем функцию P(s) на две 

функции следующего вида 

1

( ), ,
( )

0, ,

P s s S
P s

s S


 


 2

0, ,
( )

( ), .

s S
P s

P s s S


 


 

Тогда 

( )

0

( ) ( ) ( )ju s Se s x P s x dB x ds
 





      

( )
1 1 2 2

0

( ) ( ) ( ) .
S

ju x S juy juy

S

e dB x e P y dy e P y dy
 





 
      

 
 

Введем обозначения для преобразования Фурье функций P1(s) и P2(s) 
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*
1 1( ) ( )juy

S

P u e P y dy


  , *
2 2( ) ( )juy

S

P u e P y dy


  . 

Преобразуем интеграл в правой части уравнения (82) 

 ( ) * *
1 1 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ju s S juS juxe s x P s x dB x ds e e dB x P u P u
  

 



         . 

Аналогично преобразуем интеграл в левой части уравнения (82) 

( )
1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )

S
ju s S juS juy juy

S

e s P s ds e e P y dy e P y dy
 

 

 

 
      

 
    

 * *
1 1 2 2( ) ( )juSe P u P u     

Используя метод интегрирования по частям, имеем 

( ) ( ) ( )
1 2( ) ( ) ( ) ( )

S
ju s S ju s S ju s S

S

s e P s ds e P s ds e P s ds
 

  

 

           

( ) ( )
1 2( ) ( )

S
ju s S ju s S

S
e P s e P s


 


      

( ) ( )
1 2( ) ( )

S
ju s S ju s S

S

ju e P s ds ju e P s ds


 



       

 ( ) ( ) * *
1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )ju s S ju s S juSe P S e P S jue P u P u          , 

В силу того, что в первой главе доказано, что имеет место равенство  

1 2( ) ( )P S P S   , 

то 

 ( ) * *
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )ju s S juSs e P s ds jue P u P u


 



       

Таким образом, уравнение (82) примет следующий вид 

   * * * *
1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )juS juSjue P u P u e P u P u           

 * *
1 1 2 2

0

( ) ( ) ( )juS juxe e dB x P u P u


    . 

(83) 

Выполняя преобразования, получим 
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2 2
0* *

1 2

1 1
0

1 ( )

( ) ( )

1 ( )

jux

jux

ju e dB x

P u P u

e dB x ju





 
    

 


 
    
 





. 

Принимая во внимание, что функция P2(s) определена в явном виде для 

произвольного распределения B(x) объемов потребления, то *
2 ( )P u  можно 

определить явно 

* ( )
2 2( ) ( )juy S ju y juS

S S

C
P u e P y dy Ce e dy e

ju

 
     

 
, 

тогда 

2 2
0*

1

1 1
0

1 ( )

( )

1 ( )

jux

juS

jux

ju e dB x
C

P u e
ju

ju e dB x





 
    

 


  
    

 





. (84) 

Применяя обратное преобразование Фурье к (84) и подставляя выражение 

(11) для константы C, получим 

 

2 2 2
01

1
2 1

1 1 1
0

( )
1 1 1

( ) ,
2

( )

jux

jus

jux

ju e dB x
b

P s e du s S
b ju

ju e dB x









    
 

  
     

    







. 

Теорема доказана. 

В силу (84) решение основного уравнения (4) может быть найдено для 

произвольной функции распределения B(x). 

Однако, не смотря на то, что решение основного уравнения (4) найдено в 

явном виде, в большинстве случаев, кроме известных, часто используемых рас-

пределений, интеграл 
0

( )juxe dB x


 , который имеет смысл характеристической 

функции случайных объемов потребления распределенных по закону B(x), 

можно вычислить только численно, что может требовать больших вычисли-

тельных мощностей. В силу того, что мощность персонального компьютера яв-
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ляется ограниченной, то применение методов явной и неявной аппроксимаций, 

описанных в предыдущей главе, является обоснованным. 

Рассмотрим некоторые частные случаи функций распределения B(x). 

 

3.2 Случай фазового распределения объемов потребления 

 

Рассмотрим случай фазового распределения B(x) объемов потребления, а 

именно гиперэкспоненциальное распределение m-го порядка с функцией плот-

ности 

1

( ) n

m
x

n n
n

b x b e




  , 

тогда характеристическая функция имеет вид 

10 0

( ) n

m
xjux jux

n n
n

e b x dx e b e dx
 





     

( )

1 10 ( )
n

m m
ju x n n

n n
n n n

b
b e dx

ju




 


  

 
  . 

Из последнего равенства получим 

2 2 2
* 1

1

1 1 1
1

/ ( )

( )

/ ( )

m

n n n
juSn

m

n n n
n

ju b ju
C

P u e
ju

ju b ju





      


 

      





,  

Следовательно, можно определить частичное решение P1(s) в явном виде 

( )2 2 2
1

1

1 1 1
1

/ ( )

( )
2

/ ( )

m

ju s Sn n n
n
m

n n n
n

ju b ju
C e

P u du
ju

ju b ju

 






      


  

      






. 

В качестве примера рассмотрим двухфазное гиперэкспоненциальное рас-

пределение, тогда 

1 1 2 2

1 20

( )
( ) ( )

jux b b
e b x dx

ju ju

  
 

 
   

и 
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 
 

( )
2 2 2 1 1 1 2 2 2

1
1 1 1 1 1 1 2 2 2

/ ( ) / ( )
( )

2 / ( ) / ( )

ju s Sju b ju b juC e
P u du

ju b ju b ju ju

 



         
 

            
  

   
   

( )
2 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1

1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 1

( )( ) ( ) ( )

2 ( )( ) ( ) ( )

ju s Sju ju ju b ju b juC e
du

ju ju ju b ju b ju ju

 



           


              


 

Для следующего набора параметров  

  S = 40, ν = 1, λ1 = 0,8 и λ2 = 1,2, b1=0,4 и b2=0,6, μ1=0,8 и μ2=1,2  

найдем распределение вероятностей значений процесса s(t) при двухфазных ги-

перэкспоненциальных объемах потребления, которое представлено на рисунке 

13. 
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Рисунок 13 – Плотность распределения вероятностей значений процесса s(t), 

полученная на основе метода преобразования Фурье при двухфазном  

гиперэкпоненциальном распределении объемов потребления 

 

3.3 Случай гамма-распределения объемов потребления 

 

Рассмотрим распределение B(x) объемов потребления не являющееся фа-

зовым. В качестве такового возьмем гамма-распределение с параметрами α и β. 

Плотность гамма-распределения имеет вид 

1( )
( )

xb x x e


 

 

. 
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Характеристическая функция гамма-распределения определена следую-

щим выражением 

0

( ) 1jux ju
e b x dx


 

  
 

 , 

тогда частичное решение при гамма-распределенных объемах потребления бу-

дет иметь следующий вид 

 

 

2 2 2*
1

1 1 1

1 /
( )

1 /

juSju ju C
P u e

juju ju
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      


       
. 

 

 

( )
2 2 2

1

1 1 1

1 /
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2 1 /

ju s Sju juC e
P u du

juju ju

  




      


        
  

Рассмотрим численные результаты. 

В качестве примера рассмотрим гамма-распределение объемов потребле-

ния с параметром масштаба α = β = 3. 

Для следующего набора параметров  

  S = 40, ν = 1, λ1 = 0,8 и λ2 = 1,2  

Найдем распределение вероятностей значений процесса s(t) при двухфазных 

гиперэкспоненциальных объемах потребления, которое представлено на рисун-

ке 14. 
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Рисунок 14 – Плотность распределения вероятностей значений процесса s(t), 

полученная на основе метода преобразования Фурье при гамма-распределении 

объемов потребления 

 

Таким образом, с помощью модифицированного метода преобразования 

Фурье численно удается найти решение интегро-дифференциального уравнения 

(4) с кусочно-постоянными коэффициентами при гамма-распределении объе-

мов потребления, а также для любого распределения для которого существует 

характеристическая функция. 

 

3.4 Случай логнормального распределения объемов потребления 

 

Рассмотрим одно из наиболее неудобных распределений – логнормальное 

распределение B(x) объемов потребления с логарифмическими математическим 

ожиданием μ и дисперсией σ
2
 

2
ln( )

exp / 2

( )
2

x

b x
x

   
     


 

. 

Для данного распределения функцию распределения можно записать 

только в виде следующего ряда  
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00 0
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jux

n

x
jux

iu
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nx

    



   
     

 
 

  , 

что затрудняет получение результатов, однако, данный интеграл вычисляется 

численно. 

Рассмотрим численные результаты. 

В качестве примера рассмотрим логнормальное распределение объемов 

потребления с параметрами μ= − σ
2
/2= – 0,199. 

Для следующего набора параметров  

  S = 40, ν = 1, λ1 = 0,8 и λ2 = 1,2  

найдем распределение вероятностей значений процесса s(t) при двухфазных ги-

перэкспоненциальных объемах потребления, которое представлено на рисунке 

15. 
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Рисунок 15 – Плотность распределения вероятностей значений процесса s(t), 

полученная на основе метода преобразования Фурье при логнормальном  

распределении объемов потребления 

 

Таким образом, численное решение основного уравнения (4) возможно для 

произвольной функции распределения B(x) объемов потребления. 
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3.5 Выводы по Главе 3 

 

В данной главе рассматривается математическая модель, описанная в гла-

ве 1 в наиболее общем случае, а именно при произвольном распределении B(x) 

объемов потребления. 

В силу того, что частичное решение основного уравнения (4) при s > S 

найдено в явном виде в главе 1, то применяя предложенный в данной главе мо-

дифицированный метод преобразования Фурье к решению интегро-

дифференциального уравнения с кусочно-постоянными коэффициентами уда-

лось найти частичное решение основного уравнения (4) при s < S. 

Таким образом, численное решение основного уравнения (4) возможно 

для произвольной функции распределения B(x) объемов потребления. 

Однако на основе численных экспериментов было обнаружено, что при-

менение данного метода, несмотря на его универсальность, ограничено, по-

скольку, частичное решение основного уравнения при s < S записывается как 

обратное преобразование Фурье от сложной функции, вычисление которого на 

персональном компьютере возможно только при ограниченном наборе пара-

метров, поэтому в таких случаях оправдано применение методов аппроксима-

ций, разработанных в главе 2 данной диссертации. 

Результаты данной главы опубликованы в работах [29, 30, 87, 90]. 
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Глава 4 Комплекс проблемно-ориентированных программ для  

исследования стохастических моделей систем релейного управления  

ресурсами и численный анализ результатов 

 

 

В данной главе приведено описание комплекса проблемно-

ориентированных программ и алгоритмов для исследования представленных в 

диссертации стохастических моделей систем управления запасами с релейным 

управлением, а также численный анализ полученных результатов. В состав 

комплекса входят: 

1. Программы для численной реализации результатов исследований сто-

хастических моделей систем релейного управления запасами и кусочно-

постоянными скоростью поступления и интенсивностью случайного потока по-

требления при фазовых распределениях объемов потреблений, полученных 

точно. 

2. Программы для численной реализации результатов исследований сто-

хастических моделей систем релейного управления запасами с постоянной ско-

ростью поступления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока 

потребления при произвольном распределении объемов потреблений, получен-

ных методами аппроксимаций. 

3. Программы для численной реализации результатов исследований сто-

хастических моделей систем релейного управления запасами с кусочно-

постоянными скоростью поступления и интенсивностью случайного потока по-

требления при произвольном распределении объемов потреблений, полученных 

модифицированным методом преобразования Фурье. 

4. Программа для имитационного моделирования динамической стоха-

стических моделей систем релейного управления запасами с постоянной скоро-

стью поступления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока 

потребления. 
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4.1 Программы численной реализации стохастических моделей  

систем релейного управления ресурсами с постоянной скоростью  

поступления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока 

потребления при фазовых распределениях его объемов 

 

4.1.1 Стохастические модели систем релейного управления ресурсами 

с постоянной скоростью поступления и кусочно-постоянной  

интенсивностью случайного потока потребления при  

гиперэкспоненциальном распределении его объемов 

 

Данная программа предназначена для численной реализации стохастиче-

ских моделей систем управления запасами с постоянной скоростью поступле-

ния и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления и 

гиперэкспоненциальным распределением его объемов (глава 2). 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- число m фаз гиперэкспоненциального распределения, иcходя из которо-

го автоматически рассчитываются параметры гиперэкспоненциального распре-

деления bk и μk таким образом, чтобы среднее значение b функции распределе-

ния B(x) было равно 1; 

 - интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

Ниже в таблицах 12 и 13 приведены элементы программы численной реа-

лизации стохастической модели системы релейного управления запасами с по-

стоянным поступлением, релейным управлением интенсивностью случайного 

потока потребления и гиперэкспоненциальным распределением его объемов. 
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Таблица 12 − Задание исходных параметров 

m 5  

– число m фаз гиперэкспоненциального распреде-

ления; 

1 0.8  

2 1.2  

– интенсивности случайного потока потребления; 

S 40  
– пороговое значение S; 

 

По заданным значениям параметров, и рассчитанным значениям bk и μk, 

k = 1,2…m, вычисляются корни γ и zk, k = 1,2…m, уравнений (10) и (19) соответ-

ственно, значения константы C и параметров xk, k = 1,2…m, определяющих ре-

шение P(s) основного уравнения (4). Далее строится график определяющих ре-

шения P(s) основного уравнения (4), то есть распределения вероятностей зна-

чений объемов накопленных запасов в системе в стационарном режиме. 

 

Таблица 13 − Блок расчета характеристик стационарной плотности  

распределения вероятностей процесса s(t) при гиперэкспоненциальных  

объемах потребления 

1. Расчет параметров гиперэкспоненциального распределения bk и μk 

n m 1  
k 0 n  

b1
k

n k 1

k 1


 
E

k
1
 

b b1 b1 E( )
1

  
1

k
k 1

 

 1

0

n



b


1

















 
 

 


T

0.747 1.494 2.241 2.988 3.735( )  
 

b
T

0.575 0.23 0.115 0.057 0.023( )  
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Продолжение таблицы 13 

2. Вычисление корней γ и zk, k = 1,2…m

 
f2 x( ) 2

0

n



b








x















 x 2

 
 root f2 x( ) x 0.01 1( )  

f1 x( ) 1

0

n



b








x















 x 1

 

 10
6

  
z
k

root f1 x( ) x 
k 1

 
k

 
 

z
0

root f1 x( ) x  
0

 
 

 0.173  
 

 

 

 

 

z
T

0.169 1.378 2.18 2.956 3.721( )  

3. Вычисление параметров xk  
 0 n  
k 0 n  

A
k 

1


k

z





 

H
k

2


k




 

x A
1

H  

A

1.384

0.604

0.386

0.284

0.224

1.268

6.898

0.927

0.497

0.339

0.558

1.165

13.225

0.991

0.515

0.362

0.547

1.119

25.041

1.027

0.269

0.359

0.54

1.091

59.249



















 

H
T

1.304 0.72 0.497 0.38 0.307( )  

x
T

0.966 0.021 0.008 0.004 0.001( )  

4. Вычисление константы C 

R1
2 1 1

2 1( ) 1


 
R2 1 R1  
C  R2  

R2 0.5  
C 0.087  

4. Функция P(s) 

P1 s( ) C

0

n

k

x
k

e
zk s S( )












 

P2 s( ) C e
 s S( )

  
 

P s( ) if s S P1 s( ) P2 s( )( )  
 

0 20 40 60 80
0

0.02

0.04

0.06

0.08

P s( )

s  
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4.1.2 Стохастическая модель системы релейного управления  

ресурсами с постоянной скоростью поступления и кусочно-постоянной  

интенсивностью случайного потока потребления при эрланговском  

распределении его объемов 

 

Данная программа предназначена для численной реализации стохастиче-

ской модели системы релейного управления запасами с постоянной скоростью 

поступления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока по-

требления при эрланговском распределением его объемов (глава 2). 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- число m фаз эрланговского распределения, иcходя из которого автома-

тически фиксируется параметр μ = m, чтобы среднее значение b функции рас-

пределения B(x) было равно 1; 

 - интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

Ниже Таблицах 14 и 15 приведены элементы программы численной реа-

лизации динамической модели Крамера-Лундберга с постоянным поступлени-

ем, релейным управлением интенсивностью случайного потока потребления и 

распределением Эрланга его объемов. 

 

Таблица 14 − Задание исходных параметров 

m 5  
– число m фаз распределения Эрланга; 

1 0.8  

2 2  

– интенсивности случайного потока потребления; 

S 40  
– пороговое значение S; 
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По заданным значениям параметров, и рассчитанным значениям bk и μk, 

k = 1,2…m, вычисляются корни γ и zk, k = 1,2…m, уравнений (10) и (26) соответ-

ственно, значения константы C и параметров xk, k = 1,2…m, определяющих ре-

шение P(s) основного уравнения (4). Далее строится график определяющих ре-

шения P(s) основного уравнения (4), то есть распределения вероятностей зна-

чений объемов накопленных запасов в системе в стационарном режиме. 

 

Таблица 15 − Блок расчета характеристик стационарной плотности  

распределения вероятностей процесса s(t) при гиперэкспоненциальных  

объемах потребления 

1. Расчет параметра распределения μ 

 m   5  

2. Вычисление корней γ и zk, k = 1,2…m

 
f2 x( ) 2



 x









m

 x 2

 
 root f2 x( ) x 1 2( )  

f1 x( ) 1


 x









m

 x 1

 
n 0 m 1  

v
n

( )
m n 1 m

n m n 1( )


1

n 1

m

m n












 
v

m
1
 

z polyroots v( )  
 

 1.432  

z

0.350

4.335 3.265i

4.335 3.265i

7.590 1.726i

7.590 1.726i



















 
 

 

3. Вычисление параметров xk 

 0 m 1  

A
n 

1

2

 

 z












m n



 
E1

n
1
 

x A
1

E1  

 

A

2.03

1.47

1.06

0.77

0.55

9.05 5.75i

3.86 4.00i

1.63 2.37i

1.37 0.58i

0.15 0.76i

9.05 5.75i

3.86 4.00i

1.63 2.37i

1.37 0.58i

0.15 0.76i

14.78 3.04i

5.14 5.19i

0.68 3.47i

0.66 1.58i

0.69 0.46i

14.78 3.04i

5.14 5.19i

0.68 3.47i

0.66 1.58i

0.69 0.46i



















 

x

1.244 0.000i

0.042 0.122i

0.042 0.122i

0.080 0.033i

0.080 0.033i



















 

 



97 

Продолжение таблицы 15 

4. Вычисление константы C 

R1
2 1 1

2 1( ) 1


 
R2 1 R1  
C  R2  

R2 0.5  
C 0.239  
 

4. Функция P(s) 

P1 s( ) C

0

m 1

k

x
k

e
zk s S( )












 

P2 s( ) C e
 s S( )

  
P s( ) if s S P1 s( ) P2 s( )( )  
 

20 30 40
0

0.1

0.2

P s( )

s  
 

 

 

4.1.3 Стохастическая модель системы релейного управления  

ресурсами с постоянной скоростью поступления и кусочно-постоянной  

интенсивностью случайного потока потребления при PH-распределении 

его объемов 

 

Данная программа предназначена для численной реализации стохастиче-

ской модели системы релейного управления запасами с постоянной скоростью 

поступления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока по-

требления при PH-распределением его объемов (глава 2). 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- вектор вероятностей β; 

- субгенератор цепи Маркова G1, на основе которого рассчитывается 

субгенератор цепи Маркова G удовлетворяющий условию: среднее значение 

функции распределения b(x) равно 1; 
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- интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

По заданным вектору β и субгенератору цепи Маркова G1 вычисляется 

субгенератор цепи Маркова G, такой что среднее значение b функции распре-

деления B(x) было равно 1. 

Ниже Таблицах 16 и 17 приведены элементы программы численной реа-

лизации стохастической системы релейного управления запасами с постоянным 

поступлением, релейным управлением интенсивностью случайного потока по-

требления и PH-распределением его объемов. 

 

Таблица 16 − Задание исходных параметров 


1

6

1

2

1

3











 

G1

1

2

1

8

1

2

1

3

1

3

1

4

1

10

1

6

5

6





















 

– вектор вероятностей β и субгенератор цепи Мар-

кова G1; 

1 0.8  

2 1.2  

– интенсивности случайного потока потребления; 

S 10  
– пороговое значение S; 

 

Далее вычисляются корни γ и zk, k = 1,2…m, уравнений (10) и (41) соот-

ветственно, значения константы C и параметров xk, k = 1,2…m, определяющих 

решение P(s) основного уравнения (4). Далее строится график определяющих 

решения P(s) основного уравнения (4), то есть распределения вероятностей 

значений объемов накопленных запасов в системе в стационарном режиме. 
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Таблица 17 − Блок расчета характеристик стационарной плотности  

распределения вероятностей процесса s(t) при гиперэкспоненциальных объемах 

потребления 

1. Расчет субгенератора цепи Маркова G удовлетворяющего условию: сред-

нее значение функции распределения b(x) равно 1 

E

1

1

1













 

d  G1
1

 E  
G d G1  
 

G

8.871

2.218

8.871

5.914

5.914

4.435

1.774

2.957

14.784













 
 G

1
E 1  

2. Вычисление корней γ и zk, k = 1,2…m

 

I

1

0

0

0

1

0

0

0

1













 
f2 x( ) 2  G x I( )

1
 G E x 2  

 root f2 x( ) x 0.01 1( )
 

f1 x( ) 1  G x I( )
1

 G E x 1  
z
0

root f1 x( ) x 0.01 0.4( )
 

z
1

root f1 x( ) x 11 12.42( )
 

z
2

root f1 x( ) x 16.15 16.152( )
 

 0.199  
 

 

 

 

 
z
0

0.199
 

z
1

12.418
 

z
2

16.151
 

 

3. Вычисление параметров xk 

 0 2  

A
 

1 G z


I 
1

 G E
 

H 2 G  I( )
1

 G E  

x A
1

H  
 

A

0.997

1.004

0.993

75.996

84.092

127.795

1.094

25.879

90.218













 

H

1.003

0.996

1.007













 

x

1

8.014 10
5



4.525 10
5

















 
 

4. Вычисление константы C 

R1
2 1 1

2 1( ) 1


 
R2 1 R1  
C  R2  

R2 0.5  
C 0.1  
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Продолжение таблицы 17 

5. Функция P(s) 

P1 s( ) C

0

2



x


e
z s S( )






















 

P2 s( ) C e
 s S( )

  
P s( ) if s S P1 s( ) P2 s( )( )  
 

0 20 40 60 80
0

0.05

0.1

P s( )

s  
 

 

4.2 Программы для исследования стохастических моделей систем 

 релейного управления ресурсами с постоянной скоростью поступления и 

кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления при 

произвольном распределении его объемов методом неявной  

аппроксимации 

 

4.2.1 Реализация метода неявной аппроксимации для  

гамма-распределения объемов потребления 

 

Данная программа предназначена для исследования стохастической мо-

дели системы релейного управления запасами с постоянной скоростью поступ-

ления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления 

при гамма-распределении его объемов методом неявной аппроксимации (глава 

2). 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- параметр формы α, при этом для удобства полагается, что параметр 

масштаба β = α, чтобы среднее значение b функции распределения B(x) было 

равно 1; 
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- интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

Ниже в таблицах 18-20 приведены элементы программы численной реа-

лизации метода неявной аппроксимации решения интегро-дифференциального 

уравнения Колмогорова для стационарной плотности распределения вероятно-

стей значений накопленного объема в стохастической модели системы релей-

ного управления запасами с постоянной скоростью поступления и кусочно-

постоянной интенсивностью случайного потока потребления при  

гамма-распределении его объемов. 

 

Таблица 18 − Задание исходных параметров 

 1.2  

   

– параметр формы α; 

1 0.3  

 

2 1.2  

– интенсивности случайного потока потребления; 

S 10  
 

– пороговое значение S; 

 

На основе введенных данных производится расчет первых трех моментов 

функции распределения B(x), на основе которых реализуется метод  

R-аппроксимации функции распределения B(x), описанный во второй главе, 

строятся графики функции распределения B(x) и R(x), при этом для оценки ка-

чества аппроксимации вычисляется расстояние Колмогорова между B(x) и R(x). 

 

 

 

 



102 

Таблица 19 − Реализация метода R-аппроксимации 

1. Расчет первых трех моментов гамма-распределения 

a1





 

a2
  1( )


2



 

a3
  1( )  2( )


3



 

 

a1 1  

a2 1.833  

a3 4.889  

 

2. Нахождение параметров аппроксимирующей функции R(x) 

u
3 a1 a2 a3

3 2 a1
2

 a2 


 

v
3 a2

2
 2a1 a3

6 2 a1
2

 a2 


 

x
1

2
u u

2
4 v 

 

y
1

2
u u

2
4 v 

 

m1
1

x


 

m2
1

y


 

q
a1 y

x y


 

m1 1.147  

m2 2.853  

q 1.246  

2. R-аппроксимации функции B(x) функцией R(x) 

R x( ) q 1 e
m1 x

  1 q( ) 1 e
m2 x

   

B x( ) pgamma  x ( )  

 

0 10 20 30 40
0

0.5

1

R x( )

B x( )

x  

 

Далее реализуется этап непосредственно неявной аппроксимации, рас-

считываются параметры функции аппроксимирующей решение P(s) основного 

уравнения (4), строится график и таблица значений аппроксимирующей функ-

ции. 
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Таблица 20 − Реализация метода неявной аппроксимации 

1. Нахождение параметров аппроксимирующей функции PR(s) 

z1
1

2
m1 m2 1 m1 m2 1( )

2
4m1 m2 1 1 b( )







 

z2
1

2
m1 m2 1( ) m1 m2 1( )

2
4m1 m2 1 1 b( )







 


1

2
m1 m2 2( ) m1 m2 2( )

2
4m1 m2 1 2 b( )







 

z1 2.914  

z2 0.786  

 0.217  

 

2. Нахождение параметров аппроксимирующей функции PR(s) 

A

1

z1 m1

1

z1 m2

1

z1

1

z2 m1

1

z2 m2

1

z2

1

 m1

1

 m2









1























 

A

0.566

16.404

0.343

2.77

0.484

1.272

0.733

0.326

4.609













 

 

M A
3 1

2

1


A
2 3

A
1 2

 A
1 3

A
2 2



A
2 1

A
1 2

 A
1 1

A
2 2


 A

3 2

2

1


A
1 3

A
2 1

 A
1 1

A
2 3



A
2 1

A
1 2

 A
1 1

A
2 2


 A

3 3














 

C1
2

1

1

M


A
2 3

A
1 2

 A
1 3

A
2 2



A
2 1

A
1 2

 A
1 1

A
2 2




 

C2
1

M

2

1


A
1 3

A
2 1

 A
1 1

A
2 3



A
2 1

A
1 2

 A
1 1

A
2 2




 

C3
1

M


 

 

C1 8.185 10
3

  

C2 0.177  

C3 0.169  

 

4. Аппроксимирующая функция PR(s) 

p s( ) C
1

e
z1 s( )

 C
2

e
z2 s( )

 s Sif

C
3

e
 s( )

 s Sif



 
 

0 10 20 30 40
0

0.05

0.1

0.15

0.2

p s( )

s  

 

Для оценки качества аппроксимации полученные данные сравниваются с 

данными имитационного моделирования. 
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4.2.2 Реализация метода неявной аппроксимации для  

логнормального распределения объемов потребления 

 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- Параметр z, имеющий смысл z = 
2

e , логарифмическое среднее μ выби-

рается автоматически так, чтобы среднее значение b функции распределения 

B(x) было равно 1. 

- интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

Далее реализуется метод неявной аппроксимации, аналогично предыду-

щему параграфу. 

 

4.3 Программы для исследования стохастических моделей систем 

 релейного управления ресурсами с постоянной скоростью поступления и 

кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления 

методом явной аппроксимации при эрланговском, гамма и логнормальном 

распределениях объемов потребления 

 

Данные программы предназначены для исследования стохастической мо-

дели системы релейного управления запасами с постоянной скоростью поступ-

ления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления 

при эрланговском, гамма и логнормальном распределениях его объемов мето-

дом явной аппроксимации (глава 2). 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- число m фаз эрланговского распределения, иcходя из которого автома-

тически фиксируется параметр μ =m, чтобы среднее значение b функции рас-
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пределения B(x) было равно 1; параметр формы α = β гамма-распределения; па-

раметр z = 
2

e  логнормального распределения; 

 - интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

На основе введенных данных производится расчет первых пяти моментов 

функции распределения B(x), необходимых для реализации аппроксимаций 

третьего, четвертого и пятого порядков. Далее строится аппроксимация реше-

ния основного уравнения (4), описанная во второй главе, строятся графики 

функции распределения, полученных на основе аппроксимаций третьего, чет-

вертого и пятого порядков, при этом для оценки качества аппроксимации вы-

числяется расстояние Колмогорова между полученными данными и данными 

имитационного моделирования. 

 

4.3.1 Реализация метода явной аппроксимации для  

гамма-распределения объемов потребления 

 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- параметр формы α, при этом для удобства полагается, что параметр 

масштаба β = α, чтобы среднее значение b функции распределения B(x) было 

равно 1; 

- интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

Ниже в таблицах 21-23 приведены элементы программы численной реа-

лизации метода явной аппроксимации решения интегро-дифференциального 

уравнения Колмогорова для стационарной плотности распределения вероятно-
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стей значений накопленного объема в стохастической модели системы релей-

ного управления запасами с постоянной скоростью поступления и кусочно-

постоянной интенсивностью случайного потока потребления при  

гамма-распределении его объемов. 

 

Таблица 21 – Задание исходных параметров 

 1.2  

   

– Параметр формы α; 

1 0.8  

2 1.2  

– интенсивности случайного потока потребления; 

S 10  
– пороговое значение S; 

 

Далее используется метод моментов для аппроксимации функции P1(x). В 

данной работе был разработан численный алгоритм, реализованный в виде про-

граммы, блоки которой представлены в таблице 22. 

 

Таблица 22 – Реализация метода моментов 

1. Определение моментов функции B(x) 

b
1






 

b
2

  1( )


2



 

b
3

  1( )  2( )


3



 

b
4

  1( )  2( )  3( )


4



 

b
5

  1( )  2( )  3( )  4( )


5



 

b
1

1
 

b
2

1.333
 

b
3

2.222
 

b
4

4.444
 

b
5

10.37
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Продолжение таблицы 22 

2. Нахождение параметров функции P2(s) 

f x( ) 2 x 2 BL x( )  

 root f x( ) x 10
3

 1   

R1
2 b1 1

2 1( ) b1


 

R2 1 R1  

C  R2  

 0.291  

R1 0.5  

R2 0.5  

C 0.146  

 

3. Моменты функции P1(s) 

a
0

R1
 

a
0

0.5
 

k 1 4  

D C 2 b
1

 1 
 

a
k

D k 1( )

0

k 1

n

k 1( ) 1( )
k 1 n

 b
k 1 n



n k 1 n( )


k 1
1 a

n
 2 C n 

k n























k 1

k 1( ) 1 1 b
1

 



 

a

0.5

1.615

10.381

100.029

1.285 10
3





















 

 

Далее осуществим аппроксимацию третьего порядка. Блоки программы 

представлены в таблице 23. 
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Таблица 23 – Реализация метода явной аппроксимации третьего порядка 

1. Вычисление параметров аппроксимирующей функции 

f1 a
0

C
1


 

f2 a
1

 C
1


 

f3

a
2

2 C


 

u
f3 f1 f2

f2 f1
2





 

v
f1 f3 f2

2


f2 f1
2





 

z1
u u

2
4 v

2 v


 

z2
u u

2
4 v

2 v


 

q 0.5 1
u 2 f1

u
2

4 v












 

C1 C q  

C2 C 1 q( )  

 

f1 3.436  

f2 11.101  

f3 35.67  

u 3.503  

v 0.934  

z1 0.311  

z2 3.437  

q 1.077  

C1 0.157  

C2 0.011  

 

 

2. Построение аппроксимирующей функции P(s) 

P1approx x( ) C1 e
z1 x

 C2 e
z2 x

  

P2 s( ) C e
 s S( )

  

Papprox s( ) if s S P1approx s S( ) P2 s( )( )  

 

 

 

10 0 10 20 30
0

0.05

0.1

Papprox s( )

s  
 

 

Аналогичным образом определяются аппроксимации четвертого и пятого 

порядков. 
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4.3.2 Реализация метода явной аппроксимации для логнормального 

распределения объемов потребления 

 

Для начала работы программы необходимо задать следующие параметры: 

- Параметр z, имеющий смысл z = 
2

e , логарифмическое среднее μ выби-

рается автоматически так, чтобы среднее значение b функции распределения 

B(x) было равно 1. 

- интенсивности случайного потока потребления 1 и 2, удовлетворяю-

щие условию существования стационарного режима 1b < 1 < 2b, поскольку b 

= 1, то параметры задаются из условия 1 < 1 < 2; 

- пороговое значение S. 

Далее реализуется метод явной аппроксимации, аналогично предыдуще-

му параграфу. 

 

4.4 Имитационное моделирование стохастической модели системы 

релейного управления ресурсами с постоянной скоростью поступления и 

кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления при 

различных распределениях его объемов 

 

В данном параграфе описывается имитационное моделирование стоха-

стической модели системы релейного управления запасами с постоянной ско-

ростью поступления и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока 

потребления. 

Ставятся следующие задачи 

- построение реализаций случайного процесса (уровня накопленных запа-

сов в системе в стационарном режиме) методом имитационного моделирова-

ния, 

- исследование характеристик реализаций, полученных методом имита-

ционного моделирования, 
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- сравнение полученных в главе 2 результатов, полученных на основе ме-

тода аппроксимации с результатами, полученными на основе имитационного 

моделирования, 

- оценка применимости методов аппроксимаций. 

 

4.4.1. Математическая модель 

 

Рассмотрим водохранилище промышленного предприятия. Будем счи-

тать, что в начале рассматриваемого периода водохранилище пусто. При этом с 

начала отсчета в систему начинает поступать вода с непрерывной скоростью ν в 

единицу времени. Для удобства будем рассматривать случай ν = 1. В водохра-

нилище в моменты времени, соответствующие пуассоновскому потоку с кусоч-

но-постоянной интенсивностью λ(s), поступают запросы на потребление воды в 

случайном объеме, распределенном по закону B(x). Кусочно-постоянная интен-

сивность λ(s) зависит от значений процесса s(t) = s – объема накопленной воды 

в водохранилище следующим образом  

1

2

, ,
( )

, .

s S
s

s S

 
  

 
 

Рассматриваемый случайный процесс s(t) является марковским с непре-

рывным временем t и непрерывным множеством значений − ∞< s < ∞. 

При этих условиях процесс s(t) описывается интегро-дифференциальным 

уравнение Колмогорова с кусочно-постоянными коэффициентами для стацио-

нарной плотности распределения вероятностей данного процесса 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P s s P s s x P s x dB x


       , 

решение P(s) которого удовлетворяет краевым условиям  

( ) ( ) 0P P    .  

 В главе 2 получены следующие результаты: 
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1) В параграфе 2.3 данной диссертации описывается оригинальный метод 

неявной аппроксимации решения интегро-дифференциального уравнения (45), 

основанный на R-аппроксимации функции распределения B(x).  

2) В параграфе 2.5 изложен метод явной аппроксимации решения инте-

гро-дифференциального уравнения (45) третьего, четвертого и пятого порядков.  

В параграфе 4.4.2 приводится описание имитационного моделирования 

процесса s(t), на основе которого получены реализации этого процесса, исполь-

зуемые для проверки полученных в главе 2 результатов методов аппроксима-

ций. 

 

4.4.2. Имитационная модель  

 

Рассматривается случайный процесс s(t) – объем ресурса, накопленного в 

системе к моменту времени t. Будем осуществлять имитационное моделирова-

ние этого процесса на основе дискретно-событийного подхода. Для этого необ-

ходимо выполнить следующие действия: 

1) задать входящий поток ресурса, 

2) задать интенсивность выходящего потока ресурса, 

3) сгенерировать выходящий поток ресурса, 

4) сгенерировать величину каждого запроса на ресурс. 

Моделирование входящего потока заключается в том, что фиксируется 

скорость ν, то есть объем поступающего ресурса в единицу времени. 

Интенсивность случайного потока потребления задается исходя из усло-

вия существования стационарного режима 

1 2b b     ,  

Моделирование выходящего потока сводится к нахождению последова-

тельности случайных моментов времени jt  поступления запросов на потребле-

ние ресурса. Для пуассоновского потока событий с кусочно-постоянной интен-

сивностью λ(s), длины интервалов между наступлением его событий 
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1 1 0 2 2 1 1, ,..., j j jt t t t t t          ,…, являются независимыми случайными ве-

личинами с экспоненциальной функцией распределения с кусочно-постоянным 

параметром λ(s).  

Моделирование значений экспоненциально распределенной случайной 

величины   производится встроенной функцией-генератором случайных чисел. 

После того, как построена последовательность jt  моментов наступления 

событий, а именно моментов прихода заявки на потребление, генерируется 

случайная величина ξ запроса на потребление ресурса с функцией распределе-

ния B(x).  

В данном случае значение случайной величины ξ j генерируется с помо-

щью встроенных в Mathcad 14.0 функций или метода обратной функции. 

Графические иллюстрации процесса s(t) при ν = 1, λ1 = 0,8 и λ2 = 1,2 при-

ведены при различных распределениях объемов потребления на рисунках 16-

18.  

 

 

Рисунок 16 – Реализация процесса s(t) при равномерно распределенных  

на интервале [0,1] объемах потребления и S = 20 
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Рисунок 17 – Реализация процесса s(t) при гамма-распределенных  

с параметрами α = β =1,5 объемах потребления и S = 30 

 

Рисунок 18 – Реализация процесса s(t) при логнормально распределенных  

с параметрами μ=−σ
2
/2, exp(σ

2
)=1,46 объемах потребления и S = 20 

 

Для построения эмпирической функции распределения вероятностей 

необходимо провести анализ полученных данных. 

 

4.4.3. Анализ данных 

 

В результате имитационного моделирования получена 1 реализация слу-

чайного процесса на 10
6
 событий выходящего потока.  
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В качестве данных о реализации имеем три массива значений, в первом – 

моменты поступления заявки на потребление, во втором – объем ресурса в си-

стеме до прихода запроса, в третьем – объем ресурса после исполнения запроса 

на потребление. 

Далее для построения гистограммы реализации случайного процесса ис-

следуется размах значений этого процесса R = max(si)- min(si), выбирается шаг 

h и в соответствие каждому интервалу длины [min(si), min(si)+h), [min(si)+h, 

min(si)+2h),…, [min(si)+kh, max(si)] ставится в соотвествие длительность пребы-

вания значений процесса в заданном интервале. 

На рисунках 19-21 ниже приведены примеры построения гистограмм для 

случайного процесса s(t) при двухфазном гиперэкспоненциальном распределе-

нии объемов потребления и следующем наборе параметров: ν = 1, S = 7, q = 0.8, 

μ1 = 1,1, μ2 = 0,8. 

 

 

Рисунок 19 – Гистограмма реализации случайного процесса s(t) при  

 λ1 = 0,8, λ2 = 1,2 
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Рисунок 20 – Гистограмма реализации случайного процесса s(t) при  

λ1 = 0,8, λ2 = 1,3 

 

 

Рисунок 21 – Гистограмма реализации случайного процесса s(t) при 

λ1 = 0,8, λ2 = 1,4 
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Рисунок 22– Гистограмма реализации случайного процесса s(t) при  

λ1 = 0,8, λ2 = 1,5 

 

Данные, представленные на гистограммах свидетельствуют о сильном 

влиянии интенсивности потребления на поведение процесса. 

Далее на основе гистограммы строится эмпирическая функция распреде-

ления. Приведем пример эмпирических функций распределения (рисунки 23-

24), построенных на основе имитационного моделирования при m-фазном рас-

пределении Эрланга объемов потребления и следующем наборе значений пара-

метров ν = 1, S = 0, μ = m, λ1 = 0,8, λ2 = 1,2. 

 

 

Рисунок 23 – Эмпирическая функция распределения, при 3-фазном  

распределении Эрланга объемов потребления и λ1 = 0,8, λ2 = 1,2 
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Рисунок 24 – Эмпирическая функция распределения, при 3-фазном  

распределении Эрланга объемов потребления и λ1 = 0,8, λ2 = 1,2 
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4.5 Выводы по Главе 4 

 

В настоящей главе был разработан комплекс программ для численной ре-

ализации результатов математического и имитационного моделирования стоха-

стической модели системы релейного управления запасами, а именно:  

1. Разработан комплекс программ для  

- численной реализации результатов исследования стохастической моде-

ли системы релейного управления запасами с постоянной скоростью поступле-

ния и кусочно-постоянной интенсивностью случайного потока потребления при 

фазовых распределениях объемов потребления; 

- реализации методов неявной и явной аппроксимаций решения основно-

го уравнения. 

2. Разработан комплекс программ, реализующих имитационное модели-

рование деятельности водохранилища в виде стохастической модели системы 

релейного управления запасами с постоянной скоростью поступления и кусоч-

но-постоянной интенсивностью случайного потока потребления. 

Была проведена оценка применимости аппроксимаций, полученных в 

диссертации, путем сравнения результатов, полученных на основе методов ап-

проксимаций и имитационного моделирования. 

Результаты данной главы опубликованы в работах [2, 27−30, 32, 33, 35, 

87−90]. 
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Заключение 

 

В данной диссертации построены и впервые исследованы модификации 

стохастических моделей систем релейного управления запасами с кусочно-

постоянными скоростью поступления и интенсивностью случайного потока по-

требления. Исследования проводились разработанными в диссертации метода-

ми характеристических чисел, неявной и явной аппроксимации, модифициро-

ванным методом преобразования Фурье. 

Основные результаты проведенного исследования заключаются в следу-

ющем: 

1. Предложены модификации стохастических моделей систем релейного 

управления ресурсами, основные отличия которых от существующих заключа-

ются в следующем: и скорость поступления ресурса и интенсивность случайно-

го потока потребления совместно представляют собой кусочно-постоянные 

функции с двумя значениями. 

2. Предложен метод характеристических чисел для решения интегро-

дифференциальных уравнений Колмогорова с m-фазными гиперэкспоненци-

альными, эрланговскими и PH-распределениями объемов потребления.  

3. Предложен метод неявной аппроксимации решения интегро-

дифференциального уравнения с кусочно-постоянными коэффициентами с 

двумя значениями, основанный на R-аппроксимации распределений объемов 

потребления. 

4. Предложен метод явной аппроксимации третьего, четвертого и пятого 

порядков решения интегро-дифференциального уравнения с кусочно-

постоянными коэффициентами с двумя значениями. 

5. Предложена модификация метода преобразования Фурье для исследо-

вания интегро-дифференциальных уравнений с кусочно-постоянными коэффи-

циентами с двумя значениями при произвольном распределении объемов по-

требления. 
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6. Приведены результаты применения разработанных методов к исследо-

ванию стохастических моделей релейного управления ресурсами. 

7. Разработан комплекс проблемно-ориентированных программ и алго-

ритмов для имитационного моделирования и численного анализа стохастиче-

ских моделей систем релейного управления запасами. 

Построенные математические модели систем управления ресурсами яв-

ляются достаточно общими, что позволяет решить различные прикладные зада-

чи в области управления запасами. Предложенные в работе методы можно 

применить при исследовании ряда более сложных математических моделей в 

областях управления запасами, теории массового обслуживания, актуарной ма-

тематики. Полученные результаты в перспективе будут использованы для 

дальнейшей разработки темы, а именно для исследования класса систем релей-

ного управления ресурсами с пуассоновскими потоками поступления и потреб-

ления с кусочно-постоянными интенсивностями. 
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