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Введение

Актуальность темы. Теории абелевых групп и их колец эндоморфизмов яв-
ляются быстро развивающимися разделами современной алгебры. Всё возраста-
ющий интерес к теории абелевых групп можно объяснить её тесной связью с дру-
гими математическими теориями: множествами, числами, векторными простран-
ствами, модулями, кольцами, алгебрами, категориями, топологическими прост-
ранствами. Поскольку теория абелевых групп является частью теории модулей,
то она использует её идеи и методы. В то же время она является одним из основ-
ных побудителей новых исследований в теории модулей.

К изучению теории абелевых групп можно подойти, исследуя три её части:
теорию периодических групп, теорию групп без кручения и теорию смешанных
групп. Так, для теории периодических абелевых групп была разработана глу-
бокая структурная теория, основы которой были заложены Э.П. Х. Прюфером,
Г.Ульмом и Л.Я. Куликовым. Наиболее значительными были работы Л.Я. Кули-
кова [36,37]. Также были описаны довольно широкие классы периодических групп
с помощью инвариантов [51, гл. XI, XII].

Работы Р.Бэра [71], Л. Я. Куликова [38–40] положили начало общей теории
групп без кручения. Исследования Л. С.Понтрягина [120], А. Г.Куроша [41],
А.И. Мальцева [42], Д. Дэрри [80] стали основой теории абелевых групп без кру-
чения конечного ранга. В то же время А. В. Яковлевым [62] было доказано, что
«хорошей» классификации групп без кручения конечного ранга вообще не суще-
ствует.

Смешанные абелевы группы образуют наиболее общий класс абелевых групп,
центральную роль в которых играют расщепляемые группы. С.В. Фомин [87]
и Р.Бэр [70] нашли критерий расщепляемости таких групп. Но, как отмечает
Л.Фукс [51]: «Хорошая классификация смешанных групп оказалась вне нашей
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досягаемости и, вероятно, останется таковой на некоторое время».
Истоки теории колец эндоморфизмов лежат в теории линейных преобразова-

ний векторных пространств. Теорию колец эндоморфизмов абелевых групп мож-
но рассматривать как часть теории абелевых групп, поскольку она даёт сведения
о самих группах, позволяет вводить новые классы групп и разрабатывать методы
их исследования. В то же время её можно рассматривать как ветвь теории колец
эндоморфизмов модулей и теории представления колец.

Классические результаты по теории абелевых групп изложены в книгах И. Кап-
ланского [107], А. Г.Куроша [41] и Л.Фукса [50, 51]. Дальнейшие результаты по
группам без кручения конечного ранга и их кольцам эндоморфизмов можно най-
ти в монографии Д.Арнольда [67]. Важным подклассом класса групп без кру-
чения конечного ранга является класс почти вполне разложимых групп (по-
чти вполне разложимой группой называется абелева группа X без кручения ко-
нечного ранга, которая содержит вполне разложимую подгруппу A такую, что
X/A является конечной группой). Этому классу групп посвящены монографии
А.Мадера [113], Е. А. Благовещенской [5] и статьи Е. А. Благовещенской [6, 7].
В статье [74] Е.И. Благовещенской были описаны с точностью до почти изо-
морфизма блочно-жесткие почти вполне разложимые группы кольцевого типа с
циклическим регуляторным фактором.

Другим интересным подклассом в классе групп без кручения является класс
Батлеровских групп [75], т. е. групп, которые являются эпиморфными образами
вполне разложимых групп конечного ранга. Эти группы исследовались многими
авторами и, в частности, в [68] было показано, что группы Батлера являются сер-
вантными подгруппами вполне разложимых групп (конечного ранга). В недавно
вышедшей монографии Л. Фукса [94] отражены все важные результаты, полу-
ченные по группам Батлера.

Одним из классов абелевых групп, интенсивно изучаемым в последнее время,
является класс факторно делимых групп (группа G называется факторно дели-
мой, если она не содержит периодических делимых подгрупп, но содержит такую
свободную подгруппу F конечного ранга, что G/F — периодическая делимая
группа). Этот класс абелевых групп, построенный У. Уиклессом и А. А. Фоми-
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ным, является обобщением факторно делимых групп без кручения конечного
ранга, введённых Р.А. Бьюмонтом и Р.С. Пирсом [72]. У. Уиклис и А. А. Фо-
мин [88] показали, что категории факторно делимых групп и групп без кручения
конечного ранга (с квазигомоморфизмами в качестве морфизмов) двойственны.
Факторно делимые группы изучались в работах [17, 48, 52, 53, 65, 66, 88, 90, 125].
Так, например, А. В. Царёвым в статье [53, предложение 5.1] был найден крите-
рий изоморфизма двух факторно делимых смешанных групп. Факторно делимые
группы ранга 1, выделенные А.А. Фоминым, были описаны О. И. Давыдовой [17].

Исследуя абелевы группы, во многих случаях полезно рассматривать их как
модули над подходящими кольцами. В работах А. А. Фомина [89], П. А.Крыло-
ва [28] и П.А. Крылова, Е. Г.Пахомовой, Е. И. Подберезиной [29] были независимо
определены кольца псевдорациональных чисел (подкольцо R =< 1, ⊕

p∈P
Ẑp >∗ в

кольце
∏
p∈P

Ẑp, сервантно порождённое идеалом ⊕
p∈P

Ẑp и единицей кольца, назы-

вается кольцом псевдорациональных чисел, где Ẑp — кольцо целых p-адических
чисел). Многие абелевы группы являются аддитивными группами модулей над
кольцом псевдорациональных чисел. К примерам таких групп относятся периоди-
ческие, делимые, алгебраически компактные и группы с π-регулярными кольца-
ми эндоморфизмов, смешанные группы, лежащие между суммой и произведением
своих p-компонент (sp-группы). В статье [28] П. А. Крылов использовал модули
над кольцом псевдорациональных чисел для изучения sp-групп. В работе С. В.
Чегляковой [55] описаны инъективные модули над кольцом псевдорациональных
чисел кохарактеристики (∞, ∞, . . .). В статьях А. В. Царёва [54] и Е.А. Тимо-
шенко [46] независимо описаны проективные модули над кольцом псевдорацио-
нальных чисел. А.В. Царёв [54] также описал плоские и образующие модули над
этим кольцом.

К важным результатам также можно отнести описание групп с помощью инва-
риантов. В статье С. Я. Гриншпона и М. М. Никольской [16] вводится понятие до-
пустимой последовательности инвариантов Ульма–Капланского для примарных
групп, с помощью которого получено описание IF -групп в некоторых классах
p-групп.

Важным этапом в развитии любой теории являются проблемы, решённые в
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ней. Отметим только некоторые из них, которые были решены в теории абелевых
групп в последнее время. Проблемы 67 и 68 [51], касающиеся возможных рангов
неразложимых слагаемых, а также их числа в различных прямых разложениях
одной и той же абелевой группы без кручения конечного ранга, были решены в
статьях Е. А. Благовещенской [3] и Е.А. Благовещенской, А. В. Яковлева [4]. Про-
блемы 17 и 43 [50] были решены П. А. Крыловым и А. Р.Чехловым [77].

Наиболее важные результаты по всем разделам теории абелевых групп и их
связям с кольцами эндоморфизмов, полученные в последнее время, отражены
в трудах П.А. Крылова, А.В. Михалёва, А. А.Туганбаева [31, 32, 109] и Л. Фук-
са [94]. Следует отметить монографию П. А.Крылова и А. А. Туганбаева [33], в
которой показаны как классические, так и последние достижения о модулях над
областями дискретного нормирования. Изложению теории арифметических, дис-
трибутивных и полудистрибутивных модулей и колец, а также модулей и колец
Безу над ассоциативными, но не обязательно коммутативными кольцами посвя-
щена монография А.А. Туганбаева [47].

Отметим также, что большой вклад в развитие теории абелевых групп и их
колец эндоморфизмов был внесён следующими российскими математиками:
И.Х. Беккером, Е. А. Благовещенской, С. Я. Гриншпоном, С. Ф.Кожуховым,
П.А. Крыловым, Л.Я. Куликовым, А.П. Мишиной, А. В.Михалёвым, А.М. Се-
бельдиным, Е. А. Тимошенко, А.А. Фоминым, А. В.Царёвым, А.Р.Чехловым,
А.В. Яковлевым и др. [91].

Заметим, что актуальность темы диссертации подтверждается рассмотренны-
ми в ней задачами, которые, в свою очередь, связаны с проблемами, сформули-
рованными в монографиях: [31,93], в трудах симпозиума [14], в статье [108].

Степень разработанности темы.

Во первом параграфе первой главы рассматривается один из вопросов, постав-
ленных в [31, проблема 16]: «Центры колец эндоморфизмов каких групп регуляр-
ны, самоинъективны?». Напомним, что кольцо R называется регулярным, если
для каждого элемента x ∈ R существует элемент y ∈ R такой, что xyx = x.

В теореме 1.1.9 описываются нередуцированные абелевы группы, имеющие ре-
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гулярный центр кольца эндоморфизмов. В теореме 1.1.10 рассматриваются неко-
торые необходимые и достаточные условия регулярности центра кольца эндо-
морфизмов редуцированной группы, что даёт некоторое решение данной задачи,
сформулированной в проблеме 16 [31].

В статье [108] поставлена проблема 7: «Описать редуцированные смешанные
абелевы группы, кольца эндоморфизмов которых регулярны».

Заметим, что основные исследования по изучению абелевых групп, имеющих
регулярное кольцо эндоморфизмов, связаны с работами K. Rangaswamy [121],
L. Fuchs и K.Rangaswamy [92], которые свели изучение таких групп к редуци-
рованным группам. В теореме 1.1.12 предлагаются некоторые необходимые и до-
статочные условия регулярности кольца эндоморфизмов редуцированной груп-
пы, что даёт некоторое решение проблемы 7.

Описание редуцированных групп конечного ранга без кручения, имеющих ре-
гулярное кольцо эндоморфизмов, было предложено S.Glaz и W.Wickless в рабо-
те [95].

Центр кольца эндоморфизмов абелевых групп, а также связанные вопросы изу-
чались в следующих работах. Так, в [27] описание центра кольца эндоморфизмов
расщепляющейся смешанной абелевой группы сводится к описанию некоторых
подколец центра кольца эндоморфизмов ее части без кручения. В [30] рассмат-
ривается строение аддитивной группы регулярного модуля. Здесь же изучаются
абелевы группы, являющиеся регулярными модулями над своими кольцами эндо-
морфизмов. В [35] доказывается регулярность кольца эндоморфизмов по радика-
лу самомалой sp-группы. В [1] содержатся как известные, так и новые результаты
о гомоморфизмах, близких к регулярным. В [58] изучаются абелевы группы с цен-
тральными идемпотентами, а в [61] — с перестановочными мономорфизмами.

В монографии [31] поставлена проблема 15: «Свести исследование смешанных
групп с нётеровыми справа, полупервичными или коммутативными кольцами эн-
доморфизмов к исследованию групп без кручения с соответствующими кольцами
эндоморфизмов». Во втором параграфе первой главы данная задача решается



8

для групп с коммутативным кольцом эндоморфизмов из некоторого класса K. В
то же время, как было показано в [58, пример 3], существуют смешанные груп-
пы, имеющие коммутативное кольцо эндоморфизмов и не принадлежащие классу
K. Заметим, что периодические, расщепляемые и некоторый класс смешанных
групп, имеющих коммутативные кольца эндоморфизмов, описаны в [123]. В [124]
рассматриваются произвольные смешанные абелевы группы с коммутативными
кольцами эндоморфизмов. В [59] и [140] описываются соответственно делимые и
нередуцированные абелевы группы с коммутативными кольцами эндоморфизмов.

В монографии [31] сформулирована проблема 16: «Центры колец эндоморфиз-
мов каких групп регулярны, самоинъективны?». В третьем параграфе первой
главы поставленная задача решается для абелевых групп с самоинъективным
центром кольца эндоморфизмов из некоторого класса S. Приводится пример абе-
левой группы, не принадлежащей классу S, с самоинъективным центром кольца
эндоморфизмов. Напомним, что кольцо R называется самоинъективным справа
(слева), если модуль RR (RR) инъективен. Кольцо R, самоинъективное справа и
слева, называется самоинъективным.

Заметим, что редуцированные абелевы группы, кольца эндоморфизмов кото-
рых самоинъективны справа, были описаны в [122]. Произвольные абелевы груп-
пы, кольца эндоморфизмов которых самоинъективны слева (справа), были ис-
следованы в [20]. Описание нередуцированных абелевых групп, кольца эндомор-
физмов которых самоинъективны справа, и произвольных абелевых групп, коль-
ца эндоморфизмов которых самоинъективны слева, было независимо получено
в [63]. В [20] и [63] было показано, что самоинъективность слева кольца эндомор-
физмов произвольной абелевой группы влечёт самоинъективность справа.

Термин «(вполне) транзитивность» был введен И. Капланским в [107] при ис-
следовании модулей над полным кольцом дискретного нормирования. Впервые
вполне транзитивные абелевы группы без кручения изучались в работе П. А. Кры-
лова [22] (он называл эти группы транзитивными). Определение (вполне) тран-
зитивной произвольной абелевой группы было введено Ю.Б. Добрусиным в [18].
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Он называл группу G (вполне) транзитивной, если для каждой пары элемен-
тов a, b ∈ G таких, что (H(a) ≤ H(b)) H(a) = H(b), следует существование
(φ ∈ E(G)) φ ∈ Aut(G), переводящего элемент a в элемент b. В дальнейшем было
показано, что группа G (вполне) транзитивна тогда и только тогда, когда её ре-
дуцированная часть обладает этим свойством. Описание (вполне) транзитивных
групп остается до сих пор нерешённой задачей, хотя исследования, связанные с
этими объектами, постоянно ведутся. Так, (вполне) транзитивные периодические
группы рассматривались в работах [76,78,79,86,97,98,104,105,110,115,116,118]; без
кручения — в [9, 23–26, 57, 82, 83, 101]; смешанные — в [10–12, 43, 84, 112]; (вполне)
транзитивные модули — в [85, 103]; слабо транзитивные группы без кручения —
в [96, 114]; эндотранзитивные группы, введённые в [19] для групп без кручения,
изучались также в [56,83,101]. Обзор результатов по вполне транзитивным груп-
пам и группам, близким к ним, можно найти в работе [2].

В четвёртом параграфе первой главы показываются некоторые связи меж-
ду этими понятиями, даются некоторые эквивалентные условия выполнимости
свойств для группы быть (вполне) транзитивной, эндотранзитивной или слабо
транзитивной.

В работе [78] A. Корнер рассматривает следующее понятие: пусть Φ — подколь-
цо с единицей кольца E(G) и H есть Φ-инвариантная подгруппа редуцированной
p-группы G, тогда он говорит, что Φ действует (вполне) транзитивно на H, если
для любых x, y ∈ H таких, что

(UG(x) ≤ UG(y)) UG(x) = UG(y),

следует существование (элемента φ ∈ Φ) обратимого элемента φ ∈ Φ такого,
что φ(x) = y. Допуская вольность речи, мы будем говорить, что подгруппа H
(вполне) транзитивна над Φ. Таким образом, G — (вполне) транзитивная группа
в смысле Капланского тогда и только тогда, когда E(G) действует (вполне) тран-
зитивно на G. В теореме 1.4.6 даются некоторые эквивалентные условия (вполне)
транзитивного действия кольца E(G) на произвольной редуцированной группе G.

В [31] ставится проблема 41 1): «Замкнут ли класс транзитивных [сильно од-
нородных] групп без кручения относительно взятия прямых слагаемых?». На-
помним, что однородные транзитивные группы без кручения называются сильно



10

однородными. В теореме 1.4.8 получены некоторые необходимые и достаточные
условия, при которых прямое слагаемое произвольной транзитивной группы бу-
дет транзитивной группой, что даёт некоторое продвижение в решении проблемы
41.

Понятие сепарабельной абелевой группы без кручения возникло в работе
Р.Бэра [71] как «локально» вполне разложимой. В [51] понятие, данное Р.Бэра,
было распространено на произвольные абелевы группы. Абелева группа A назы-
вается сепарабельной, если любую её конечную систему элементов {a1, . . . , an}
можно вложить во вполне разложимое прямое слагаемое S группы A. Абелева
группа называется вполне разложимой , если она является прямой суммой абе-
левых групп, каждая из которых изоморфна подгруппам групп Q или Z(p∞). В
силу своего строения все делимые группы сепарабельны, и легко видеть, что груп-
па сепарабельна в точности тогда, когда её редуцированная часть сепарабельна.
Свойства сепарабельных периодических групп и групп без кручения приведены
в [51]. Смешанные сепарабельные группы рассматривались в [117].

Интерес к исследованию сепарабельности прямого произведения произвольных
абелевых групп возник с проблемой, поставленной в [93]: «Описать векторные
группы (т. е. прямые произведения групп без кручения ранга 1), которые явля-
ются сепарабельными». Данная задача была решена А.М. Мишиной [44]. Опи-
сание сепарабельности прямых произведений произвольных групп без кручения
было получено У.Альбрехтом и П.Хиллом [64]. В пятом параграфе первой гла-
вы предлагается описание сепарабельности прямых произведений произвольных
абелевых групп (следствие 1.5.3).

В [14] С. Я. Гриншпоном сформулирована проблема 2: «Выяснить, для каких
групп A группа гомоморфизмов Hom(A, C) равна нулю, где C — вполне разло-
жимая группа без кручения». Для периодической абелевой группы C эта зада-
ча была решена в работе [13]. Близкие вопросы рассматривались также в рабо-
тах [15,34,40,45,60]. В шестом параграфе первой главы предлагаются некоторые
необходимые и достаточные условия равенства нулю группы Hom(A, C) для про-
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извольной группы A и произвольной группы без кручения C, что даёт некоторое
решение проблемы 2.

В монографии [31] для сепарабельной группы без кручения G сформулирована
проблема 18 б): «Описать радикал кольца эндоморфизмов однородной группы G.

Верно ли для неё равенство

J(E(G)) = H(G)
∩

F (G)?»

(далее идеал H(G) для группы без кручения G обозначается через H ′(G)). Здесь
под радикалом кольца эндоморфизмов произвольной абелевой группы G понима-
ется её радикал Джекобсона, а под его описанием имеется в виду описание его
элементов в терминах их действия на группе. В [8] был получен критерий выше-
приведённого равенства, что является значительным продвижением в решении
второй части проблемы 18 б) из [31].

Обзор результатов о радикале Джекобсона колец эндоморфизмов групп без
кручения с их полным доказательством можно найти, например, в [31]. В первом
параграфе второй главы продолжается исследование радикала Джекобсона колец
эндоморфизмов некоторых классов групп без кручения, в частности, даётся опи-
сание радикала Джекобсона колец эндоморфизмов однородных сепарабельных
групп без кручения (следствие 2.1.4), что является некоторым решением первой
части проблемы 18 б) из [31].

В монографии [31] сформулирована проблема 17: «Вычислить радикал кольца
эндоморфизмов p-группы (сепарабельной p-группы)». В работах [99,100,111,119]
описываются элементы из радикала Джекобсона колец эндоморфизмов в терми-
нах их действия на тотально проективных p -группах, на достаточно проективных
p -группах, на ω1-сепарабельных p -группах и на периодически полных p-группах
соответственно. Обзор этих результатов можно найти, например, в [31]. Во втором
параграфе второй главы эта задача рассматривается для сепарабельной p-группы
и делимой периодической группы. В частности, для сепарабельной p-группы по-
лучено некоторое решение проблемы 17 [31] (теорема 2.2.4).
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Строение радикала Джекобсона колец эндоморфизмов вполне разложимых p-
групп и вполне разложимых групп без кручения было получено соответственно
в [31, §20, теорема 20.10] и [31, §22, теорема 22.11]. Задача описания радикала Дже-
кобсона кольца эндоморфизмов смешанной вполне разложимой абелевой группы
сформулирована как проблема 19 [31], некоторое решение которой даётся в тео-
реме 2.3.2.

Цели и задачи исследования. Цели исследования: получить новые резуль-
таты по абелевым группам, их кольцам эндоморфизмов и группам гомоморфиз-
мов, обеспечивающих эффективное развитие данных теорий.

Задачи исследования:
1. Найти условия регулярности центра кольца эндоморфизмов абелевой груп-

пы и регулярности кольца эндоморфизмов редуцированной абелевой группы.
2. Исследовать абелевы группы с коммутативным кольцом эндоморфизмов. В

частности, необходимо выделить некоторый класс абелевых групп, в котором ис-
следование абелевых групп с коммутативным кольцом эндоморфизмов сводилось
бы к исследованию групп без кручения с коммутативным кольцом эндоморфиз-
мов.

3. Исследовать абелевы группы с самоинъективным центром кольца эндомор-
физмов. Необходимо описать абелевы группы с самоинъективным центром коль-
ца эндоморфизмов из некоторого класса абелевых групп.

4. Получить критерий (вполне) транзитивной редуцированной группы. Найти
некоторые необходимые и достаточные условия транзитивности прямого слагае-
мого транзитивной группы.

5. Исследовать свойство сепарабельности прямого произведения произвольных
абелевых групп. Получить описание сепарабельных прямых произведений произ-
вольных абелевых редуцированных групп.

6. Исследовать равенство нулю группы Hom(A, C) для произвольной группы
без кручения C и произвольной абелевой группы A. Следует найти некоторые
необходимые и достаточные условия равенства нулю группы гомоморфизмов из
группы A в произвольную группу без кручения C.
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7. Исследовать радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов однородной сепа-
рабельной группы без кручения. Необходимо получить некоторое описание ради-
кала Джекобсона кольца эндоморфизмов однородной сепарабельной группы без
кручения.

8. Исследовать радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов периодической
группы. Необходимо получить некоторое описание радикала Джекобсона коль-
ца эндоморфизмов сепарабельной p-группы.

9. Исследовать радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов смешанной вполне
разложимой группы. Необходимо получить некоторое описание радикала Дже-
кобсона кольца эндоморфизмов смешанной вполне разложимой абелевой группы.

Общая методика исследования. Применяются общие методы исследования
теории колец, абелевых групп, модулей и некоторые топологические идеи.

Научная новизна. Все основные результаты работы являются новыми. К
ним можно отнести следующие:

1. Получено описание нередуцированной абелевой группы, имеющей регуляр-
ный центр кольца эндоморфизмов. Найдены необходимые и достаточные условия
регулярности центра кольца эндоморфизмов редуцированной абелевой группы.
Полученные результаты дают некоторое решение поставленной проблемы. Най-
дены необходимые и достаточные условия регулярности кольца эндоморфизмов
редуцированной абелевой группы, что является некоторым решением поставлен-
ной проблемы.

2. Получено описание нередуцированной абелевой группы, имеющей коммута-
тивное кольцо эндоморфизмов. Выделен класс абелевых групп, в котором иссле-
дование смешанных групп с коммутативным кольцом эндоморфизмов сводится к
исследованию групп без кручения с соответствующим кольцом эндоморфизмов,
что является некоторым решением поставленной проблемы для данного класса
групп.

3. Получено описание абелевых групп с самоинъективным центром кольца эн-
доморфизмов из некоторого класса, что является некоторым решением постав-
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ленной проблемы для данного класса групп.
4. Получен критерий (вполне) транзитивной редуцированной группы. Найдены

некоторые необходимые и достаточные условия транзитивности прямого слага-
емого транзитивной группы, что является некоторым продвижением в решении
поставленной проблемы.

5. Получено описание сепарабельных прямых произведений произвольных абе-
левых редуцированных групп.

6. Найдены некоторые необходимые и достаточные условия равенства нулю
группы гомоморфизмов из группы A в произвольную группу без кручения C,

что даёт некоторое решение поставленной проблемы.
7. Получено некоторое описание радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов

однородной сепарабельной группы без кручения, что даёт некоторое решение пер-
вой части поставленной проблемы.

8. Получено некоторое описание радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов
сепарабельной p-группы, что даёт некоторое решение поставленной проблемы.

9. Получено некоторое описание радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов
смешанной вполне разложимой абелевой группы, что даёт некоторое решение по-
ставленной проблемы.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретический
характер. Полученные результаты могут быть использованы при исследовании
абелевых групп, колец и модулей.

Степень достоверности результатов проведённых исследований. На-
учные положения и выводы полностью обоснованы. Достоверность результатов
обеспечиваются: внутренней согласованностью и согласием полученных в диссер-
тации результатов с известными результатами, процитированными в диссертации.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались на
IV Международной алгебраической конференции (Новосибирск, 2000 г.), на Меж-
дународной конференции «Алгебра и её приложения» (Красноярск, 2002 г. ), на
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Международной конференции по математике и механике (Томск, 2003 г.) , на все-
российских симпозиумах (Бийск, 2005 и 2006 гг.), на Международной конферен-
ции «Алгебра и её приложения» (Красноярск, 2007 г.), на Всероссийской конфе-
ренции по математике и механике (Томск, 2008 г.), на Международной конфе-
ренции «Алгебра, логика и приложения» (Красноярск, 2010 г.), на Всероссийской
конференции по математике и механике (Томск, 2013 г.), на Международном сим-
позиуме (Москва, 2014 г.), на Международной конференции «Алгебра и логика:
теория и приложения» (Красноярск, 2016 г.), также неоднократно докладывались
на заседаниях научного семинара кафедры алгебры Томского государственного
университета.

Публикации. По теме диссертации автором опубликовано 21 работа [126–146],
из них в журналах из списка ВАК — 11 [136–146]. Все результаты, вошедшие в
диссертацию, получены автором лично, так и в неразделимом соавторстве. При
выполнении всех совместных исследований автор принимал определяющее уча-
стие, как в постановке, так и в решении задач.

Краткое содержание работы. Все группы, рассматриваемые здесь, явля-
ются абелевыми. Все понятия и обозначения, которые не поясняются, являются
стандартными, их можно найти, например, в монографиях [31,50,51].

Глава 1.

В первом параграфе этой главы рассматриваются группы с регулярным цен-
тром кольца эндоморфизмов и группы с регулярным кольцом эндоморфизмов.
Напомним, что кольцо R называется регулярным, если для каждого элемента
x ∈ R существует элемент y ∈ R такой, что xyx = x.

Выделим следующие результаты.

Предложение 1.1.1. Центр кольца эндоморфизмов группы G регулярен то-
гда и только тогда, когда для любого α ∈ C(E (G)) следует, что
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G = im (α)⊕ ker (α).

Следствие 1.1.2. Если кольцо эндоморфизмов группы G регулярно, то центр
этого кольца также регулярен.

Следствие 1.1.3. Центр кольца эндоморфизмов любого прямого слагаемого
группы с регулярным кольцом эндоморфизмов регулярен.

Следствие 1.1.4. Центр кольца эндоморфизмов элементарной или делимой
группы без кручения регулярен.

Определение 1.1.1. Подкольцо B кольца A назовём регулярно разрешимым
в A, если для любого b ∈ B из того, что b ∈ bAb, следует, что b ∈ bBb.

Следующие две теоремы дают некоторое решение одной из задач проблемы
16 [31].

Теорема 1.1.9. Для группы G следующие условия справедливы:

1) если G — нередуцированная группа, то C (E (G)) — регулярное кольцо тогда
и только тогда, когда группа G удовлетворяет хотя бы одному из следую-
щих условий:

a) G — делимая группа без кручения;

b) G = A⊕D,

где A — элементарная группа,
D — делимая группа без кручения;

2) если G — редуцированная группа и C(E (G)) — регулярное кольцо, то T (G)

— элементарная группа, G / T (G) — делимая группа и ⊕
p∈P

Tp (G) ⊆ G ⊆

⊆
∏
p∈P

Tp (G).
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Теорема 1.1.10. Пусть G — редуцированная группа, то C (E (G)) — регу-
лярное кольцо тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

1) T (G) — элементарная группа;

2) C(E(G)) изоморфен регулярно разрешимому подкольцу кольца E(T (G)).

Следующая теорема даёт некоторое решение проблемы 7 из [108].

Теорема 1.1.12. Пусть G — редуцированная группа, то E (G) — регулярное
кольцо тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

1) T (G) — элементарная группа;

2) E(G) изоморфно регулярно разрешимому подкольцу кольца E(T (G)).

Во втором параграфе исследуются абелевы группы с коммутативным кольцом
эндоморфизмов. Выделим основные результаты, полученные здесь.

Предложение 1.2.3. Пусть G = A
⊕

B — нередуцированная группа, где
A — редуцированная, а B — делимая группы.

Кольцо E(G) является коммутативным тогда и только тогда, когда выпол-
няются следующие условия:

1) B = Q или B =
⊕

p∈P (B)

Z(p∞);

2) если A ̸= 0, то A =
⊕

p∈P (A)
Z(pkp), причём если

A =
⊕

p∈P (A)
Z(pkp) и B =

⊕
p∈P (B)

Z(p∞), то P (A)
∩
P (B) = ∅.

Определение 1.2.1.Будем говорить, что смешанная редуцированная группа
G удовлетворяет условию конечности, если она не содержит ненулевые эле-
менты, у которых p -высота равна бесконечности для всех p ∈ P (G).

Определение 1.2.2. Будем называть смешанную редуцированную группу G
с бесконечным числом ненулевых p -компонент psp -группой, если естественное
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вложение ⊕
p∈P (G)

Tp(G) → G

продолжается до p -чистого вложения

G→
∏

p∈P (G)

Tp(G).

Таким образом, если G — psp -группа, то, отождествляя группу G c её образом
при таком вложении, можно считать, что⊕

p∈P (G)

Tp(G) ⊂ G ⊆
∏

p∈P (G)

Tp(G),

где G p -чиста в
∏

p∈P (G)
Tp(G) для всех p ∈ P (G).

Заметим также, что понятие p -чистоты (чистоты) эквивалентно здесь понятию
p -сервантности (сервантности) подгруппы в группе.

Определение 1.2.3. Будем говорить, что смешанная редуцированная
группа G принадлежит классу K, если выполняются следующие условия:

1) G = Tp(G)
⊕

Ep для любого p ∈ P (G);

2) существует семейство дополнений {Ep}p∈P группы G, удовлетворяющее
условию: если B =

∩
p∈P (G)

Ep ̸= 0, то существует B-высокая подгруппа A

группы G, содержащая T (G), причём для любого простого числа q такого,
что qB ̸= B, следует, что qA = A.

Пусть B — подгруппа группы G. Напомним, что подгруппа A группы G назы-
вается B-высокой, если A ∩ B = 0, и для любой подгруппы H группы G такой,
что A & H, следует, что H ∩B ̸= 0.

В следующей теореме для абелевых групп из класса K получено некоторое ре-
шение проблемы 15 [31], относящейся к смешанным группам с коммутативным
кольцом эндоморфизмов.
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Теорема 1.2.4. Пусть G ∈ K. Кольцо E(G) является коммутативным то-
гда и только тогда, когда для каждого p ∈ P (G) следует, что G = Tp(G)

⊕
Ep,

pEp = Ep, где Tp(G) ∼= Z(pkp), kp ∈ N, для каждого p ∈ P (G) подгруппа Ep

определена однозначно, причём выполняется одно из следующих условий:

1) если
∩

p∈P (G)
Ep = 0, то группа G является psp-группой;

2) если
∩

p∈P (G)
Ep ̸= 0, то G = A

⊕
(
∩

p∈P (G)
Ep), где

a) если A — смешанная группа, то A удовлетворяет условиям конечности
и является psp-группой;

b) qA = A для любого простого числа q такого, что q(
∩

p∈P (G)
Ep) ̸=

̸=
∩

p∈P (G)
Ep;

c)
∩

p∈P (G)
Ep — группа без кручения с коммутативным кольцом эндоморфиз-

мов.

Следующее предложение показывает, что класс K, в котором решается по-
ставленная задача, является довольно широким. В частности, он содержит все
смешанные редуцированные расщепляемые группы с коммутативным кольцом
эндоморфизмов [31, следствие 19.5], все группы с коммутативным кольцом эндо-
морфизмов, описанные в [31, теорема 19.4].

Предложение 1.2.5. Если G — редуцированная смешанная группа с комму-
тативным кольцом эндоморфизмов, для которой выполняется одно из следую-
щих условий:

1) G — расщепляемая группа;

2) G удовлетворяет условию конечности, то G ∈ K.

В третьем параграфе этой главы рассматриваются абелевы группы с самоинъ-
ективным центром кольца эндоморфизмов.
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Определение 1.3.1. Кольцо R называется самоинъективным справа (слева),
если модуль RR (RR) инъективен. Кольцо R, самоинъективное справа и слева,
называется самоинъективным .

Определение 1.3.2. Будем говорить, что группа A принадлежит классу S,
если C(E(A))C(E(A)) — существенный подмодуль модуля E(A)C(E(A)).

Пусть M — правый R-модуль. Напомним, что подмодуль L модуля M называ-
ется существенным в M, если для любого ненулевого подмодуля H из M следует,
что L ∩H ̸= 0.

Основным результатом в данном параграфе является следующая теорема, ко-
торая даёт некоторое решение одной из задач проблемы 16 из [31] для групп из
класса S.

Теорема 1.3.3. Для группы A, принадлежащей классу S, следующие условия
эквивалентны:

1) C(E(A)) — самоинъективное кольцо;

2) a) Tp(A) = Z(pnp) для каждого p ∈ P (A), где np ∈ N;

b) если A — нередуцированная группа, то A = Q
⊕

T (A);

c) если A — редуцированная группа, то A является сервантной, вполне
характеристической подгруппой в

∏
p∈P (A)

Tp(A).

В следующем примере приводится группа, не принадлежащая классу S, с са-
моинъективным центром кольца эндоморфизмов.

Пример 2. Рассмотрим группу

A = Z(2)⊕ Z(2),
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тогда

E(A) ∼=

(
Z2 Z2

Z2 Z2

)
,

где Z2 — кольцо классов вычетов по модулю 2. Отождествляя кольцо E(A) с
данным кольцом матриц, получим, что

E(A)S = SS ⊕ TS,

где

S = C(E(A)) =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 1

)}
и

T =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,(

1 1

0 0

)
,

(
1 0

1 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 1

1 0

)}
,

причём S — самоинъективный центр кольца эндоморфизмов группы A.

В четвёртом параграфе этой главы рассматриваются (вполне) транзитивные,
эндотранзитивные и слабо транзитивные группы.

Напомним, что группа G называется (вполне) транзитивной, если для каж-
дой пары элементов a, b ∈ G таких, что (H(a) ≤ H(b)) H(a) = H(b), следует
существование (φ ∈ E(G)) φ ∈ Aut(G), переводящего элемент a в элемент b.

Рассмотрим связанные с ненулевым элементом a ∈ G вполне характеристиче-
ские подгруппы группы G:

bfc(a) = {b ∈ G |H(a) ≤ H(b)},

lfc(a) = {b ∈ G | ∃φ ∈ E(G), φ(a) = b}.

Далее доказываются некоторые эквивалентные условия вполне транзитивно-
сти группы G.
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Предложение 1.4.1. Для редуцированной группы G следующие условия эк-
вивалентны:

1) G — вполне транзитивная группа;

2) bfc(a) = lfc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G;

3) для любого ненулевого элемента a ∈ G существует эпиморфизм
ψa : End(G) −→ bfc(a), действующий по правилу ψa(φ) = φ(a) для любого
φ ∈ End(G).

По аналогии с вполне характеристическими подгруппами группы G, связанны-
ми с ненулевым элементом a ∈ G, рассмотрим характеристические подмножества
группы G :

bc(a) =
{
b ∈ G | H(b) = H(a)

}
и

lc(a) =
{
b ∈ G| ∃φ ∈ Aut(G), φ(a) = b

}
.

Здесь под характеристическим подмножеством группы G понимается подмноже-
ство, замкнутое относительно действия автоморфизмов группы G.

Замечание 1.4.2. Для произвольного ненулевого элемента a ∈ G существует
следующая связь между вышеопределёнными вполне характеристическими под-
группами и характеристическими подмножествами:

lc(a) ⊆ lfc(a) ⊆ bfc(a) и lc(a) ⊆ bc(a) ⊆ bfc(a).

Далее термин «слабо транзитивная группа», введённый для групп без круче-
ния в [96], определим для произвольной абелевой группы.

Определение 1.4.2. Группу G будем называть слабо транзитивной, ес-
ли для произвольных элементов x, y ∈ G из существования эндоморфизмов
φ, ψ ∈ E(G) таких, что φ(x) = y, ψ(y) = x, следует существование α ∈ Aut(G)

такого, что α(x) = y.



23

Для некоторой характеризации слабо транзитивных групп нам потребуется
следующее подмножество, определяемое для любого ненулевого элемента a ∈ G :

weak(a) = {b ∈ G | ∃φ, ψ ∈ E(G), φ(a) = b, ψ(b) = a}.

Замечание 1.4.3. Легко проверяется, что

lc(a) ⊆ weak(a) ⊆ bc(a) и lc(a) ⊆ weak(a) ⊆ lfc(a)

для любого ненулевого элемента a ∈ G.

Лемма 1.4.2. Группа G слабо транзитивна тогда и только тогда, когда
weak(a) = lc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G.

Поскольку всякая транзитивная группа является слабо транзитивной, то пред-
ставляет интерес нахождение такого дополнительного условия, при котором сла-
бо транзитивная группа будет транзитивной. В следующем утверждении предла-
гается такое условие.

Предложение 1.4.3. Для группы G следующие условия эквивалентны:

1) G — транзитивная группа;

2) bc(a) = lc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G;

3) для любого ненулевого элемента a ∈ G существует сюръективное отобра-
жение ψa : Aut(G) −→ bc(a), действующее по правилу ψa(φ) = φ(a) для
любого φ ∈ Aut(G);

4) G — слабо транзитивная группа и weak(a) = bc(a) для любого ненулевого
элемента a ∈ G.

Определение 1.4.2. Группа G называется эндотранзитивной, если для про-
извольных элементов x, y ∈ G таких, что H(x) = H(y), следует существова-
ние φ ∈ E(G) такого, что φ(x) = y.
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В монографии [31] сформулирована проблема 44: «Существуют ли слабо тран-
зитивные группы без кручения (здесь под термином «слабая транзитивность»
понимается термин «эндотранзитивность». — В. М.), не являющиеся ни транзи-
тивными, ни вполне транзитивными?». Замечание 1.4.3 и следующая лемма дают
надежду, что такие группы могут существовать.

Лемма 1.4.4. Редуцированная группа G эндотранзитивна тогда и только
тогда, когда bc(a) ⊆ lfc(a).

Замечание 1.4.5. Из предложений 1.4.1 и 1.4.4, замечания 1.4.3 и леммы 1.4.4
следует хорошо известный результат, что если группа (вполне) транзитивна, то
она эндотранзитивна.

Распространим понятие, введённое А.Корнером для p-групп, на произвольные
редуцированные абелевы группы. При этом, в отличие от него, считаем, что для
любого a ∈ A высотная матрица H(a) берётся в подгруппе A группы G.

Определение 1.4.3. Пусть Φ — подкольцо с единицей кольца E(G) и A

есть Φ-инвариантная подгруппа редуцированной абелевой группы G. Будем го-
ворить, что Φ действует (вполне) транзитивно на A или подгруппа A (вполне)
транзитивна над Φ, если для любых x, y ∈ A таких, что (H(x)A ≤ H(y)A)

H(x)A = H(y)A, следует существование (элемента φ ∈ Φ) обратимого элемен-
та φ ∈ Φ такого, что φ(x) = y.

В следующей теореме даются некоторые эквивалентные условия (вполне) тран-
зитивного действия кольца E(G) на произвольной редуцированной группе G.

Теорема 1.4.6. Редуцированная группа G (вполне) транзитивна тогда и
только тогда, когда E(G) действует (вполне) транзитивно на pσG для лю-
бого порядкового числа σ и произвольного простого числа p.
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Следствие 1.4.7. Для редуцированной p-группы G следующие условия экви-
валентны:

1) G — (вполне) транзитивная группа;

2) E(G) действует (вполне) транзитивно на pωG (в смысле Корнера);

3) E(G) действует (вполне) транзитивно на pσG для любого порядкового чис-
ла σ (в смысле определения 1.4.3).

Введём следующее понятие.

Определение 1.4.4. Пусть G = A⊕B. Будем говорить, что автоморфизмы
группы A индуцируются автоморфизмами группы G, если для любого a ∈ A и
для любого x ∈ bc(a) из существования φ ∈ Aut(G) такого, что φρ(a) = ρ(x),

следует существование ψ ∈ Aut(A) такого, что πφρ(a) = ψ(a), где ρ : A → G

и π : G→ A — канонические вложение и проекция соответственно.

В следующей теореме получены некоторые необходимые и достаточные усло-
вия, при которых прямое слагаемое произвольной транзитивной группы будет
транзитивной группой, что даёт некоторое продвижение в решении проблемы 41
из [31].

Теорема 1.4.8. Прямое слагаемое A транзитивной группы G является тран-
зитивной группой тогда и только тогда, когда автоморфизмы группы A инду-
цируются автоморфизмами группы G.

В пятом параграфе этой главы получено описание сепарабельных прямых про-
изведений произвольных редуцированных групп.

Теорема 1.5.2. Прямое произведение редуцированных групп Gi, i ∈ I, явля-
ется сепарабельной группой тогда и только тогда, когда выполняются следую-
щие условия:

1) Gi, i ∈ I, — сепарабельные группы;
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2) существует конечное подмножество J ⊆ I такое, что группы T (Gi), i ∈
I \ J, в совокупности ограничены;

3)
∏

i∈I\J
(Gi/T (Gi)) — сепарабельная группа.

Учитывая результаты работы [64], можно уточнить формулировку предыду-
щей теоремы.

Следствие 1.5.3. Прямое произведение произвольных редуцированных групп
Gi, i ∈ I, является сепарабельной группой тогда и только тогда, когда выпол-
няются следующие условия:

1) Gi, i ∈ I, — сепарабельные группы;

2) существует конечное подмножество J ⊆ I такое, что группы T (Gi),

i ∈ I \ J, в совокупности ограничены;

3) группа
∏
λ∈Λ

Aλ, где Λ = I \ J, Aλ
∼= Gλ/T (Gλ), λ ∈ Λ, удовлетворяет следую-

щим условиям:

a) не существует бесконечной, строго убывающей цепочки типов
τλ(n) ∈ τ(Aλ(n)), где τ(Aλ(n)) — множество типов всех прямых слагаемых
ранга 1 группы Aλ(n), и все λ(n) различны для разных n;

b) не существует бесконечной последовательности типов τλ(n) ∈ τ(Aλ(n)),

в которой типы попарно несравнимы между собой, а все λ(n) различны
для разных n;

c) предположим, что λ ∈ Λ и τλ ∈ τ(Aλ), тогда существуют конечные
подмножества Λo из Λ и Po из множества всех простых чисел P, для
которых выполняется следующее условие:
если τλ ≤ τµ, где τµ ∈ τ(Aµ), тогда
p∞|τµ, если p|τλ всякий раз, когда µ ∈ Λ \ Λo и p ∈ P \ Po.

Следующая теорема отражает влияние свойства вполне транзитивности на се-
парабельность прямого произведения редуцированных групп.
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Напомним, что редуцированная группа G называется вполне транзитивной,
если для каждой пары элементов a, b ∈ G таких, что H(a) ≤ H(b), следует суще-
ствование φ ∈ E(G), переводящего элемент a в элемент b.

Теорема 1.5.4. Редуцированная группа G =
∏
i∈I
Gi является вполне транзи-

тивной сепарабельной группой тогда и только тогда, когда выполняются сле-
дующие условия:

1) Gi — сепарабельная группа для любого i ∈ I;

2) для любых однородных прямых слагаемых без кручения A и B из G таких,
что t(A) ̸= t(B), следует, что π(A)

∩
π(B) = ∅;

3) G =
⊕
i∈J1

Gi

⊕⊕
i∈J2

Ai

⊕ k⊕
j=1

∏
i∈I ′
A

(j)
i

⊕ ∏
i∈I\J1

T (Gi),

где J1, J2 — конечные множества такие, что J1 ⊂ I, J2 ⊂ I \ J1,
I ′ = I \ (J1 ∪ J2);∏
i∈I\J1

T (Gi) — ограниченная группа;

Ai
∼= Gi/T (Gi) для любого i ∈ I \ J1;∏

i∈I ′
A

(j)
i (j = 1, k) — однородные группы без кручения, причём если∏

i∈I ′
A

(j)
i ̸=

⊕
i∈I ′
A

(j)
i для некоторого j = 1, k, то

∏
i∈I ′
A

(j)
i имеет идемпотентный

тип;⊕
i∈J2

Ai — однородно разложимая группа без кручения.

В шестом параграфе этой главы получены некоторые необходимые и достаточ-
ные условия равенства нулю группы Hom(A, C) для группы A и произвольной
группы без кручения C.

В следующих двух утверждениях даётся некоторое решение проблемы 2 [14].

Лемма 1.6.1 Пусть C — ненулевая группа без кручения. Группа

Hom(A, C) = 0
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тогда и только тогда, когда группа A удовлетворяет одному из следующих
условий:

1) A — периодическая группа;

2) A — непериодическая группа,
C — редуцированная группа, причём
либо A — делимая группа,
либо Hom(A, C) = 0, если A — непериодическая, неделимая группа.

Теорема 1.6.2. Пусть C — ненулевая редуцированная группа без кручения и
A — непериодическая, неделимая группа. Группа

Hom(A, C) = 0

тогда и только тогда, когда для редуцированной части A′ ̸= 0 группы A выпол-
няется:

1) если T (A′) = 0, то справедливо одно из условий:

a) A′ не содержит прямого слагаемого, изоморфного Z, и выполняется одно
из условий:

a1) для любого f ∈ Hom(A′, C) существует 0 ̸= c ∈ C такой, что
im(f) ⊆< c >;

a2) для любого гомоморфизма β : A′ → C найдётся гомоморфизм
α : A′ → Fm такой, что πα = β, т. е. следующая диаграмма

A′

α

}}{{
{{
{{
{{

β
��

Fm
π //C

коммутативна, где Fm — свободная группа и π — эпиморфизм;

b) для любого гомоморфизма φ ∈ Hom(A′, C) следует:

b1) существует сервантная подгруппа C ′ ранга 1 типа t(C ′) в группе C,
содержащая im(φ);

b2) для любого элемента a ∈ A′ такого, что t(a) < t(C ′), следует, что
a ∈ ker(φ);
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b3) группа A′ не содержит прямого слагаемого ранга 1, изоморфного C ′;

2) если T (A′) ̸= 0, то факторгруппа A′/T (A′) является либо непериодической
делимой группой, либо удовлетворяет условию 1).

Глава 2. Напомним некоторые понятия.
Абелева группа A называется сепарабельной, если любую её конечную систему

элементов {a1, . . . , an} можно вложить во вполне разложимое прямое слагаемое
S группы A.

Абелева группа называется вполне разложимой , если она является прямой
суммой абелевых групп, каждая из которых изоморфна подгруппам групп Q или
Z(p∞).

Далее под радикалом Джекобсона J(E(G)) кольца эндоморфизмов E(G) груп-
пы G будем понимать следующую его характеризацию:

J(E(G)) = {α ∈ E(G) | ∀ β ∈ E(G), (1− αβ) ∈ Aut(G)}

[69, гл. 4, §15, теорема 15.3].

В первом параграфе этой главы исследуется радикал Джекобсона кольца эн-
доморфизмов однородной сепарабельной группы без кручения.

Пусть B — группа без кручения, D — делимая часть группы B. Обозначим
через

H ′(B) =

φ ∈ E(B)

∣∣∣∣∣∣ φ(x) = 0, если x ∈ D,

hp(φx) > hp(x),∀p ∈ π(B), если x ∈ B \D


идеал кольца E(B).

Рассмотрим также для редуцированной группы без кручения G множество

TF (G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈ G, ∀β ∈ E(G)

и yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x), n ∈ N,

последовательность {yn}n∈N сходится}.
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Сходимость последовательности {yn}n∈N рассматривается здесь относительно Z -
адической топологии группы G, которая определяется аналогично p-адической
топологии. Разница лишь в том, что множество индексов N упорядочено так, что
n ≤ m тогда и только тогда, когда n делит m. Естественно также, что вместо
подгрупп pnG берутся подгруппы nG.

Напомним, что последовательность {gi}i∈N элементов группы G сходится к
пределу g ∈ G в p-адической топологии группы G, если для любого n ∈ N суще-
ствует k ∈ N такое, что g − gi ∈ pnG, как только i ≥ k.

Предложение 2.1.1. Пусть G — редуцированная группа без кручения, тогда

H ′(G)
∩

TF (G) ⊆ J(E(G)).

Напомним, что группа без кручения A, в которой все ненулевые элементы име-
ют один и тот же тип, называется однородной.

Теорема 2.1.3. Пусть редуцированная группа G удовлетворяет одному из
следующих условий:

1) G — однородная вполне транзитивная группа;

2) rp(G) ≤ 1 для всякого простого числа p, тогда

H ′(G)
∩

TF (G) = J(E(G)).

Следствие 2.1.4. Пусть редуцированная группа без кручения G является
или однородной алгебраически компактной, или однородной сепарабельной груп-
пой. Тогда

H ′(G)
∩

TF (G) = J(E(G)).

В следствии 2.1.4 показывается, в частности, описание радикала Джекобсона
кольца эндоморфизмов однородной сепарабельной группы без кручения, что яв-



31

ляется некоторым решением первой части проблемы 18 б) из [31].

Во втором параграфе данной главы рассматривается радикал Джекобсона
кольца эндоморфизмов абелевой периодической группы. Можно отметить следу-
ющие наиболее важные результаты.

Далее для всякого порядкового числа σ под подгруппой pσG[p] группы G под-
разумевается подгруппа

pσG
∩

G[p].

Ниже показывается, что лемма [119, лемма 13.1], доказанная Р.С.Пирсом для
сепарабельных p-групп, будет справедлива и в более общем случае.

Предложение 2.2.1. Пусть G — редуцированная p -группа и α ∈ E(G). Для
того чтобы α ∈ Aut(G), необходимо и достаточно выполнение равенств

ker(α)
∩

G[p] = 0 и α(pσG[p]) = pσG[p]

для любого порядкового числа σ.

Р.С. Пирс в [119] для редуцированной p -группы G без элементов бесконечной
p-высоты (т. е. для сепарабельной p -группы) вводит идеал

H(G) = {α ∈ E(G) | ∀ x ∈ G[p], hp(x) <∞ ⇒ hp(x) < hp(αx)}.

Здесь hp(x) < ∞ означает, что hp(x) = k для некоторого неотрицательного
целого числа k.

Пусть G — редуцированная p -группа. Введём по аналогии с идеалом H(G)

идеал
H∗(G) = {α ∈ E(G) | ∀ 0 ̸= x ∈ G[p] ⇒ h∗p(x) < h∗p(αx)}.

В следующем утверждении рассматривается более общий случай, чем в [31,
предложение 20.2].

Лемма 2.2.2. Пусть G — редуцированная p -группа, тогда

J(E(G)) ⊆ H∗(G).
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Приведём лемму, доказанную Р.С. Пирсом в [119, лемма 14.5].

Лемма 2.2.3. Пусть G — сепарабельная p-группа. Равенство

J(E(G)) = H(G)

имеет место тогда и только тогда, когда выполняется следующее условие:

если x ∈ G[p], α ∈ H(G) и

yn = x+ α(x) + . . .+ αn−1(x), (>)

то существует y ∈ G такой, что

hp(y − yn) → ∞ при n→ ∞.

Последовательность {yn}n∈N, введённая Р.С. Пирсом в данной лемме, как будет
показано ниже, играет существенную роль при описании элементов из радикала
Джекобсона кольца эндоморфизмов сепарабельной p-группы.

Для сепарабельной p-группы G рассмотрим множество

Sp(G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈ G[p],∀β ∈ E(G) и

yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x), n ∈ N,

последовательность {yn}n∈N сходится}.

Сходимость последовательности {yn}n∈N рассматривается здесь в p-адической
топологии группы G.

В следующей теореме даётся некоторое решение проблемы 17 [31] для сепара-
бельных p-групп.

Теорема 2.2.4. Радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов сепарабельной
p-группы G имеет вид

J(E(G)) = Sp(G)
∩

H(G).



33

Заметим, что если G — неограниченная p-группа, являющаяся прямой суммой
циклических p-групп, то J(E(G)) = (Sp(G)

∩
H(G)) $ H(G) [31, следствие 20.6].

Из леммы 14.5 [119] и теоремы 2.2.4 получаем следующее утверждение.

Следствие 2.2.5. Для сепарабельной p-группы G следующие условия эквива-
лентны:

1) J(E(G)) = H(G);

2) если x ∈ G[p], α ∈ H(G) и yn = x + α(x) + . . . + αn−1(x), то существует
y ∈ G такой, что h(y − yn) → ∞ при n→ ∞;

3) H(G) ⊆ Sp(G).

Пусть G — делимая p -группа. Рассмотрим идеал в кольце эндоморфизмов этой
группы Lp(G) = {α ∈ E(G) | G[p] ⊆ ker(α)}.

Предложение 2.2.7. Пусть G — делимая p-группа, тогда

J(E(G)) = Lp(G).

Следствие 2.2.8. Пусть G — делимая периодическая группа, тогда

J(E(G)) =
∏

p∈P (G)

Lp(Tp(G)).

Рассмотрим основной результат, полученный в третьем параграфе этой главы,
для этого напомним некоторые определения.

Пусть A — некоторая p-группа, тогда с ней можно связать также следующий
идеал её кольца эндоморфизмов:

F (A) = {δ ∈ E(A) | ∃k ∈ Z, k ≥ 0, δpkA[p] = 0}.

Пусть теперь C — некоторая вполне разложимая группа без кручения и

C = ⊕
t∈Ω(C)

Ct
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— её каноническое разложение, где Ω(C) есть множество типов всех прямых сла-
гаемых группы C ранга 1, Ct — однородные компоненты группы C.

Обозначим через F ′(C) левый идеал кольца E(C), состоящий из эндоморфиз-
мов α ∈ E(C) таких, что r(α(Ct)) <∞ для всех t ∈ Ω(C), причём если группа Ct
не почти делима, то α(Ct) = 0. Напомним, что группа без кручения G называется
почти делимой, если 1 ≤ |π(G)| < ℵ0.

Обозначим через N(G) сумму всех идеалов кольца E(G), состоящих из локаль-
но нильпотентных эндоморфизмов группы G. Эндоморфизм α группы G назы-
вается локально нильпотентным, если для всякого элемента a ∈ G существует
натуральное число n, зависящее от a, что αn(a) = 0.

В следующей теореме даётся некоторое решение проблемы 19 [31].

Теорема 2.3.2. Пусть G = G1⊕G2 — смешанная вполне разложимая группа,
где G1 = ⊕

i∈I
Ai — вполне разложимая периодическая группа,

G2 = ⊕
j∈J
Bj — вполне разложимая группа без кручения. Тогда

J(E(G)) = (J( E(G1))× J(E(G2)))⊕ Hom(G2, G1),

где
J(E(G1)) =

∏
p∈P

(H(Tp(G1))
∩

F (Tp(G1)))

J( E(G2)) = (H ′(G2)
∩

F ′(G2)) +N(G2)

группа Hom(G2, G1) изоморфна подгруппе группы
∏
i∈I
AJi
i , Ji ⊆ J, причём

Bα ̸= piBα для любого α ∈ Ji и Bα = piBα для любого α ∈ J \ Ji, o(Ai) = pkii ,

i ∈ I, pi ∈ P.
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Структура и объём работы

Диссертация изложена на 161 странице и состоит из введения; двух глав, вклю-
чающих 9 параграфов; заключения; списка условных обозначений, символов, со-
кращений; списка терминов; списка литературы, который содержит 146 наиме-
нований.
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Глава 1

Абелевы группы, их эндоморфизмы и
гомоморфизмы

1.1 О регулярности центра кольца эндоморфизмов абелевой группы

Предложение 1.1.1. Центр кольца эндоморфизмов группы G регулярен то-
гда и только тогда, когда для любого

α ∈ C(E (G))

следует, что
G = im (α)⊕ ker (α).

Доказательство. Пусть C (E (G)) — регулярное кольцо. Тогда для любого

α ∈ C(E (G))

существует
β ∈ C(E (G))

со свойством
αβα = α.

Справедливы включения

im (α) = im (αβα) ⊆ im (αβ) ⊆ im (α)

и

ker (α) ⊆ ker (βα) ⊆ ker (αβα) = ker (α).
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Откуда
im (α) = im (αβ)

и
ker (α) = ker (βα) = ker (αβ).

Так как αβ — идемпотент кольца C (E (G)), то

G = im (αβ)⊕ ker (αβ) = im (α)⊕ ker (α).

Обратно. Допустим, что для любого

0 ̸= α ∈ C(E (G))

следует, что
G = im (α)⊕ ker (α).

Тогда α|im (α) является автоморфизмом на im (α). Следовательно, существует

β ∈ E (G),

аннулирующий ker (α) и обратный к α|im (α) на im (α).
Покажем, что

β ∈ C (E (G)).

Действительно, пусть
φ ∈ E (G)

и
x ∈ G,

тогда
x = x1 + x2,

где
x1 ∈ im (α), x2 ∈ ker (α).

Следовательно,
(φβ) (x) = φ (β (x1 + x2)) = φ (β (x1)).

Так как
x1 ∈ im (α),
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то существует
a1 ∈ im (α)

такой, что
α|im (α)(a1) = x1.

Поскольку
im (α) и ker (α)

— вполне характеристические подгруппы в G, то

φ (β (x1)) = φ (β (α|im (α) (a1))) = φ (a1) =

= (βα) (φ (a1)) = β (φ (α (a1))) =

= β (φ (x1)) = β (φ (x1)) + β (φ (x2)) =

= (βφ) (x).

Пусть
a ∈ G,

тогда
a = a1 + a2,

где
a1 ∈ im (α), a2 ∈ ker (α).

Следовательно,

(αβα)(a) = (αβα)(a1) = α(a1) = α(a1) + α(a2) = α(a).

Если α = 0, то утверждение тривиально.
�

Следствие 1.1.2. Если кольцо эндоморфизмов группы G регулярно, то центр
этого кольца также регулярен.

Доказательство. Пусть E (G) — регулярное кольцо. Тогда для любого

α ∈ C(E (G))

существует
β ∈ E (G)
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со свойством
αβα = α.

Поскольку
im (α) = im (αβ), ker (α) = ker (βα) = ker (αβ)

и так как αβ — идемпотент кольца E (G), то

G = im (αβ)⊕ ker (αβ) = im (α)⊕ ker (α).

Тогда по предыдущему предложению C (E (G)) — регулярное кольцо.
�

Следствие 1.1.3. Центр кольца эндоморфизмов любого прямого слагаемого
группы с регулярным кольцом эндоморфизмов регулярен.

Доказательство. Следует из [31] и следствия 1.1.2.
�

Следствие 1.1.4. Центр кольца эндоморфизмов элементарной или делимой
группы без кручения регулярен.

Доказательство. Так как кольцо эндоморфизмов элементарной или делимой
группы без кручения регулярно [31], то по следствию 1.1.2 получаем необходимое
утверждение.

�

Лемма 1.1.5. Пусть G = A ⊕ B, где A, B — вполне характеристические
подгруппы группы G. Тогда C(E (G)) — регулярное кольцо тогда и только тогда,
когда C(E (A)), C(E (B)) — регулярные кольца.

Доказательство. Покажем, например, что C (E (A)) — регулярное кольцо.
Действительно, так как вполне характеристические подгруппы группыG являют-
ся в точности подмодулями E (G)-модуля G, а для кольца эндоморфизмов этого
модуля выполняется равенство

End E (G) G = C(E (G)),

то разложению E (G)-модуля
G = A⊕B
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соответствует разложение его кольца эндоморфизмов

C (E (G)) = C(E (A))⊕ C(E (B)).

Таким образом, всякий эндоморфизм

α ∈ C(E (A))

можно рассматривать как эндоморфизм

α∗ ∈ C (E (G)),

аннулирующий подгруппу B. Из регулярности кольца C (E (G)) следует, что

G = ker (α∗)⊕ im (α∗).

Поскольку im (α∗) ⊆ A и α = α∗|A, то

A = A
∩

G = A
∩

(im (α∗)⊕ ker (α∗)) = im (α)⊕

⊕ (A
∩

ker (α∗)) = im (α)⊕ (A
∩

(ker (α)⊕B)) =

= im (α)⊕ ker (α).

Обратно. Поскольку

C (E (G)) = C(E (A))⊕ C(E (B)),

то кольцо C (E (G)) регулярно как произведение регулярных колец

C (E (A))× C(E (B)).

�
В следующем утверждении существенную роль будут играть идеализации би-

модулей. Напомним это понятие.

Пусть R и S — кольца, M — R-S-бимодуль. Идеализацией бимодуля M назы-
вается кольцо, состоящее из всех матриц вида(

r m

0 s

)
,
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где r ∈ R, s ∈ S, m ∈ M с обычными для матриц операциями сложения и
умножения. Обозначим построенное кольцо символом(

R M

0 S

)
или одной буквой K. Будем отождествлять естественным образом кольца R и S
с (

R 0

0 0

)
и

(
0 0

0 S

)
соответственно, произведение

R× S — с матрицей

(
R 0

0 S

)
и бимодуль

M — с матрицей

(
0 M

0 0

)
.

В целях экономии места диагональную матрицу(
r 0

0 s

)
записываем в виде вектора (r, s). Имеются два канонических сюръективных го-
моморфизма колец:

K → R,

(
r m

0 s

)
→ r,

K → S,

(
r m

0 s

)
→ s.

Напомним следующую лемму, доказанную в [27].

Лемма 1.1.6 (Крылов, Классен). Центр C(K) идеализации K R-S-бимо-
дуля M состоит из всех диагональных матриц (r, s), где r ∈ C (R), s ∈ C (S)

и rm = ms для каждого m ∈M.
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Если A — левый R-модуль, то его аннулятор будем обозначать через
Ann R(A). Из данной леммы следует, что C (K) является подкольцом в

C (R)× C (S)

и так же получается, что

Ann C (R)(M), Ann C (S)(M) ⊆ C (K).

Учитывая замечание перед леммой 1.1.6, мы имеем кольцевые гомоморфизмы:

f : C (K) → C (R), (r, s) → r

и
g : C (K) → C (S), (r, s) → s.

Аннуляторы
Ann C (R)(M)

и
Ann C (S)(M)

остаются на месте при действии гомоморфизмов f и g соответственно. В частно-
сти,

Ann C (R)(M) ⊆ im (f),

Ann C (S)(M) ⊆ im (g).

Приведем еще один результат из [27], на который будем ссылаться в дальнейшем.

Лемма 1.1.7 (Крылов, Классен). В принятых обозначениях
1) ker (f) = Ann C (S)(M) и ker (g) = Ann C (R)(M);

2) если M — точный C (S)-модуль, то f — мономорфизм,
если же M — точный C (R)-модуль, то g — мономорфизм.

Рассматривая кольца эндоморфизмов групп, мы так же можем получить иде-
ализацию бимодуля в следующей ситуации. Пусть G — прямая сумма двух групп

G = B ⊕ A,
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причём B — вполне характеристическое слагаемое, т. е.

Hom (B, A) = 0.

Группа гомоморфизмов
Hom (A, B)

стандартным способом превращается в E (B)-E (A)-бимодуль. Следовательно,
можно записать идеализацию этого бимодуля:(

E (B) Hom (A, B)

0 E (A)

)
.

Поскольку известно, что кольцо E (G) естественным образом отождествляется с
данным кольцом матриц [51, гл. XV, §106, теорема 106.1], то кольцо эндоморфиз-
мов E (G) можно считать идеализацией E (B)-E (A)-бимодуля

Hom (A, B).

Предложение 1.1.8. Пусть

G = B ⊕ A,

где A — редуцированная непериодическая группа; B — делимая группа без кру-
чения. Тогда центр кольца эндоморфизмов группы G можно отождествить с
подкольцом поля Q, порожденным 1 и всеми числами 1/p такими, что

pG = G.

Доказательство. Пусть
G = B ⊕ A,

где A и B удовлетворяют условию предложения, причём B ̸= 0. Из

Hom (B, A) = 0

заключаем, что кольцо E (G) представляет собой идеализацию E (B)-E (A)-бимо-
дуля

Hom (A, B).

Покажем, что
Hom (A, B)
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— точный E (A)-модуль. Допустим, напротив, что

Hom (A, B)α = 0

для какого-то
0 ̸= α ∈ E (A).

Нетрудно показать, что существует элемент a ∈ A такой, что ◦(a) = ∞ и α (a) ̸=
̸= 0.

Пусть 0 ̸= b ∈ B. Так как высотная матрица элемента α(a) в группе A меньше
высотной матрицы элемента b в группе B, то существует

φ ∈ Hom (A, B)

такой, что
φ (α(a)) = b.

Поскольку b ̸= 0, то φα ̸= 0, что противоречит допущению. Таким образом,

Hom (A, B)

— точный E (A)-модуль. По лемме 1.1.7 кольцо C (E (G)) вкладывается в кольцо
C (E (B)), изоморфное Q.

Покажем, что кольцо C (E (G)) можно отождествить с подкольцом поля Q.
Поскольку все натуральные числа принадлежат C (E (G)), то для этого отож-
дествления достаточно показать, что если какое-то рациональное число вида

1

q
∈ im (φ),

где φ — изоморфизм кольца C (E (G)) в поле Q, то найдётся эндоморфизм из
C (E (G)), который действует на элементах группы G как умножение на дробь
1
q . Пусть в im (φ) разрешимо уравнение qx = 1 (где q — простое число), т. е.
существует β ∈ im (φ) такое, что qβ = 1. Поскольку

φ (α) = β

для некоторого
α ∈ C(E (G)),
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то это означает, что α — решение уравнения

qy = 1

в кольце C (E (G)). Тогда для любого

g ∈ G, α (g) = (
1

q
q) (α (g)) =

1

q
(qα) (g) =

1

q
(g).

Следовательно, элементы центра представляют умножения на рациональные чис-
ла m/n. При этом ясно, что nG = G.

Наоборот, если nG = G, то умножение группы G на число m/n лежит в
C (E (G)). Получили, что центр C (E (G)) отождествляется с подкольцом поля
Q, указанным в предложении.

�

В следующих двух теоремах даётся некоторое описание абелевых групп, име-
ющих регулярный центр кольца эндоморфизмов.

Теорема 1.1.9. Для группы G следующие условия справедливы:

1) Если G — нередуцированная группа, то C(E (G)) — регулярное кольцо тогда
и только тогда, когда группа G удовлетворяет хотя бы одному из следую-
щих условий:

a) G — делимая группа без кручения;

b) G = A⊕D,
где A — элементарная группа, а
D — делимая группа без кручения.

2) Если G — редуцированная группа и C(E (G)) — регулярное кольцо, то T (G)

— элементарная группа,
G / T (G) — делимая группа и

⊕
p∈P

Tp (G) ⊆ G ⊆
∏
p∈P

Tp (G).

Доказательство. 1) Пусть
G = A⊕D,
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где A — редуцированная, 0 ̸= D — делимая группы. Допустим, что

T (G) = 0.

Пусть n — произвольное натуральное число и поскольку

n ∈ C (E (G)),

то из регулярности C (E (G)) следует, что

G = im (n) ⊕ ker (n).

По предположению G — группа без кручения, поэтому

ker (n) = 0

и
G = im (n) = nG,

т. е. G — делимая группа без кручения.
Пусть

T (G) ̸= 0.

Тогда умножение на фиксированное простое число p является эндоморфизмом
из C (E (G)), ядро которого равно Tp (G) [p]. Из регулярности кольца C (E (G))

следует, что Tp (G) [p] выделяется прямым слагаемым, но это возможно только,
если Tp (G) совпадает с Tp (G) [p]. Следовательно, T (G) — элементарная группа.

Поскольку элементарная группа не является делимой, то D — делимая группа
без кручения, причём

T (G) = T (A)

и
A ̸= 0.

Допустим, что
A ̸= T (A).

Тогда по предложению 1.1.8 кольцо C (E (G)) изоморфно подкольцу L поля Q,
которое порождается 1 и всеми числами 1/p такими, что

pG = G.
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Если предположить, что
L ̸= Q,

то найдётся простое число q такое, что

1/q ̸∈ L.

Из регулярности кольца L следует существование

x ∈ L,

для которого выполняется равенство qxq = q. Откуда

x = 1/q ∈ L,

что противоречит допущению. Таким образом,

C (E (G)) ∼= Q

и
pG = G

для любого простого числа p, но это невозможно ввиду редуцированности пря-
мого слагаемого A в G. Следовательно,

A = T (A)

— элементарная группа. Обратное утверждение получим из леммы 1.1.5 и след-
ствия 1.1.4.

2) ПустьG— редуцированная группа. Тогда рассуждения, проведенные в пунк-
те 1), показывают, что редуцированная группа G не может быть группой без
кручения и что T (G) — элементарная группа. Из регулярности кольца C (E (G))

вытекает, что для любого простого числа p группа G представима в виде

G = Tp (G) ⊕ pG.

Отсюда получим, что
p G = p2G,

причём деление однозначно (понятно, что G = pG, если в G нет элементов по-
рядка p).
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Группа G / T (G) является эпиморфным образом p -делимой группы
G / Tp (G), поэтому она делится на любое простое число p, т. е. G / T (G) —
делимая группа.

Для простого числа p рассмотрим проекции

πp : G→ Tp (G),

которые индуцируют гомоморфизм

f : G→
∏
p∈P

Tp (G)

такой, что
f (a) = (. . . , πp (a), . . .) ∈

∏
p∈P

Tp (G),

где
G = Tp (G) ⊕ pG

и
πp (a) ∈ Tp (G).

Так как
ker (f) =

∩
p∈P

pG,

то для любого
x ∈ ker (f)

следует, что x делится на любое простое число p, т. е. ker (f) — делимая группа
и, значит,

ker (f) = 0.

Следовательно, f — мономорфизм, причём элементы подгруппы

⊕
p∈P

Tp (G)

остаются на месте при действии этого мономорфизма. Можно считать, что

⊕
p∈P

Tp (G) ⊆ G ⊆
∏
p∈P

Tp (G).

�
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Определение 1.1.1. Подкольцо B кольца A назовём регулярно разрешимым
в A, если для любого b ∈ B из того, что b ∈ bAb, следует, что b ∈ bBb.

Замечание 1.1.1. Очевидно, что если B — регулярное подкольцо кольца A,
то B регулярно разрешимо в A.

В следующей теореме рассматриваются редуцированные группы, имеющие ре-
гулярный центр кольца эндоморфизмов.

Теорема 1.1.10. Пусть G — редуцированная группа, то C (E (G)) — регу-
лярное кольцо тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

1) T (G) — элементарная группа;

2) C(E(G)) изоморфен регулярно разрешимому подкольцу кольца E(T (G)).

Доказательство. Необходимость. Справедливость условия 1) следует из
теоремы 1.1.9. Докажем, что выполняется условие 2). Рассмотрим кольцевой го-
моморфизм φ : E(G) → E(T (G)), ставящий в соответствие каждому α ∈ E(G)

его ограничение на T (G). Предположим, что существует ненулевой гомоморфизм
β ∈ E(G) такой, что β ∈ kerφ. Тогда im(β) является делимой группой (как эпи-
морфный образ делимой группы G / T (G) (см. теорему 1.1.9)), что противоречит
редуцированности группы G. Следовательно, φ — мономорфизм.

Пусть i : C(E(G)) → E(G) — тождественное вложение, тогда im(φi) — регу-
лярно разрешимое подкольцо кольца E(T (G)).

Достаточность. Так как T (G) — элементарная группа, то E(T (G)) — регуляр-
ное кольцо [31, следствие 18.2] и, следовательно, C(E(G)) — регулярное кольцо
по условию 2).

�

Напомним результат, полученный в [92] и [121], для абелевых групп, имеющих
регулярное кольцо эндоморфизмов.
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Теорема 1.1.11 (Фукс, Рангасвами). Для группы G следующие условия спра-
ведливы:

1) если G — периодическая группа, то кольцо E(G) регулярно тогда и только
тогда, когда G — элементарная группа;

2) если G — нередуцированная группа, то E (G) — регулярное кольцо тогда
и только тогда, когда G — прямая сумма делимой группы без кручения и
элементарной группы;

3) если G — редуцированная группа и E (G) — регулярное кольцо, то T (G) —
элементарная группа, G / T (G) — делимая группа и

⊕
p∈P

Tp (G) ⊆ G ⊆
∏
p∈P

Tp (G).

В следующей теореме даются некоторые необходимые и достаточные условия
регулярности кольца эндоморфизмов редуцированной группы.

Теорема 1.1.12. Пусть G — редуцированная группа, то E (G) — регулярное
кольцо тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия:

1) T (G) — элементарная группа;

2) E(G) изоморфно регулярно разрешимому подкольцу кольца E(T (G)).

Доказательство. Доказательство данной теоремы, при котором используется
условие 3) теоремы 1.1.11, аналогично доказательству теоремы 1.1.10.

�
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1.2 Абелевы группы с коммутативными кольцами

эндоморфизмов

Рассмотрим предварительно следующий простой факт, который будем исполь-
зовать в дальнейшем.

Напомним, что матрица (αji) с элементами из кольца E(A) называется сходя-
щейся по столбцам, если для каждого столбца i сумма∑

j

αji

существует в конечной топологии кольца E(A) [51, §106, 107].

Лемма 1.2.1. Пусть группа A разлагается в прямую сумму своих подгрупп,
т. е.

A =
⊕
i∈I

Ai.

Кольцо E(A) коммутативно тогда и только тогда, когда кольцо E(Ai) комму-
тативно и подгруппа Ai является вполне характеристической для любого

i ∈ I.

Доказательство. Так как
A =

⊕
i∈I

Ai,

то кольцо E(A) изоморфно кольцу всех сходящихся по столбцам I × I-матриц

(αji)j,i∈I ,

где
αji ∈ Hom(Ai, Aj)

[51, теорема 106.1].
Пусть E(A) — коммутативное кольцо, тогда

Hom(Ai, Aj) = 0

и E(Ai) — коммутативное кольцо для любых i, j ∈ I.
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Вполне характеристичность подгруппы

Ai, i ∈ I,

вытекает из [31, лемма 19.1].
Обратное утверждение следует из условия и [51, §106, упр. 4 а)].

�

Для группы G такой, что
T (G) ̸= 0,

будем рассматривать множество

P (G) = {p ∈ P | Tp(G) ̸= 0}.

Следующая лемма, доказанная в [59], будет полезна в дальнейшем.

Лемма 1.2.2 (Чехлов). Пусть A — делимая группа. Кольцо E(A) является
коммутативным тогда и только тогда, когда

A = Q

или
A =

⊕
p∈P (A)

Z(p∞).

В нижеприведённом утверждении даётся описание нередуцированных групп с
коммутативным кольцом эндоморфизмов.

Предложение 1.2.3. Пусть G = A
⊕

B — нередуцированная группа, где
A— редуцированная, а B — делимая группы.

Кольцо E(G) является коммутативным тогда и только тогда, когда выпол-
няются следующие условия:

1) B = Q или B =
⊕

p∈P (B)

Z(p∞);

2) если A ̸= 0, то
A =

⊕
p∈P (A)

Z(pkp),
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причём если
A =

⊕
p∈P (A)

Z(pkp)

и
B =

⊕
p∈P (B)

Z(p∞),

то
P (A)

∩
P (B) = ∅.

Доказательство. Так как G — нередуцированная группа, то она содержит
ненулевую делимую часть. Пусть E(G) — коммутативное кольцо. Тогда, как сле-
дует из леммы 1.2.2,

B = Q

или
B =

⊕
p∈P (B)

Z(p∞).

Пусть
A ̸= 0.

Покажем, чтоA является периодической группой. Допустим противное, т. е. пусть
существует элемент

a ∈ A

такой, что
o(a) = ∞.

Рассмотрим произвольный элемент

0 ̸= b ∈ B.

Так как
o(a) = ∞,

то
Hom(⟨a⟩, ⟨b⟩) ∼= ⟨b⟩

и, следовательно, существует

0 ̸= φ ∈ Hom(⟨a⟩, ⟨b⟩).
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Пусть
i : ⟨a⟩ → A

и
j : ⟨b⟩ → B,

где i, j — вложения. Так как B — делимая, а значит, инъективная группа, то
существует гомоморфизм

ψ : A→ B

такой, что
ψi = jφ.

Поскольку
jφ ̸= 0,

то
ψ ̸= 0.

Гомоморфизм ψ легко продолжается до ненулевого эндоморфизма группы G.

Следовательно, A — не вполне характеристическая подгруппа, что противоречит
утверждению леммы 1.2.1. Таким образом, A — периодическая редуцированная
группа. По лемме 1.2.1 кольцо E(A) коммутативно, тогда

A =
⊕
p∈P (A)

Z(pkp)

[31, следствие 19.3].
Пусть

A =
⊕
p∈P (A)

Z(pkp)

и
B =

⊕
p∈P (B)

Z(p∞),

тогда из [13, теорема 1] следует, что

P (A)
∩

P (B) = ∅.
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Обратно, если A = 0, то коммутативность кольца E(G) следует из леммы 1.2.2.
Пусть

A =
⊕
p∈P (A)

Z(pkp)

и B = Q. Поскольку
Hom(Z(pkp), Q) = 0,

Hom(Q, Z(pkp)) = 0,

Hom(Z(pkp), Z(qkq)) = 0

при
p ̸= q,

то подгруппы Z(pkp) и Q являются вполне характеристическими в группе G. Так
как

E(Q) ∼= Q

[51, §106, пример 4] и
E(Z(pkp)) ∼= Zpkp

[31, §3, пример 3.2] — коммутативные кольца, то по лемме 1.2.1 следует комму-
тативность кольца E(G).

Пусть
A =

⊕
p∈P (A)

Z(pkp)

и
B =

⊕
p∈P (B)

Z(p∞),

причём
P (A)

∩
P (B) = ∅.

Тогда для каждого
p ∈ P (G)

следует, что либо
Tp(G) = Z(pkp),

либо
Tp(G) = Z(p∞).
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Поскольку в обоих случаях кольцо E(Tp(G)) коммутативно и Tp(G) — вполне
характеристическая подгруппа в группе G для каждого

p ∈ P (G),

то по лемме 1.2.1 кольцо E(G) коммутативно.
�

Определение 1.2.1. Будем говорить, что смешанная редуцированная груп-
па G удовлетворяет условию конечности, если она не содержит ненулевые эле-
менты, у которых p -высота равна бесконечности для всех

p ∈ P (G).

Определение 1.2.2. Будем называть смешанную редуцированную группу G
с бесконечным числом ненулевых p -компонент psp -группой, если естественное
вложение ⊕

p∈P (G)

Tp(G) → G

продолжается до p -чистого вложения

G→
∏

p∈P (G)

Tp(G).

Таким образом, если G — psp -группа, то, отождествляя группу G c её образом
при таком вложении, можно считать, что⊕

p∈P (G)

Tp(G) ⊂ G ⊆
∏

p∈P (G)

Tp(G),

где G p -чиста в ∏
p∈P (G)

Tp(G)

для всех
p ∈ P (G).

Заметим также, что понятие p -чистоты (чистоты) эквивалентно здесь понятию
p -сервантности (сервантности) подгруппы в группе.
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Определение 1.2.3. Будем говорить, что смешанная редуцированная
группа G принадлежит классу K, если выполняются следующие условия:

1) G = Tp(G)
⊕

Ep для любого p ∈ P (G);

2) существует семейство дополнений

{Ep}p∈P

группы G, удовлетворяющее условию: если

B =
∩

p∈P (G)

Ep ̸= 0,

то существует B-высокая подгруппа A группы G, содержащая T (G), при-
чём для любого простого числа q такого, что

qB ̸= B,

следует, что
qA = A.

Пусть B — подгруппа группы G. Напомним, что подгруппа A группы G назы-
вается B-высокой, если A ∩ B = 0, и для любой подгруппы H группы G такой,
что A & H, следует, что H ∩B ̸= 0.

Замечание 1.2.1. Пусть G — редуцированная смешанная группа, причём
для каждого p ∈ P (G) следует, что

G = Tp(G)⊕Ep ,

pEp = Ep

и ∩
p∈P (G)

Ep = 0,

тогда G удовлетворяет условию конечности.
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Действительно, пусть существует элемент 0 ̸= g ∈ G такой, что
hp(g) = ∞ для любого p ∈ P (G). Так как g — ненулевой элемент, то

g ̸∈
∩

p∈P (G)

Ep

и, следовательно, найдётся такое q ∈ P (G), что g ̸∈ Eq. Поскольку

G = Tq(G)⊕Eq ,

то
g = aq + eq ,

где
0 ̸= aq ∈ Tq(G), eq ∈ Ep и g ̸∈ Eq,

причём
hq(eq) = ∞ и hq(aq) = s <∞.

Тогда имеем
∞ = hq(g) = min{hq(aq), hq(eq)} = s,

что приводит к противоречию.

Теорема 1.2.4. Пусть G ∈ K. Кольцо E(G) является коммутативным то-
гда и только тогда, когда для каждого p ∈ P (G) следует, что

G = Tp(G)
⊕

Ep,

pEp = Ep,

где
Tp(G) ∼= Z(pkp), kp ∈ N,

для каждого p ∈ P (G) подгруппа Ep определена однозначно, причём выполняет-
ся одно из следующих условий:

1) если
∩

p∈P (G)
Ep = 0, то группа G является psp-группой;
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2) если
∩

p∈P (G)
Ep ̸= 0, то

G = A
⊕

(
∩

p∈P (G)

Ep),

где

a) если A — смешанная группа, то A удовлетворяет условиям конечности
и является psp-группой;

b) qA = A для любого простого числа q такого, что

q(
∩

p∈P (G)

Ep) ̸=
∩

p∈P (G)

Ep;

c)
∩

p∈P (G)
Ep — группа без кручения с коммутативным кольцом эндоморфиз-

мов.

Доказательство. Необходимость. Пусть E(G) — коммутативное кольцо, тогда

T (G) ∼= ⊕
p∈P (G)

Z(pkp) (где kp ∈ N)

[31, предложение 19.6]. Таким образом,

Tp(G) ∼= Z(pkp) (где kp ∈ N)

для каждого p ∈ P (G). Так как G ∈ K, то

G = Tp(G)
⊕

Ep

для каждого p ∈ P (G) и для некоторой вполне характеристической подгруппы
Ep (лемма 1.2.1). Поскольку

Ep, p ∈ P (G),

— вполне характеристическая подгруппа в группе G, то для каждого p ∈ P (G)

подгруппа Ep определена однозначно. Покажем, что

pEp = Ep

для каждого p ∈ P (G). Допустим, что это не так, тогда существует гомоморфизм

Ep/pEp → Tp(G),
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композиция которого с каноническим

Ep → Ep/pEp

была бы ненулевым гомоморфизмом из Ep в Tp(G). Поскольку ненулевой гомо-
морфизм из Ep в Tp(G) продолжается до эндоморфизма всей группы G, то полу-
чим противоречие с вполне характеристичностью подгруппы Ep. Таким образом,

pEp = Ep

для каждого p ∈ P (G). Следовательно, pB = B для всякого p ∈ P (G), где

B =
∩

p∈P (G)

Ep.

Причем если B ̸= 0, то B — группа без кручения.
Если

∩
p∈P (G)

Ep = 0, то группа G удовлетворяет условиям конечности (см. заме-

чание 1.2.1) и является psp -группой [31, теорема 19.4]. Следовательно, условие
1) выполнилось.

Пусть ∩
p∈P (G)

Ep ̸= 0.

Так как G ∈ K, то существует B-высокая подгруппа A группы G, содержащая
T (G), причём для любого простого числа q такого, что qB ̸= B, следует, что
qA = A.

Покажем, что
G = A

⊕
B.

Предварительно заметим, что если qB ̸= B, то B — q-чистая подгруппа в G.

Действительно, пусть qB ̸= B и в G разрешимо уравнение

qlx = b ∈ B,

т. е. существует g ∈ G такое, что qlg = b. Так как

g ∈ G = Tp(G)
⊕

Ep

для всякого p ∈ P (G), то
g = gp + ep
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для всякого p ∈ P (G), где
gp ∈ Tp(G)

и
ep ∈ Ep.

Тогда
qlgp = b− qlep ∈ Tp(G)

∩
Ep = 0

для каждого p ∈ P (G). Следовательно, b = qlep для каждого p ∈ P (G).

Пусть b = qlep и b = qles для произвольных p, s ∈ P (G). Тогда

ql(ep − es) = 0.

Так как qB ̸= B, то q ̸∈ P (G) и ep − es = 0, т. е.

ep = es

для произвольных p, s ∈ P (G). Поэтому

ep ∈
∩

p∈P (G)

Ep = B

и B — q-чистая подгруппа в G для всякого простого числа q такого, что

qB ̸= B.

Для доказательства того, что G = A
⊕

B, достаточно показать [50, гл. II, §9,
лемма 9.9], что из равенства

pg = b+ a

(g ∈ G, b ∈ B, a ∈ A)

непременно следует pb′ = b для некоторого b′ ∈ B.

Если pB = B, то очевидно существует b′ ∈ B такой, что pb′ = b.

Пусть pB ̸= B. Поскольку G ∈ K и A — B-высокая подгруппа в группе G, то
из pB ̸= B следует, что pA = A. Следовательно, найдётся элемент a′ ∈ A такой,
что pa′ = a. Тогда из равенства

pg = b+ a

получим, что
p(g − a′) = b.
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Так как pB ̸= B, то B — p-чистая подгруппа в группе G. Таким образом, суще-
ствует элемент b′ ∈ B такой, что pb′ = b.

Покажем, что еслиA— смешанная группа, тоA удовлетворяет условиям конеч-
ности и является psp-группой. Докажем, что справедливо первое из этих условий.
Допустим противное, т. е. пусть существует

0 ̸= a ∈ A

такой, что
hp(a) = ∞

для любого
p ∈ P (G).

Здесь
P (G) = P (A),

поскольку B — группа без кручения. Тогда

o(a) = ∞

и для любого
p ∈ P (G)

рассмотрим разложение
G = Tp(G)

⊕
Ep,

т. е.
a = gp + ep,

где
gp ∈ Gp

и
ep ∈ Ep.

Если
gp ̸= 0,

то
∞ = hp(a) = min{hp(gp), hp(ep)} <∞,
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что невозможно. Следовательно, для любого p ∈ P (G) имеем

a = ep ∈
⊕

p∈P (G)

Ep = B,

т. е.
a ∈ A

∩
B = 0,

что противоречит предположению для элемента a. Таким образом, A удовлетво-
ряет условию конечности.

Покажем, что A является psp-группой. Действительно, так как

G = A
⊕

B,

то по лемме 1.2.1 следует коммутативность кольца E(A). Поскольку A — ре-
дуцированная смешанная группа и A удовлетворяет условию конечности, то A
является psp-группой [31, теорема 19.4].

Так как E(G) — коммутативное кольцо и

G = A
⊕

B,

то коммутативность кольца E(B) следует из леммы 1.2.1.
Достаточность. Пусть для любого p ∈ P (G) следует, что

G = Tp(G)
⊕

Ep,

где
Tp(G) ∼= Z(pkp),

kp ∈ N,

pEp = Ep

и для каждого p ∈ P (G) подгруппа Ep определена однозначно.
Если ∩

p∈P (G)

Ep = 0,

то группа G является psp-группой и, как следует из замечания 1.2.1, G удо-
влетворяет условию конечности. Тогда коммутативность кольца E(G) вытекает
из [31, теорема 19.4].
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Если ∩
p∈P (G)

Ep ̸= 0,

то выполняется условие 2) и пусть

B =
∩

p∈P (G)

Ep.

Тогда
G = A

⊕
B.

Поскольку для любого p ∈ P (G) следует, что

pEp = Ep,

то
pB = B

для любого p ∈ P (G).

Если A — периодическая группа, то E(G) — коммутативное кольцо [31, след-
ствие 19.5]. Пусть A — смешанная группа. Тогда группа A удовлетворяет условию
конечности, является psp-группой и, следовательно, E(A) — коммутативное коль-
цо [31, теорема 19.4].

Для коммутативности кольца E(G) согласно лемме 1.2.1 достаточно показать,
что A и B — вполне характеристические подгруппы в группе G. Допустим, что
существуют

b ∈ B

и
α ∈ E(G)

такие, что
α(b) ̸∈ B.

Тогда
α(b) = a+ d,

где
0 ̸= a ∈ A
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и
d ∈ B.

Пусть
π : G→ A

— проекция, тогда
πα(b) = a ∈ A.

Поскольку
a ̸= 0

и A — редуцированная группа, то существует простое число p такое, что

hp(a) <∞.

Так как
G ∈ K,

то из того, что
pA ̸= A,

следует, что
pB = B,

т. е.
hp(b) = ∞.

Таким образом, эндоморфизм
πα ∈ E(G)

понизил p-высоту элемента b в группе G, что невозможно, т. е. B — вполне ха-
рактеристическая подгруппа в G.

Рассмотрим подгруппу A и допустим, что существуют d ∈ A и β ∈ E(G) такие,
что β(d) ̸∈ A. Тогда

β(d) = a+ b,

где a ∈ A и b ∈ B, причём b ̸= 0.

Пусть
π : G→ B
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— проекция, тогда
(πβ)(d) = b.

Поскольку B — редуцированная группа, то найдётся простое число q такое, что
hq(b) <∞. Так как G ∈ K, то из

qB ̸= B

следует, что
qA = A,

т. е.
hq(d) = ∞.

Таким образом, эндоморфизм
πβ ∈ E(G)

понизил q-высоту элемента d в группе G, что невозможно. Следовательно, A—
вполне характеристическая подгруппа в группе G.

�

Следующее предложение показывает, что класс K, в котором решается по-
ставленная задача, является довольно широким. В частности, он содержит все
смешанные редуцированные расщепляемые группы с коммутативным кольцом
эндоморфизмов [31, следствие 19.5], все группы с коммутативным кольцом эндо-
морфизмов, описанные в [31, теорема 19.4].

Предложение 1.2.5. Если G — редуцированная смешанная группа с комму-
тативным кольцом эндоморфизмов, для которой выполняется одно из следую-
щих условий:

1) G — расщепляемая группа;

2) G удовлетворяет условию конечности,

то G ∈ K.
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Доказательство. Поскольку группа G имеет коммутативное кольцо эндомор-
физмов, то, проведя аналогичные рассуждения, что и при доказательстве теоре-
мы 1.2.4, имеем

G = Tp(G)
⊕

Ep

для любого p ∈ P (G).

Так как Ep — вполне характеристическая подгруппа группы G (см. лемму
1.2.1), то для каждого p ∈ P (G) подгруппа Ep определена однозначно и

Hom(Ep, Tp(G)) = 0.

Тогда
pEp = Ep

для каждого p ∈ P (G) (см. доказательство необходимости в теореме 1.2.4) и
поэтому

q(
∩

p∈P (G)

Ep) =
∩

p∈P (G)

Ep

для любого q ∈ P (G).

Так как в условии 2) группа G удовлетворяет условию конечности, то∩
p∈P (G)

Ep = 0

и, следовательно,
G ∈ K.

Рассмотрим условие 1). Пусть

G = A
⊕

B

— расщепляемая группа, где A = T (G) и B — группа без кручения. Поскольку∩
p∈P (G)

Ep

— группа без кручения, то ∩
p∈P (G)

Ep ⊆ B.

Так как
B ⊆ Ep
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для любого p ∈ P (G), то
B ⊆

∩
p∈P (G)

Ep

и, следовательно,
B =

∩
p∈P (G)

Ep.

Тогда для любого простого числа q такого, что

qB ̸= B,

следует, что
q ̸∈ P (G),

и поэтому
qA = A.

Группа A — B-высокая подгруппа в группе G как прямое слагаемое этой группы.
Поскольку

A = T (G),

то
G ∈ K.

�

Следующий простой пример показывает, что класс K строго содержит клас-
сы групп с коммутативным кольцом эндоморфизмов, описанные в предложении
1.2.5.

Пример 1. Пусть
G =

∏
p∈P1

Z(p)
⊕∏

q∈P2

Aq,

где
P1, P2 ⊆ P,

|P1| = |P2| = ℵ0,

P1

∩
P2 = ∅,
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и для любого q ∈ P2 следует, что Aq = Qq или Aq = Jq, тогда

G ∈ K

и кольцо E(G) коммутативно.

Доказательство. Покажем, что группа G принадлежит классу K. Действи-
тельно, поскольку

pAq = Aq

для любого простого числа p ̸= q, то для любого p ∈ P\P2 следует, что

p(
∏
q∈P2

Aq) =
∏
q∈P2

Aq.

Поскольку
P1

∩
P2 = ∅,

то для каждого p ∈ P1 из равенства

G = Z(p)
⊕

Ep

имеем
pEp = Ep,

т. е. Ep — вполне характеристическая подгруппа в группе G и, следовательно, для
каждого

p ∈ P (G)

подгруппа Ep определена однозначно. Заметим также, что∩
p∈P1

Ep =
∏
q∈P2

Aq

и
q(
∏
p∈P1

Z(p)) =
∏
p∈P1

Z(p)

для любого q ∈ P2. Так как ∏
p∈P1

Z(p)

является
∏
q∈P2

Aq-высокой подгруппой в группеG, как прямое слагаемое этой груп-
пы, и

T (G) ⊆
∏
p∈P1

Z(p),
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то G ∈ K.
Поскольку E(Aq) — коммутативное кольцо для любого q ∈ P2 и

pAq = Aq

для любого простого числа p ̸= q, то∏
q∈P2

E(Aq)

— коммутативное кольцо.
Группа ∏

p∈P1

Z(p)

удовлетворяет условию конечности. Отождествляя⊕
p∈P1

Z(p)

и
T (
∏
p∈P1

Z(p)),

можно считать, что ∏
p∈P1

Z(p)

является psp-группой. Таким образом, группа G удовлетворяет условию 2) тео-
ремы 1.2.4 и, следовательно, кольцо E(G) коммутативно.

�

В следующем утверждении рассмотрим способ построения некоторых групп из
класса K с коммутативным кольцом эндоморфизмов.

Предложение 1.2.6. Пусть

G = A
⊕

B,

где B — редуцированная группа без кручения с коммутативным кольцом эндо-
морфизмов и группа A удовлетворяет условиям:

1) A ∈ K;



71

2) кольцо E(A) коммутативно;

3) pA = A для любого простого числа p такого, что pB ̸= B,

тогда кольцо E(G) коммутативно и G ∈ K.

Доказательство. Из условия 3) следует вполне характеристичность подгрупп
A и B в группе G, тогда согласно лемме 1.2.1 кольцо E(G) коммутативно. Пока-
жем, что группа G принадлежит классу K. Действительно, поскольку

A ∈ K

и E(A) — коммутативное кольцо, то

A = Tp(A)
⊕

Ep

и
pEp = Ep

для всякого p ∈ P (A).

Поскольку
T (G) = T (A),

то
P (G) = P (A).

Тогда для каждого p ∈ P (G) имеем

G = Tp(G)
⊕

E ′
p,

где
E ′
p = Ep

⊕
B

— вполне характеристическая подгруппа в группеG. Следовательно, для каждого
p ∈ P (G) подгруппа E ′

p определена однозначно.
Так как

pEp = Ep

и
pB = B
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для каждого p ∈ P (G), то
pE ′

p = E ′
p

для каждого p ∈ P (G).

Поскольку ⊕
p∈P (G)

E ′
p ̸= 0,

подгруппа A в группе G является B-высокой,

T (G) ⊆ A

и для любого простого числа q такого, что

qB ̸= B,

следует, что
qA = A,

то группа
G ∈ K.

�

Замечание 1.2.2. Если смешанная редуцированная группа G имеет комму-
тативное кольцо эндоморфизмов, то ответ на вопрос: принадлежит ли данная
группа классу K? — можно получить, проверив только одно условие в опреде-
лении 1.2.3. Действительно, из коммутативности кольца E(G) для каждого
p ∈ P (G) следует равенство

G = Tp(G)
⊕

Ep,

из которого для каждого p ∈ P (G) имеем, что

pEp = Ep.

Тогда Ep — вполне характеристическая подгруппа в группе G и, следовательно,
для каждого p ∈ P (G) подгруппа Ep определена однозначно.

Если
B =

∩
p∈P (G)

Ep = 0,
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то G удовлетворяет условию конечности и по предложению 1.2.5 принадле-
жит классу K.

Если
B =

∩
p∈P (G)

Ep ̸= 0,

то B — группа без кручения и

T (G)
∩

B = 0.

Тогда нетрудно показать, что всегда существует B-высокая подгруппа A груп-
пы G, содержащая T (G). Поэтому для проверки принадлежности группы G

классу K остаётся проверить только условие: для любого простого числа q

такого, что
qB ̸= B,

должно выполняться равенство

qA = A.

Как было показано в [58, пример 3], существуют смешанные группы, имеющие
коммутативное кольцо эндоморфизмов и не принадлежащие классу K. Таким об-
разом, из замечания 1.2.2 следует, что для решения задачи в проблеме 15 [31],
относящейся к смешанным группам с коммутативным кольцом эндоморфизмов,
остаётся описать смешанные редуцированные группы G с коммутативным коль-
цом эндоморфизмов, у которых для ненулевой подгруппы без кручения B, опре-
делённой в замечании 1.2.2, и для любой B-высокой подгруппы A, содержащей
T (G), существует простое число p такое, что pB ̸= B и pA ̸= A.



74

1.3 Абелевы группы с самоинъективным центром кольца

эндоморфизмов

Напомним следующие понятия.

Определение 1.3.1. Кольцо R называется самоинъективным справа (слева),
если модуль RR (RR) инъективен. Кольцо R, самоинъективное справа и слева,
называется самоинъективным.

Замечание. Поскольку для любого коммутативного кольца R следует равен-
ство модулей RR и RR, то, используя критерий Бэра [21, гл. 5, §5.7, теорема
5.7.1], легко показать, что из самоинъективности справа такого кольца следу-
ет самоинъективность слева и наоборот.

Нам понадобятся следующие результаты из [63] и [132] соответственно.

Теорема 1.3.1. Для группы A следующие условия эквивалентны:

1) E(A) самоинъективно слева и справа;

2) a) для каждого простого числа p существуют целые неотрицательные
числа mp, np, np ̸= 0 такие, что

Tp(A) =
⊕
mp

Z(pnp);

b) если A — нередуцированная группа, то

A =
⊕
n

Q
⊕

T (A);

c) если A — редуцированная группа, то A является сервантной, вполне
характеристической подгруппой в∏

p∈P (A)

Tp(A).
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Предложение 1.3.2. Пусть

G = A
⊕

B

— нередуцированная группа, где A — редуцированная, а B — делимая группы.
Кольцо E(G) является коммутативным тогда и только тогда, когда выполня-
ются следующие условия:

1) B = Q или
B =

⊕
p∈P (B)

Z(p∞);

2) если A ̸= 0, то
A =

⊕
p∈P (A)

Z(pkp),

причём если
A =

⊕
p∈P (A)

Z(pkp)

и
B =

⊕
p∈P (B)

Z(p∞),

то
P (A)

∩
P (B) = ∅.

Определение 1.3.2. Будем говорить, что группа A принадлежит классу S,
если C(E(A))C(E(A)) — существенный подмодуль модуля E(A)C(E(A)).

Пусть M — правый R-модуль. Напомним, что подмодуль L модуля M называ-
ется существенным в M, если для любого ненулевого подмодуля H из M следует,
что L ∩H ̸= 0.

Теорема 1.3.3. Для группы A, принадлежащей классу S, следующие условия
эквивалентны:

1) C(E(A)) — самоинъективное кольцо;
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2) a) Tp(A) = Z(pnp) для каждого p ∈ P (A), где np ∈ N;

b) если A — нередуцированная группа, то

A = Q
⊕

T (A);

c) если A — редуцированная группа, то A является сервантной, вполне
характеристической подгруппой в∏

p∈P (A)

Tp(A).

Доказательство. Пусть S = C(E(A)) и R = E(A).

Необходимость. Пусть S — самоинъективное кольцо. Тогда из инъективности
модуля SS следует, что

RS = SS
⊕

VS

[21, гл. 5, §5.3, теорема 5.3.1]. Поскольку группа A принадлежит классу S, то SS
— существенный подмодуль модуля RS и, следовательно,

RS = SS.

Таким образом, R — коммутативное, самоинъективное кольцо. Из коммутатив-
ности кольца R следует, что Tp(A) — коциклическая группа для каждого

p ∈ P (A)

[31, гл. 3, §19, предложение 19.2]. Тогда по теореме 1.3.1 из самоинъективности
кольца R получаем условие 2) a).

Если A — нередуцированная группа, то из теоремы 1.3.1 и предложения 1.3.2
следует справедливость условия 2) b). Если A — редуцированная группа, то из
теоремы 1.3.1 следует условие 2) с).

Достаточность. Самоинъективность кольца R получаем из теоремы 1.3.1. Если
A — нередуцированная группа, то из предложения 1.3.2 имеем коммутативность
кольца R. Пусть A — редуцированная группа. Покажем, что группа A не имеет
ненулевых элементов, высота которых равна бесконечности для всякого

p ∈ P (A).
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Допустим противное, т. е. пусть существует 0 ̸= a ∈ A такой, что

hp(a) = ∞

для каждого
p ∈ P (A).

Пусть < a >∗ — сервантная подгруппа, порождённая элементом a. Так как A

является сервантной подгруппой в ∏
p∈P (A)

Tp(A)

и
q(
∏

p∈P (A)

Tp(A))=
∏

p∈P (A)

Tp(A)

для любого простого числа q ̸∈ P (A), то < a >∗ будет делимой подгруппой в
A, что противоречит редуцированности группы A. Таким образом, группа A не
имеет ненулевых элементов, высота которых равна бесконечности для всякого

p ∈ P (A).

Тогда R — коммутативное кольцо [31, гл. 3, §19, теорема 19.4]. Таким образом,
в обоих случаях R — коммутативное, самоинъективное кольцо, т. е. C(E(A)) —
самоинъективное кольцо.

�

Приведём пример группы, не принадлежащей классу S, с самоинъективным
центром кольца эндоморфизмов.

Пример 2. Рассмотрим группу

A = Z(2)⊕ Z(2),

тогда

E(A) ∼=

(
Z2 Z2

Z2 Z2

)
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[51, теорема 106.1], где Z2 — кольцо классов вычетов по модулю 2. Отож-
дествляя кольцо E(A) с данным кольцом матриц, получим, что

E(A)S = SS ⊕ TS,

где

S = C(E(A)) =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 1

)}
и

T =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,(

1 1

0 0

)
,

(
1 0

1 0

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 1

1 0

)}
.

Кольцо S имеет только два идеала:

U =

{(
0 0

0 0

)}
и

S =

{(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 1

)}
.

Поскольку следующие диаграммы

0 // U α //

φ
��

S

ψ~~~~
~~
~~
~~

0 // S α //

β
��

S

γ~~~~
~~
~~
~~

SS и SS

коммутативны, то S — самоинъективное кольцо [21, гл. 5, §5.7, теорема 5.7.1],
где α — тождественное вложение, φ, ψ, β — произвольные гомоморфизмы и
γ = β.
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1.4 Вполне транзитивные, транзитивные, эндотранзитивные и слабо

транзитивные абелевы группы

Напомним, что группа G называется (вполне) транзитивной, если для каждой
пары элементов a, b ∈ G таких, что

(H(a) ≤ H(b)) H(a) = H(b),

следует существование
(φ ∈ E(G)) φ ∈ Aut(G),

переводящего элемент a в элемент b.

Рассмотрим связанные с ненулевым элементом a ∈ G вполне характеристиче-
ские подгруппы группы G:

bfc(a) = {b ∈ G |H(a) ≤ H(b)},

lfc(a) = {b ∈ G | ∃φ ∈ E(G), φ(a) = b},

которые будем называть соответственно большой и малой вполне характеристи-
ческими подгруппами группы G, содержащими элемент a.

Замечание 1.4.1. Для каждого ненулевого элемента a ∈ G существует
эпиморфизм

ψa : End(G) −→ lfc(a),

действующий по правилу
ψa(φ) = φ(a)

для любого φ ∈ End(G).

Далее рассмотрим некоторые эквивалентные условия вполне транзитивности
группы G.

Предложение 1.4.1. Для редуцированной группы G следующие условия эк-
вивалентны:
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1) G — вполне транзитивная группа;
2) bfc(a) = lfc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G;

3) для любого ненулевого элемента a ∈ G существует эпиморфизм

ψa : End(G) −→ bfc(a),

действующий по правилу
ψa(φ) = φ(a)

для любого φ ∈ End(G).

Доказательство. 1) ⇒ 2). Пусть a — произвольный элемент группы G. Так
как

lfc(a) ⊆ bfc(a),

то пусть
c ∈ bfc(a).

Тогда
H(a) ≤ H(c).

Поскольку G — вполне транзитивная группа, то существует

φ ∈ E(G)

такой, что
φ(a) = c.

Следовательно,
c ∈ lfc(a)

и
bfc(a) = lfc(a).

2) ⇒ 1). Рассмотрим произвольные элементы a, b ∈ G такие, что

H(a) ≤ H(b).

Так как
b ∈ bfc(a)
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и
bfc(a) = lfc(a),

то существует φ ∈ E(G) такой, что

φ(a) = b.

2) ⇒ 3). Следует из условия и замечания 1.4.1.
3) ⇒ 2). Пусть a — произвольный элемент группы G. Так как

lfc(a) ⊆ bfc(a),

то пусть c — произвольный элемент подгруппы bfc(a). Тогда для элемента c най-
дётся

η ∈ End(G)

такой, что
c = ψa(η) = η(a).

Следовательно,
c ∈ lfc(a)

и
bfc(a) = lfc(a).

�

По аналогии с вполне характеристическими подгруппами группы G, связанны-
ми с ненулевым элементом a ∈ G, рассмотрим характеристические подмножества
группы G :

bc(a) =
{
b ∈ G | H(b) = H(a)

}
и

lc(a) =
{
b ∈ G| ∃φ ∈ Aut(G), φ(a) = b

}
,

которые будем называть соответственно большой и малой характеристическими
подмножествами группы G, содержащими элемент a. Здесь под характеристи-
ческим подмножеством группы G понимается подмножество, замкнутое относи-
тельно действия автоморфизмов группы G.
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Замечание 1.4.2. Для произвольного ненулевого элемента a ∈ G существу-
ет следующая связь между вышеопределёнными вполне характеристическими
подгруппами и характеристическими подмножествами:

lc(a) ⊆ lfc(a) ⊆ bfc(a)

и
lc(a) ⊆ bc(a) ⊆ bfc(a).

Далее термин «слабо транзитивная группа», введённый для групп без круче-
ния в [96], определим для произвольной абелевой группы.

Определение 1.4.1. Группу G будем называть слабо транзитивной, если
для произвольных элементов x, y ∈ G из существования эндоморфизмов
φ, ψ ∈ E(G) таких, что

φ(x) = y, ψ(y) = x,

следует существование α ∈ Aut(G) такого, что α(x) = y.

Для некоторой характеризации слабо транзитивных групп нам потребуется
следующее подмножество, определяемое для любого ненулевого элемента
a ∈ G :

weak(a) = {b ∈ G | ∃φ, ψ ∈ E(G), φ(a) = b, ψ(b) = a}.

Замечание 1.4.3. Легко проверяется, что

lc(a) ⊆ weak(a) ⊆ bc(a)

и
lc(a) ⊆ weak(a) ⊆ lfc(a)

для любого ненулевого элемента a ∈ G.
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Лемма 1.4.2. Группа G слабо транзитивна тогда и только тогда, когда

weak(a) = lc(a)

для любого ненулевого элемента a ∈ G.

Доказательство. Необходимость. Пусть G — слабо транзитивная группа. То-
гда для любого ненулевого элемента a ∈ G и для любого x ∈ weak(a) существуют
φ, ψ ∈ E(G) такие, что

φ(x) = a и ψ(a) = x.

Так как G — слабо транзитивная группа, то существует

α ∈ Aut(G)

такой, что
α(a) = x.

Следовательно,
x ∈ lc(a).

Из замечания 1.4.3 следует обратное включение.
Достаточность. Рассмотрим произвольные

x, y ∈ G и φ, ψ ∈ E(G)

такие, что
φ(x) = y и ψ(y) = x.

Тогда
y ∈ weak(x) = lc(x).

Поэтому найдётся α ∈ Aut(G) такой, что α(x) = y.

�

Замечание 1.4.4. Для каждого ненулевого элемента a ∈ G существует
сюръективное отображение

ψa : Aut(G) −→ lc(a),
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действующее по правилу
ψa(φ) = φ(a)

для любого φ ∈ Aut(G).

Поскольку всякая транзитивная группа является слабо транзитивной, то пред-
ставляет интерес нахождение такого дополнительного условия, при котором сла-
бо транзитивная группа будет транзитивной. В следующем утверждении предла-
гается такое условие.

Предложение 1.4.3. Для группы G следующие условия эквивалентны:
1) G — транзитивная группа;
2) bc(a) = lc(a) для любого ненулевого элемента a ∈ G;

3) для любого ненулевого элемента a ∈ G существует сюръективное отобра-
жение

ψa : Aut(G) −→ bc(a),

действующее по правилу
ψa(φ) = φ(a)

для любого φ ∈ Aut(G);

4) G — слабо транзитивная группа и

weak(a) = bc(a)

для любого ненулевого элемента a ∈ G.

Доказательство. 1) ⇒ 2). Пусть a — произвольный ненулевой элемент группы
G и c ∈ bc(a). Тогда

H(c) = H(a).

Следовательно, будет существовать φ ∈ Aut(G) такой, что

φ(a) = c.

Тогда
c ∈ lc(a) и bc(a) ⊆ lc(a).

Обратное включение следует из замечания 1.4.2.
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2) ⇒ 1). Рассмотрим произвольные ненулевые элементы a, b ∈ G такие, что

H(a) = H(b).

Тогда
b ∈ bc(a).

Поскольку
bc(a) = lc(a),

то найдется
φ ∈ Aut(G)

такой, что
φ(a) = b.

2) ⇒ 3). Следует из условия и замечания 1.4.4.
3) ⇒ 2). Пусть a — произвольный ненулевой элемент группы G. Поскольку

lc(a) ⊆ bc(a),

то пусть
x ∈ bc(a).

Так как
ψa : Aut(G) −→ bc(a)

— сюръективное отображение, то существует

φ ∈ Aut(G)

такой, что
x = ψa(φ) = φ(a).

Следовательно,
x ∈ lc(a)

и
bc(a) = lc(a).

Эквивалентность условий 2) и 4) следует из замечания 1.4.3 и леммы 1.4.2.
�
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Определение 1.4.2. Группа G называется эндотранзитивной, если для про-
извольных элементов x, y ∈ G таких, что

H(x) = H(y),

следует существование φ ∈ E(G) такого, что φ(x) = y.

В монографии [31] сформулирована проблема 44: «Существуют ли слабо тран-
зитивные группы без кручения (здесь под термином «слабая транзитивность»
понимается термин «эндотранзитивность». — В. М.), не являющиеся ни транзи-
тивными, ни вполне транзитивными?». Замечание 1.4.3 и следующая лемма дают
надежду, что такие группы могут существовать.

Лемма 1.4.4. Редуцированная группа G эндотранзитивна тогда и только
тогда, когда

bc(a) ⊆ lfc(a).

Доказательство. Необходимость. Для произвольных

0 ̸= a ∈ G и x ∈ bc(a)

следует, что
H(a) = H(x).

Так как G — эндотранзитивная группа, то существует φ ∈ E(G) такой, что

φ(a) = x.

Следовательно,
x ∈ lfc(a).

Достаточность. Рассмотрим произвольные элементы a, b ∈ G такие, что

H(a) = H(b).

Тогда
b ∈ bc(a) ⊆ lfc(a).
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Следовательно, найдётся эндоморфизм φ ∈ E(G) такой, что φ(a) = b. Таким
образом, G — эндотранзитивная группа.

�

Замечание 1.4.5. Из предложений 1.4.1 и 1.4.4, замечания 1.4.3 и леммы
1.4.4 следует хорошо известный результат: если группа (вполне) транзитив-
на, то она эндотранзитивна.

Для полноты изложения напомним следующую лемму, доказанную А.Кор-
нером в [78].

Лемма 1.4.5 (Корнер). Редуцированная p-группа G (вполне) транзитивна
тогда и только тогда, когда E(G) действует (вполне) транзитивно на pωG.

Распространим понятие, введённое А.Корнером для p-групп, на произвольные
редуцированные абелевы группы. При этом, в отличие от него, считаем, что для
любого a ∈ A высотная матрица H(a) берётся в подгруппе A группы G.

Определение 1.4.3. Пусть Φ — подкольцо с единицей кольца E(G) и A есть
Φ-инвариантная подгруппа редуцированной абелевой группы G. Будем говорить,
что Φ действует (вполне) транзитивно на A или подгруппа A (вполне) тран-
зитивна над Φ, если для любых x, y ∈ A таких, что

(H(x)A ≤ H(y)A) H(x)A = H(y)A,

следует существование (элемента φ ∈ Φ) обратимого элемента φ ∈ Φ такого,
что φ(x) = y.

Теорема 1.4.6. Редуцированная группа G (вполне) транзитивна тогда и
только тогда, когда E(G) действует (вполне) транзитивно на pσG для любого
порядкового числа σ и произвольного простого числа p.

Доказательство. Докажем теорему для случая вполне транзитивности,
транзитивный случай доказывается аналогично.
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Необходимость. Пусть p — произвольное простое число, если G — p-делимая
группа, то для любого порядкового числа σ следует, что

pσG = G,

т. е. pσG — вполне транзитивная группа над E(G).

Пусть
pG ̸= G.

Проведём доказательство индукцией по σ. Если σ = 0, то E(G) действует вполне
транзитивно на G.

Пусть для любого δ такого, что

0 ≤ δ < σ,

утверждение теоремы выполняется. Покажем, что E(G) действует вполне тран-
зитивно на pσG. Пусть

a, b ∈ pσG

и
H(a)pσG ≤ H(b)pσG.

Тогда
Hp(a)pσG ≤ Hp(b)pσG,

где
Hp(a)pσG = (α0, α1, . . . , αk, . . .)

и
Hp(b)pσG = (β0, β1, . . . , βm, . . .).

Пусть σ — изолированное порядковое число, тогда

pσG = p(pσ−1G)

и, следовательно, существуют элементы

c1, c2 ∈ pσ−1G

такие, что
a = pc1 и b = pc2.
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Тогда
Hp(c1)pσ−1G = (µ, α0, α1, . . . , αk, . . .)

и
Hp(c2)pσ−1G = (ν, β0, β1, . . . , βm, . . .),

причём
Hq(c1)pσ−1G = Hq(a)pσG

и
Hq(c2)pσ−1G = Hq(b)pσG

для любого простого числа q, q ̸= p. Если µ ≤ ν, то

H(c1)pσ−1G ≤ H(c2)pσ−1G.

Так как по предположению индукции подгруппа pσ−1G вполне транзитивна над
E(G), то существует

φ ∈ E(G)

такой, что
φ(c1) = c2.

Тогда
pφ(c1) = pc2 и φ(a) = b.

Пусть ν < µ. Допустим, что между ν и β0 есть скачок (в противном случае
µ ≤ ν). Тогда ν-й инвариант Ульма — Капланского группы Tp(p

σ−1G) отличен от
нуля, т. е. существует

d ∈ pσ−1G

такой, что
o(d) = p

и
Hp(d)pσ−1G = (ν,∞, . . .).

Рассмотрим элемент
c1 + d ∈ pσ−1G.

Так как
Hp(c1 + d)pσ−1G = (ν, α0, α1, . . . , αk, . . .) ≤ Hp(c2)pσ−1G
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и
Hq(c1 + d)pσ−1G = Hq(c1)pσ−1G

для любого простого q, q ̸= p, то

H(c1 + d)pσ−1G ≤ H(c2)pσ−1G.

Поскольку по предположению индукции подгруппа pσ−1G вполне транзитивна
над E(G), то существует

φ ∈ E(G)

такой, что
φ(c1 + d) = c2.

Тогда
pφ(c1 + d) = pc2

и
φ(a) = b.

Пусть σ — предельное порядковое число, т. е.

pσG =
∩
δ<σ

pδG.

Следовательно,
a, b ∈ pδG

для любого δ < σ. Тогда по определению обобщённой высоты

h∗p(a)pδG = h∗p(a)pσG

для любого δ < σ и, следовательно,

h∗p(p
ka)pδG = h∗p(p

ka)pσG

для любых δ < σ и натурального k, т. е.

Hp(a)pδG = Hp(a)pσG

для любого δ < σ.

Поскольку
Hq(a)pδG = Hq(a)pσG
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для любых δ < σ и простого q, q ̸= p, то

H(a)pδG = H(a)pσG

для любого δ < σ.

Аналогичные рассуждения показывают, что

H(b)pδG = H(b)pσG

для любого δ < σ. Тогда
H(a)pδG ≤ H(b)pδG.

По предположению индукции подгруппа pδG вполне транзитивна над E(G) для
любого δ < σ, т. е. существует φ ∈ E(G) такой, что φ(a) = b.

Достаточность. Пусть E(G) действует вполне транзитивно на подгруппе pσG
для любого порядкового числа σ и для любого простого числа p. Тогда, в част-
ности, E(G) действует вполне транзитивно на

p0G = G,

т. е. G — вполне транзитивная группа.
�

Следствие 1.4.7. Для редуцированной p-группы G следующие условия экви-
валентны:

1) G — (вполне) транзитивная группа;
2) E(G) действует (вполне) транзитивно на pωG (в смысле Корнера);
3) E(G) действует (вполне) транзитивно на pσG для любого порядкового чис-

ла σ (в смысле определения 1.4.3).

Доказательство. Эквивалентности условий 1) и 2), 1) и 3) получаем из леммы
1.4.5 и теоремы 1.4.6 соответственно.

�
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Введём следующее понятие.

Определение 1.4.4. Пусть

G = A⊕B.

Будем говорить, что автоморфизмы группы A индуцируются автоморфизма-
ми группы G, если для любого a ∈ A и для любого x ∈ bc(a) из существования

φ ∈ Aut(G)

такого, что
(φρ)(a) = ρ(x),

следует существование
ψ ∈ Aut(A)

такого, что
(πφρ)(a) = ψ(a),

где
ρ : A→ G и π : G→ A

— канонические вложение и проекция соответственно.

Теорема 1.4.8. Прямое слагаемое A транзитивной группы G является
транзитивной группой тогда и только тогда, когда автоморфизмы группы A

индуцируются автоморфизмами группы G.

Доказательство. Необходимость. Пусть

G = A⊕B,

причём G и A — транзитивные группы. Пусть

ρ : A→ G и π : G→ A

— канонические вложение и проекция соответственно. Тогда для любого ненуле-
вого элемента a ∈ A и для любого x ∈ bc(a) из транзитивности группы A следует
существование

ψ ∈ Aut(A)
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такого, что
ψ(a) = x.

Рассмотрим элемент ρ(x). Так как

H(ρx) = H(ρa),

то из транзитивности группы G следует существование

φ ∈ Aut(G)

такого, что
(φρ)(a) = ρ(x).

Следовательно,
(πφρ)(a) = x = ψ(a).

Достаточность. Для транзитивности группы A согласно предложению 1.4.3 до-
статочно показать, что для любого ненулевого элемента

a ∈ A

следует, что
bc(a) = lc(a).

Для произвольного элемента
x ∈ bc(a)

имеем
H(x) = H(a).

Поскольку
H(ρx) = H(ρa),

то из транзитивности группы G следует существование

φ ∈ Aut(G)

такого, что
(φρ)(a) = ρ(x).
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Поскольку автоморфизмы группы G индуцируют автоморфизмы группы A, то
существует

ψ ∈ Aut(A)

такой, что
x = (πφρ)(a) = ψ(a).

Следовательно,
bc(a) = lc(a).

�
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1.5 О сепарабельности прямого произведения произвольных

абелевых групп

В данном параграфе получено описание сепарабельных прямых произведений
произвольных редуцированных абелевых групп.

Лемма 1.5.1. Если прямое произведение редуцированных групп

Gi, i ∈ I,

является сепарабельной группой, то

T (
∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

T (Gi).

Доказательство. Допустим противное, т. е. пусть

T (
∏
i∈I

Gi) ̸=
∏
i∈I

T (Gi).

Тогда группа ∏
i∈I

T (Gi)

содержит элемент
g = (. . . , gi, . . .)

такой, что
o(g) = ∞.

Так как для любого i ∈ I подгруппа T (Gi) является сепарабельной (как пери-
одическая часть сепарабельной группы), то каждый элемент

gi, i ∈ I,

можно вложить во вполне разложимое ограниченное прямое слагаемое Ai группы
T (Gi). Тогда каждая группа

Ai, i ∈ I,

будет выделяться в своей группе Gi прямым слагаемым (как ограниченная сер-
вантная подгруппа группы), поэтому∏

i∈I

Gi =
∏
i∈I

Bi ⊕
∏
i∈I

Ai,
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где
Bi ⊕ Ai = Gi

для любого i ∈ I.

Так как группы
Ai, i ∈ I,

в совокупности не ограничены, то в группе∏
i∈I

Ai

будет существовать элемент a такой, что

o(a) = ∞.

Группа ∏
i∈I

Ai,

как прямое слагаемое сепарабельной группы, будет сепарабельной группой [117].
Значит, элемент a можно вложить во вполне разложимое прямое слагаемое F
конечного ранга данной группы, т. е.

F = F1 ⊕ . . .⊕ Fk ⊕ T1 ⊕ . . . Tn,

где
F1, . . . , Fk

— группы без кручения ранга 1, а

T1, . . . , Tn

— циклические примарные группы.
Так как каждая группа

Ai, i ∈ I,

алгебраически компактна, то, как следует из [50, следствие 38.3],∏
i∈I

Ai

будет алгебраически компактной группой.
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Группы
Fi, i ∈ I,

как прямые слагаемые алгебраически компактной группы, также будут алгебра-
ически компактными группами без кручения. Но это невозможно, так как един-
ственными неразложимыми алгебраически компактными группами без кручения
являются группы целых p-адических чисел Jp, которые имеют ранг 2ℵ0.

�

В следующей теореме рассматривается критерий сепарабельности прямого про-
изведения произвольных редуцированных абелевых групп.

Теорема 1.5.2. Прямое произведение редуцированных групп

Gi, i ∈ I,

является сепарабельной группой тогда и только тогда, когда выполняются сле-
дующие условия:

1) Gi, i ∈ I, — сепарабельные группы;

2) существует конечное подмножество J ⊆ I такое, что группы

T (Gi), i ∈ I \ J,

в совокупности ограничены;

3)
∏

i∈I\J
(Gi/T (Gi)) — сепарабельная группа.

Доказательство. Пусть прямое произведение групп

Gi, i ∈ I,

является сепарабельной группой. Тогда выполнение условия 1) следует из [117].
Так как ∏

i∈I

Gi

— сепарабельная группа, то согласно лемме 1.5.1

T (
∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

T (Gi).
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Откуда следует, что для почти всех i ∈ I группы

T (Gi), i ∈ I,

в совокупности ограничены. Таким образом, существует конечное подмножество
J ⊆ I такое, что ∏

i∈I

Gi = ⊕
i∈J
Gi ⊕

∏
i∈I\J

(Ai ⊕ T (Gi)),

где
Ai

∼= Gi/T (Gi), i ∈ I \ J.

Тогда ∏
i∈I

Gi = ⊕
i∈J
Gi ⊕

∏
i∈I\J

Ai ⊕
∏
i∈I\J

T (Gi)

и, как следует из [117], ∏
i∈I\J

(Gi/T (Gi))

— сепарабельная группа.
Обратно. Пусть существует конечное подмножество J множества I, что выпол-

няются условия 2) и 3) данной теоремы. Тогда∏
i∈I

Gi = ⊕
i∈J
Gi ⊕

∏
i∈I\J

Ai ⊕
∏
i∈I\J

T (Gi),

где
Ai

∼= Gi/T (Gi),

i ∈ I \ J.

Так как группы
T (Gi), i ∈ I,

в совокупности ограничены, то ∏
i∈I\J

T (Gi)

— ограниченная группа, а значит, она сепарабельна. Таким образом, группа∏
i∈I

Gi
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является прямой суммой сепарабельных групп:

⊕
i∈J
Gi,

∏
i∈I\J

Ai и
∏
i∈I\J

T (Gi),

а значит, сама является сепарабельной.
�

Учитывая результаты работы [64], можно уточнить формулировку предыду-
щей теоремы.

Следствие 1.5.3. Прямое произведение произвольных редуцированных
групп

Gi, i ∈ I,

является сепарабельной группой тогда и только тогда, когда выполняются сле-
дующие условия:

1) Gi, i ∈ I, — сепарабельные группы;

2) существует конечное подмножество J ⊆ I такое, что группы

T (Gi), i ∈ I \ J,

в совокупности ограничены;

3) группа ∏
λ∈Λ

Aλ,

где
Λ = I \ J,

Aλ
∼= Gλ/T (Gλ),

λ ∈ Λ,

удовлетворяет следующим условиям:

a) не существует бесконечной, строго убывающей цепочки типов

τλ(n) ∈ τ(Aλ(n)),
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где τ(Aλ(n)) — множество типов всех прямых слагаемых ранга 1 группы
Aλ(n) и все λ(n) различны для разных n;

b) не существует бесконечной последовательности типов

τλ(n) ∈ τ(Aλ(n)),

в которой типы попарно несравнимы между собой, а все λ(n) различны
для разных n;

c) предположим, что
λ ∈ Λ и τλ ∈ τ(Aλ),

тогда существуют конечные подмножества Λo из Λ и Po из множества
всех простых чисел P, для которых выполняется следующее условие:
если τλ ≤ τµ, где τµ ∈ τ(Aµ), тогда

p∞|τµ,

если
p|τλ

всякий раз, когда
µ ∈ Λ \ Λo

и
p ∈ P \ Po.

Замечание 1.5.1. Здесь
p |τλ

означает, что в некоторой заранее фиксированной характеристике, принадле-
жащей типу τλ, на месте, соответствующем простому числу p, стоит не
нуль, и

p∞|τµ

означает, что в каждой характеристике, принадлежащей типу τµ, на месте,
соответствующем простому числу p, стоит ∞.
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Следующая теорема отражает влияние свойства вполне транзитивности на се-
парабельность прямого произведения редуцированных групп.

Напомним, что редуцированная группа G называется вполне транзитивной,
если для каждой пары элементов a, b ∈ G таких, что H(a) ≤ H(b), следует суще-
ствование φ ∈ E(G), переводящего элемент a в элемент b.

Теорема 1.5.4. Группа
G =

∏
i∈I

Gi

является вполне транзитивной сепарабельной группой тогда и только тогда,
когда выполняются следующие условия:

1) Gi — сепарабельная группа для любого i ∈ I;

2) для любых однородных прямых слагаемых без кручения A и B из G таких,
что

t(A) ̸= t(B),

следует, что
π(A)

∩
π(B) = ∅;

3)

G =
⊕
i∈J1

Gi

⊕⊕
i∈J2

Ai

⊕ k⊕
j=1

∏
i∈I ′
A

(j)
i

⊕ ∏
i∈I\J1

T (Gi),

где J1, J2 — конечные множества такие, что

J1 ⊂ I,

J2 ⊂ I \ J1, I ′ = I \ (J1 ∪ J2);∏
i∈I\J1

T (Gi)

— ограниченная группа;
Ai

∼= Gi/T (Gi)

для любого i ∈ I \ J1; ∏
i∈I ′
A

(j)
i (j = 1, k)
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— однородные группы без кручения, причём если∏
i∈I ′
A

(j)
i ̸=

⊕
i∈I ′

A
(j)
i

для некоторого j = 1, k, то ∏
i∈I ′
A

(j)
i

имеет идемпотентный тип; ⊕
i∈J2

Ai

— однородно разложимая группа без кручения.

Доказательство. Необходимость. Условие 2) следует из [138, лемма 2.1 и 2.2].
Выполнение условия 1) получаем из [136, следствие 3]. Покажем справедливость
условия 3). Так как G — сепарабельная группа, то выполняются условия 2) и 3)
из [136, следствие 3]. т. е. существует конечное подмножество

J1 ⊂ I

такое, что группы
T (Gi) (i ∈ I \ J1)

в совокупности ограничены. Тогда

G = ⊕
i∈J1

Gi ⊕
∏
i∈I\J1

Gi = ⊕
i∈J1

Gi ⊕
∏
i∈I\J1

Ai ⊕
∏
i∈I\J1

T (Gi),

где
Ai

∼= Gi/T (Gi)

для любого i ∈ I \ J1 и ∏
i∈I\J1

T (Gi)

— ограниченная периодическая группа. Из выполнения условия 2) данного след-
ствия и условия б) из [136, следствие 3] получим существование конечного под-
множества

J2 ⊂ I \ J1 и k ∈ N

таких, что ∏
i∈I\J1

Ai =
∏
i∈J2

Ai

⊕∏
i∈I ′
Ai,
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где
k = max |τ(Ai)|i∈I ′

и
τ(Ai) (i ∈ I ′, I ′ = I \ (I1

∪
I2))

— множество типов прямых слагаемых без кручения ранга 1 групп Ai. Так как
каждая группа

Ai (i ∈ I ′)

является вполне транзитивной сепарабельной группой без кручения, то, как вы-
текает из [138, теорема 2.4], она — однородно разложимая группа. Тогда

∏
i∈I ′
Ai =

∏
i∈I ′

k⊕
j=1

A
(j)
i =

k⊕
j=1

∏
i∈I ′
A

(j)
i ,

причём для всякого j = 1, k такого, что∏
i∈I ′
A

(j)
i ̸=

⊕
i∈I ′

A
(j)
i ,

следует, что ∏
i∈I ′
A

(j)
i

— однородная группа идемпотентного типа [73]. Однородная разложимость груп-
пы ⊕

i∈J2

Ai

также следует из её вполне транзитивности и сепарабельности.
Достаточность. Так как условия [138, теоремы 4.14] выполняются, то G —

вполне транзитивная группа. Поскольку Gi — сепарабельная группа для любого
i ∈ I, то для сепарабельности группы G достаточно заметить, что∏

i∈I ′
A

(j)
i

— сепарабельная группа для любого j = 1, k [136, следствие 3].
�
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Замечание 1.5.2. Если в теореме 1.5.4 группы

Gi (i ∈ I)

являются счётными, то о группах⊕
i∈J1

Gi

⊕⊕
i∈J2

Ai

и
A

(j)
i (i ∈ I ′, j = 1, k)

из условия 3) можно получить дополнительную информацию: эти группы впол-
не разложимы [117, следствие 1.6], из чего следует, что если G — смешанная
группа, то она расщепляется.
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1.6 О равенстве нулю группы Hom(−, C)

В следующей лемме описание группы A, для которой выполняется равенство

Hom(A, C) = 0,

в случае когда C — группа без кручения, сводится к случаю, когда A — непери-
одическая, неделимая группа.

Лемма 1.6.1. Пусть C — ненулевая группа без кручения. Группа

Hom(A, C) = 0

тогда и только тогда, когда группа A удовлетворяет одному из следующих
условий:

1) A — периодическая группа;

2) A — непериодическая группа, C — редуцированная группа, причём
либо A — делимая группа,
либо Hom(A, C) = 0, если A — непериодическая, неделимая группа.

Доказательство. Пусть
Hom(A, C) = 0.

Для группы A возможны следующие случаи: 1) A — периодическая группа и
2) A— непериодическая группа. Если выполняется случай 1), то из [50, c. 213]
следует обратное утверждение, т. е.

Hom(A, C) = 0.

Пусть выполняется 2), т. е. пусть A — непериодическая группа. Допустим, что
C содержит делимую подгруппу D, тогда

Hom(< a >, < d >) ̸= 0,

где
a ∈ A, o(a) = ∞ и d ∈ D.
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Поскольку D — делимая группа, то любой ненулевой гомоморфизм из < a > в
D будет продолжаться до ненулевого гомоморфизма из A в D, что приводит к
противоречию. Таким образом, C — редуцированная группа.

Если A — делимая, то из [50, c. 213] следует обратное утверждение, т. е.

Hom(A, C) = 0.

�

Теорема 1.6.2. Пусть C — ненулевая редуцированная группа без кручения
и A — непериодическая, неделимая группа. Группа

Hom(A, C) = 0

тогда и только тогда, когда для редуцированной части A′ ̸= 0 группы A выпол-
няется:

1) если T (A′) = 0, то справедливо одно из условий:

a) A′ не содержит прямого слагаемого, изоморфного Z, и выполняется одно
из условий:

a1) для любого f ∈ Hom(A′, C) существует 0 ̸= c ∈ C такой, что
im(f) ⊆< c >;

a2) для любого гомоморфизма β : A′ → C найдётся гомоморфизм α :

A′ → Fm такой, что πα = β, т. е. следующая диаграмма

A′

α

}}||
||
||
||

β
��

Fm
π //C

коммутативна, где Fm — свободная группа и π — эпиморфизм;

b) для любого гомоморфизма φ ∈ Hom(A′, C) следует:

b1) существует сервантная подгруппа C ′ ранга 1 типа t(C ′) в группе C,
содержащая im(φ);

b2) для любого элемента a ∈ A′ такого, что t(a) < t(C ′), следует, что
a ∈ ker(φ);
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b3) группа A′ не содержит прямого слагаемого ранга 1, изоморфного C ′;

2) если T (A′) ̸= 0, то факторгруппа A′/T (A′) является либо непериодической
делимой группой, либо удовлетворяет условию 1).

Доказательство. Пусть A = A′ ⊕ D — непериодическая, неделимая группа,
где A′ — редуцированная и D — делимая части группы A. Пусть

T (A′) = 0.

Так как
Hom(A, C) ∼= Hom(A′, C)⊕ Hom(D, C)

и, как показано выше,
Hom(D, C) = 0.

Тогда из
Hom(A, C) = 0

следует, что
Hom(A′, C) = 0,

группа A′ при этом не содержит прямого слагаемого, изоморфного Z, и справед-
ливость условий a1) и b) также очевидна.

Пусть выполняется условие a1) и A′ не содержит прямого слагаемого, изоморф-
ного Z. Допустим противное, т. е. пусть

Hom(A, C) ̸= 0.

Поскольку C — редуцированная группа, то

Hom(A, C) ∼= Hom(A′, C).

Таким образом, существует

0 ̸= f ∈ Hom(A′, C),

т. е. найдется элемент
0 ̸= c ∈ C

такой, что
im(f) ⊆< c >∼= Z.
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Следовательно,
im(f) ∼= Z.

Так как f будет расщепляться, то в группе A′ найдется прямое слагаемое, изо-
морфное Z, что противоречит допущению.

Докажем, что выполняется условие a2). Пусть для определённости группа C
содержит систему образующих мощности m, тогда существует эпиморфизм

π : Fm → C

[50, следствие 14.3], где
Fm = ⊕

m
Z.

Так как
Hom(A′, ⊕

m
Z) ⊆ Hom(A′,

∏
m

Z) ∼=
∏
m

Hom(A′, Z)

и
Hom(A′, Z) = 0

[81, теорема 3], то
Hom(A′, ⊕

m
Z) = 0.

Таким образом, следующая диаграмма

A′

α

}}{{
{{
{{
{{

β
��

Fm
π //C

коммутативна, где
α = β = 0.

Обратно. Пусть A′ не содержит прямого слагаемого, изоморфного Z, и диа-
грамма в условии теоремы коммутативна, т. е.

πα = β,

где
Fm = ⊕

m
Z.

Тогда
Hom(A′, Z) = 0
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[81, теорема 3] и, следовательно,

Hom(A′, ⊕
m
Z) = 0,

т. е. α = 0. Тогда β = 0.

Пусть выполняется условие b) и допустим противное, т. е. пусть

Hom(A, C) ̸= 0.

Поскольку C — редуцированная группа, то

Hom(A′, C) ̸= 0.

Следовательно, существуют

0 ̸= φ ∈ Hom(A′, C)

и C ′ — сервантная подгруппа ранга 1 группы C такие, что

im(φ) ⊆ C ′.

Так как при гомоморфизме типы элементов не уменьшаются и для любого эле-
мента

d ∈ A′

такого, что
t(d) < t(C ′),

имеем
d ∈ ker(φ).

Поэтому для любого элемента
a ∈ A′

такого, что
φ(a) ̸= 0,

получим
t(φ(a)) = t(C ′),

т. е.
t(im(φ)) = t(C ′).
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Так как
r(im(φ))=r(C ′) = 1

и
t(im(φ)) = t(C ′),

то
im(φ) ∼= C ′.

Следовательно,
A′/ ker(φ) ∼= C ′

и все элементы A′ \ ker(φ) имеют тип t(C ′). Поскольку ker(φ) — сервантная под-
группа в группе A′, то ker(φ) — прямое слагаемое группы A′ [51, предложение
86.5], имеющее дополнительное прямое слагаемое, изоморфное C ′, что противо-
речит допущению.

2) Пусть
T (A′) ̸= 0

и
Hom(A, C) = 0,

тогда
Hom(A′, C) = 0.

Рассмотрим точную последовательность

0 −→ T (A′)
α−→ A′ β−→ A′/T (A′) −→ 0,

которая индуцирует точную последовательность

0 −→ Hom(A′/T (A′), C)
β∗

−→ Hom(A′, C)
α∗
−→ Hom(T (A′), C). (1.6.1)

Так как
Hom(A′, C) = 0,

то β∗ — изоморфизм и, следовательно,

Hom(A′/T (A′), C) = 0,
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т. е. группа A′/T (A′) является либо непериодической делимой группой, либо удо-
влетворяет условию 1) данной теоремы.

Обратно. Пусть группаA′/T (A′) является либо непериодической делимой груп-
пой, либо удовлетворяет условию 1) данной теоремы, тогда

Hom(A′/T (A′), C) = 0.

Поскольку T (A′) — периодическая группа, а C — группа без кручения, то

Hom(T (A′), C) = 0

и, как следует из точности последовательности (1.6.1),

Hom(A′, C) = 0.

Тогда из изоморфизма

Hom(A, C) ∼= Hom(A′, C)⊕ Hom(D, C)

и равенства
Hom(D, C) = 0

следует, что Hom(A, C) = 0.

�

В данной главе были получены следующие важные результаты:
— получено описание нередуцированной абелевой группы, имеющей регулярный
центр кольца эндоморфизмов (теорема 1.1.9). Найдены необходимые и достаточ-
ные условия регулярности центра кольца эндоморфизмов редуцированной абеле-
вой группы (теорема 1.1.10);
— найдены необходимые и достаточные условия регулярности кольца эндомор-
физмов редуцированной абелевой группы (теорема 1.1.12);
— получено описание нередуцированной абелевой группы, имеющей коммутатив-
ное кольцо эндоморфизмов (предложение 1.2.3). Выделен класс абелевых групп, в
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котором исследование смешанных групп с коммутативным кольцом эндоморфиз-
мов сводится к исследованию групп без кручения с соответствующим кольцом
эндоморфизмов (теорема 1.2.4);
— в теореме 1.3.3 даётся описание групп с самоинъективным центром кольца эн-
доморфизмов из некоторого класса S;
— получен критерий (вполне) транзитивной редуцированной группы (теорема
1.4.6). Найдены некоторые необходимые и достаточные условия транзитивности
прямого слагаемого транзитивной группы (теорема 1.4.8);
— в следствии 1.5.3 предлагается описание сепарабельных прямых произведений
произвольных абелевых редуцированных групп;
— в лемме 1.6.1 и теореме 1.6.2 даются некоторые необходимые и достаточные
условия равенства нулю группы Hom(A, C) для произвольной группы без кру-
чения C.
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Глава 2

О радикале Джекобсона кольца
эндоморфизмов абелевых
групп

2.1 О радикале Джекобсона кольца эндоморфизмов однородной

сепарабельной группы без кручения

Напомним некоторые понятия.
Абелева группа A называется сепарабельной, если любую её конечную систему

элементов {a1, . . . , an} можно вложить во вполне разложимое прямое слагаемое
S группы A.

Абелева группа называется вполне разложимой , если она является прямой
суммой абелевых групп, каждая из которых изоморфна подгруппам групп Q или
Z(p∞).

Группа без кручения A, в которой все ненулевые элементы имеют один и тот
же тип, называется однородной.

Напомним, что под радикалом Джекобсона J(E(G)) кольца эндоморфизмов
E(G) группы G будем понимать следующую его характеризацию:

J(E(G)) = {α ∈ E(G) | ∀ β ∈ E(G), (1− αβ) ∈ Aut(G)}

[69, гл. 4, §15, теорема 15.3].
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Лемма 2.1.1. Пусть G — редуцированная группа без кручения и α ∈ E(G).

Для того чтобы α ∈ Aut(G), необходимо и достаточно выполнения равенств

ker(α)
∩

pG = 0 и α(q G) = q G

для некоторых p, q ∈ π(G).

Доказательство. Необходимость. Первое равенство следует из того, что

α ∈ Aut(G).

Покажем справедливость второго равенства. Включение

α(pG) ⊆ pG

для любого p ∈ π(G) получаем из вполне характеристичности подгруппы pG.

Обратно. Пусть x ∈ pG, тогда

x = α(α−1(x)).

Так как
α−1(x) ∈ pG,

то
x ∈ α(pG).

Достаточность. Пусть x ∈ ker(α). Тогда для

p ∈ π(G)

такого, что
ker(α)

∩
pG = 0,

следует, что
α(px) = p(αx) = 0.

Следовательно,
px ∈ ker(α)

∩
pG = 0.

Поскольку G — группа без кручения, то x = 0.

Покажем, что α — сюръективное отображение. Рассмотрим произвольный эле-
мент y ∈ G. Так как

α(q G) = q G
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для некоторого
q ∈ π(G),

то существует x ∈ G такой, что

α(qx) = qy.

Тогда
q(α(x)− y) = 0

и, следовательно,
α(x) = y

поскольку G — группа без кручения. Таким образом,

α ∈ Aut(G).

�

По аналогии с идеалом H(G), введённого Р.С. Пирсом для сепарабельных p-
групп G, в [119] для редуцированных групп без кручения G определяется идеал

H ′(G) = {φ ∈ E(G) | ∀p ∈ π(G), ∀x ∈ G, hp(x) <∞ ⇒

⇒ hp(x) < hp(φ(x)} =
∩

p∈π(G)

pE(G).

Рассмотрим также для редуцированной группы без кручения G множество

TF (G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈ G, ∀β ∈ E(G) и

yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x),

n ∈ N, последовательность {yn}n∈N сходится}.

Сходимость последовательности {yn}n∈N рассматривается здесь относительно
Z-адической топологии группы G, которая определяется аналогично p-адической
топологии. Разница лишь в том, что множество индексов N упорядочено так, что
n ≤ m тогда и только тогда, когда n делит m. Естественно также, что вместо
подгрупп pnG берутся подгруппы nG.
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Предложение 2.1.2. Пусть G — редуцированная группа без кручения, тогда

H ′(G)
∩

TF (G) ⊆ J(E(G)).

Доказательство. Рассмотрим произвольное

α ∈ H ′(G)
∩

TF (G).

Покажем, что для любого β ∈ E(G) следует, что

(1− αβ) ∈ Aut(G).

Согласно лемме 2.1.1 для этого достаточно проверить выполнимость двух усло-
вий:

1) ker(1− αβ)
∩

pG = 0

и
2) (1− αβ)qG = qG

для некоторых
p, q ∈ π(G).

1) Допустим противное, т. е. пусть для каждого

p ∈ π(G)

существует
0 ̸= x ∈ ker(1− αβ)

∩
pG.

Тогда
(1− αβ)(x) = 0.

Следовательно,
x = (αβ)(x),

т. е.
hp(x) = hp((αβ)(x))

для любого p ∈ π(G). Полученное равенство высот элементов приводит к проти-
воречию, так как

αβ ∈ H ′(G).
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2) Имея включение
(1− αβ)qG ⊆ qG,

покажем, что
qG ⊆ (1− αβ)qG,

где
q ∈ π(G).

Рассмотрим произвольный элемент a ∈ qG. Так как α ∈ TF (G), то для любого
β ∈ E(G) и

yn = a+ (αβ)(a) + . . .+ (αβ)n−1(a)

последовательность
{yn}n∈N

сходится относительно Z-адической топологии группы G. Пусть

y = lim
n→∞

yn.

Имеем

(1− αβ)y = (1− αβ) lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(1− αβ)(yn) =

= lim
n→∞

(a− (αβ)n(a)) = a− lim
n→∞

(αβ)n(a).

Поскольку
αβ ∈ H ′(G),

то
(αβ)n(a) ∈

∩
p∈π(G)

pnG

для каждого n ∈ N и, значит,

lim
n→∞

(αβ)n(a) = 0.

Таким образом,
(1− αβ)(y) = a.

Так как
a ∈ qG,
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то существует
a1 ∈ G

такой, что
a = qa1.

Тогда имеем
yn = q(a1 + (αβ)(a1) + . . .+ (αβ)n−1(a1)) ∈ qG

для любого n ∈ N. Так как
y = lim

n→∞
yn,

то существует k ∈ N такой, что

y − yn ∈ qG

для любого n ≥ k. Следовательно,

y ∈ qG.

Таким образом, показано, что H ′(G)
∩
TF (G) ⊆ J(E(G)).

�

Напомним, что редуцированная группа без кручения G называется вполне
транзитивной, если для любых элементов

0 ̸= a, b ∈ G

таких, что
hp(a) ≤ hp(b)

при всех простых чисел p существует

φ ∈ E(G)

со свойством
φ(a) = b.

Теорема 2.1.3. Пусть редуцированная группа G удовлетворяет одному из
следующих условий:
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1) G — однородная вполне транзитивная группа;

2) rp(G) ≤ 1 для всякого простого числа p, тогда

H ′(G)
∩

TF (G) = J(E(G)).

Доказательство. Поскольку группа G удовлетворяет условию 1 или 2, то

J(E(G)) ⊆ H ′(G)

[31, гл. 4, §22, предложение 22.4]. Согласно предложению 2.1.2 осталось показать,
что

J(E(G)) ⊆ TF (G).

Рассмотрим произвольное
α ∈ J(E(G)),

тогда для любого β ∈ E(G) следует, что

1− αβ ∈ Aut(G).

Пусть a ∈ G и
yn = a+ (αβ)(a) + . . .+ (αβ)n−1(a)

для любого n ∈ N. Покажем, что последовательность

{yn}n∈N

сходится. Действительно, так как

1− αβ ∈ Aut(G),

то существует b ∈ G такой, что

(1− αβ)(b) = a.

Тогда имеем

yn = a+ (αβ)(a) + . . .+ (αβ)n−1(a) = (1− (αβ)n)(b)

или
b− yn = (αβ)n(b).
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Поскольку
αβ ∈ J(E(G)) ⊆ H ′(G),

то
hp((αβ)

n(b)) ≥ n

для каждого
p ∈ π(G)

и при любом
n ∈ N,

т. е.
(αβ)n(b) ∈

∩
p∈π(G)

pnG

при любом n ∈ N. Следовательно,

b = lim
n→∞

yn.

�

Следствие 2.1.4. Пусть редуцированная группа без кручения G является
или однородной алгебраически компактной, или однородной сепарабельной
группой. Тогда

H ′(G)
∩

TF (G) = J(E(G)).

Доказательство.Вытекает из предыдущей теоремы и из того факта, что реду-
цированная однородная алгебраически компактная и редуцированная однородная
сепарабельная группы без кручения вполне транзитивны [31, гл. 4, §22, примеры
а) и б)].

�

Таким образом, в следствии 2.1.4 показывается, в частности, описание ради-
кала Джекобсона кольца эндоморфизмов однородной сепарабельной группы без
кручения, что является некоторым решением первой части проблемы 18 б) из [31].
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2.2 О радикале Джекобсона кольца эндоморфизмов

периодической группы

Напомним некоторые понятия.
Редуцированная периодическая группа A называется сепарабельной, если лю-

бую её конечную систему элементов {a1, . . . , an} можно вложить в прямое сла-
гаемое S группы A, являющееся прямой суммой циклических p-групп.

Заметим, что редуцированная p-группа сепарабельна тогда и только тогда, ко-
гда она не содержит ненулевые элементы бесконечной p-высоты.

Далее для всякого порядкового числа σ под подгруппой pσG[p] группы G под-
разумевается подгруппа

pσG
∩

G[p].

Следующее свойство некоторых подгрупп будем использовать в дальнейшем.

Замечание 2.2.1. Для всякого натурального числа m, порядкового числа σ
и простого числа p подгруппы mG, G[m], pσG и pσG[p] являются вполне харак-
теристическими в группе G.

Ниже показывается, что лемма 13.1 [119], доказанная Р.С. Пирсом для сепара-
бельных p-групп, будет справедлива и в более общем случае.

Предложение 2.2.1. Пусть G — редуцированная p -группа и α ∈ E(G). Для
того чтобы α ∈ Aut(G), необходимо и достаточно выполнение равенств

ker(α)
∩

G[p] = 0 и α(pσG[p]) = pσG[p]

для любого порядкового числа σ.

Доказательство.Поскольку необходимость очевидна, то докажем достаточ-
ность. Если

α(x) = 0 и o(x) = pk,

то
o(pk−1x) = p
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и
α(pk−1x) = pk−1(α(x)) = 0.

Таким образом,
pk−1x ∈ ker(α)

∩
G[p] = 0,

что противоречит порядку элемента x. Следовательно,

ker(α) = 0.

Покажем, что α — сюръективное отображение. Рассмотрим произвольное

y ∈ G,

где
o(y) = pk, k ∈ N.

Доказательство проведём индукцией по k. Пусть k = 1 и

h∗p(y) = σ,

тогда из равенства
α(pσG[p]) = pσG[p]

следует существование
x ∈ pσG[p]

такого, что
α(x) = y.

Пусть для любого l ∈ N такого, что

1 ≤ l ≤ k − 1,

утверждение справедливо. Пусть l = k и рассмотрим элемент pk−1y, принадле-
жащий pσG[p] для некоторого порядкового числа

σ ≥ k − 1.

Тогда из равенства
α(pσG[p]) = pσG[p]
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следует существование
x1 ∈ pσG[p]

такого, что
α(x1) = pk−1y.

Так как
σ ≥ k − 1,

то
pσG[p] ⊆ pσG ⊆ pk−1G.

Поэтому существует x ∈ G такой, что

x1 = pk−1x.

Тогда
pk−1y = α(x1) = αpk−1x

и
pk−1(y − αx) = 0.

Следовательно,
o(y − αx) ≤ pk−1,

и по предположению индукции существует z ∈ G такой, что

y − αx = αz,

т. е.
y = α(x+ z) ∈ im(α).

Таким образом,
im(α) = G

и α ∈ Aut(G).

�

Р.С. Пирс в [119] для редуцированной p -группы G без элементов бесконечной
p-высоты (т. е. для сепарабельной p -группы) вводит идеал

H(G) = {α ∈ E(G) | ∀ x ∈ G[p], hp(x) <∞ ⇒ hp(x) < hp(αx)}.
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Здесь hp(x) < ∞ означает, что hp(x) = k для некоторого неотрицательного
целого числа k.

Пусть G — редуцированная p -группа. Введём по аналогии с идеалом H(G)

идеал
H∗(G) = {α ∈ E(G) | ∀ 0 ̸= x ∈ G[p] ⇒ h∗p(x) < h∗p(αx)}.

В следующем утверждении рассматривается более общий случай, чем в [31,
предложение 20.2].

Лемма 2.2.2. Пусть G — редуцированная p -группа, тогда

J(E(G)) ⊆ H∗(G).

Доказательство. Допустим противное, т. е. пусть существуют

α ∈ J(E(G))

и
0 ̸= x ∈ G[p]

такие, что
h∗p(x) = h∗p(α(x)) = σ.

Если σ — конечное порядковое число (доказательство этого случая является до-
казательством предложения 20.2 в [31], но для полноты изложения приведём его
здесь), то в силу [50, следствие 27.2] имеем

G =< a >
⊕

A =< b >
⊕

B,

где
α(x) ∈< a > и x ∈< b > .

Так как
h∗p(x) = h∗p(α(x)),

то
o(a) = o(b).

Следовательно, существует изоморфизм

β :< a >→< b >
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такой, что
β(α(x)) = x.

Пусть
π : G→< a >

— каноническая проекция. Тогда

(1− βπα)(x) = 0,

где
(1− βπα)

— автоморфизм группы G. Следовательно,

x ∈ ker(1− βπα),

что приводит к противоречию с выбором элемента x. Пусть σ — бесконечное
порядковое число. Представим группу G в виде

G =< b >
⊕

B.

Пусть
a ∈< b >, h∗p(a) = k и o(a) = p.

Тогда
h∗p(α(x) + a) = h∗p(x+ a) = k

и
o(α(x) + a) = o(x+ a) = p.

Следовательно, существуют разложения

G =< c >
⊕

C =< d >
⊕

D,

где
α(x) + a ∈< c >

и
x+ a ∈< d > .
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Проводя аналогичные рассуждения, как это сделано выше, находим эндоморфизм
φ ∈ E(G) такой, что

φ :< c >→< d >,

причём
φ(α(x) + a) = x+ a

и
φ(C) = 0.

Тогда
(1− φα)(x) = φ(a)− a.

Представим элемент a в виде следующих разложений:

a = nc+ u = md+ v,

где
nc ∈< c >, u ∈ C, md ∈< d > и v ∈ D.

Следовательно, имеем

(1− φα)(x) = φ(nc+ u)− (md+ v) = (φ(nc)−md) + (−v),

где
φ(nc)−md ∈< c >

и
(−v) ∈ D.

Так как
φ(nc)−md ∈< c >,

то
h∗p(φ(nc)−md) = s

— конечное порядковое число. Тогда

h∗p((1− φα)(x)) = min{h∗p(φ(nc)−md), h∗p(−v)} ≤ s.

Таким образом, эндоморфизм (1−φα) группы G понизил высоту элемента x, что
приводит к противоречию. �
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Приведём лемму, доказанную Р.С. Пирсом в [119, лемма 14.5].

Лемма 2.2.3 (Пирс). Пусть G — сепарабельная p-группа. Равенство

J(E(G)) = H(G)

имеет место тогда и только тогда, когда выполняется следующее условие:

если x ∈ G[p],

α ∈ H(G) и

yn = x+ α(x) + . . .+ αn−1(x), (>)

то существует y ∈ G такой, что

hp(y − yn) → ∞ при n→ ∞.

Последовательность {yn}n∈N, введённая Р.С. Пирсом в данной лемме, как будет
показано ниже, играет существенную роль при описании элементов из радикала
Джекобсона кольца эндоморфизмов сепарабельной p-группы.

Для сепарабельной p-группы G рассмотрим множество

Sp(G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈ G[p], ∀β ∈ E(G) и

yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x), n ∈ N,

последовательность {yn}n∈N сходится}.

Сходимость последовательности {yn}n∈N рассматривается здесь в p-адической
топологии группы G.

Напомним, что последовательность {gi}i∈N элементов группыG сходится к пре-
делу g ∈ G в p-адической топологии группыG, если для любого n ∈ N существует
k ∈ N такое, что

g − gi ∈ pnG,

как только i ≥ k.

Заметим также, что при доказательстве следующего утверждения использова-
лись методы, разработанные Р.С. Пирсом для доказательства леммы 14.5 в [119].
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Теорема 2.2.4. Радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов сепарабельной
p-группы G имеет вид

J(E(G)) = Sp(G)
∩

H(G).

Доказательство. Покажем, что

J(E(G)) ⊆ Sp(G)
∩

H(G).

Поскольку
J(E(G)) ⊆ H(G)

(см. лемму 2.2.2 или [119, леммы 14.2 и 14.4]), то осталось показать, что

J(E(G)) ⊆ Sp(G).

Рассмотрим произвольное α ∈ J(E(G)), тогда

(1− αβ) ∈ Aut(G)

для любого β ∈ E(G). Следовательно, для любого x ∈ G[p] найдётся y ∈ G[p]

такой, что
(1− αβ)(y) = x.

Пусть
yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x)

для любого n ∈ N, тогда

yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x) =

= (1 + αβ + . . .+ (αβ)n−1)(x) =

= (1 + αβ + . . .+ (αβ)n−1)(1− αβ)(y) = (1− (αβ)n)(y).

Покажем, что
y = lim

n→∞
yn.

Рассмотрев произвольное n ∈ N и k = n+ 1, покажем, что

y − yi ∈ pnG

для любого i ≥ k. Действительно,

y − yi = (αβ)i(y).
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Так как
αβ ∈ H(G),

то
hp((αβ)

i(y)) ≥ i ≥ k > n.

Следовательно,
y − yi = (αβ)i(y) ∈ pnG,

т. е.
y = lim

n→∞
yn.

Докажем справедливость обратного включения. Пусть

α ∈ Sp(G)
∩

H(G).

Согласно определению радикала Джекобсона кольца E(G) и предложению 2.2.1
достаточно показать, что для любого β ∈ E(G) выполняются следующие условия:

1) ker(1− αβ)
∩
G[p] = 0;

2) (1− αβ)pnG[p] = pnG[p] для любого n ∈ N.
Покажем, что выполняется условие 1). Допустим противное, т. е. пусть суще-

ствует
0 ̸= x ∈ ker(1− αβ)

∩
G[p].

Тогда
(1− αβ)(x) = 0

и, следовательно,
hp((αβ)(x)) = hp(x).

Последнее равенство противоречит тому, что

αβ ∈ H(G).

Проверим выполнение равенства 2). Пусть

x ∈ pkG[p].

Так как
α ∈ Sp(G),
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то последовательность {yn}n∈N сходится, где

yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x).

Так как
x ∈ pkG[p]

и pkG[p] — вполне характеристическая подгруппа, то

yn ∈ pkG[p]

для любого n ∈ N. Пусть
y = lim

n→∞
yn,

тогда существует t ∈ N такое, что

y − yn ∈ pkG[p],

как только n ≥ t. Следовательно,

y ∈ pkG[p].

Тогда имеем

hp((1− (αβ))(y)− x) = hp(((1− (αβ))(yn)− x)+

+ (1− (αβ))(y − yn)) =

= hp(−(αβ)n(x) + (1− (αβ))(y − yn)) ≥

≥ min{hp((αβ)n(x)), hp(y − yn)}.

Здесь учитывалось то, что
y − yn ∈ pkG[p]

(т. е. y − yn ∈ G[p])

и
αβ ∈ H(G),

тогда

hp(1− (αβ))(y − yn)) ≥ min{hp(y − yn), (αβ)(y − yn)} =

= hp(y − yn).
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Так как
hp((αβ)

n(x))

и
hp(y − yn)

стремятся к ∞ при n→ ∞, то

hp((1− (αβ))(y)− x) = ∞.

Следовательно,
(1− (αβ))(y)− x = 0,

поскольку G — сепарабельная p-группа. Таким образом,

x = (1− αβ)y

и справедливо равенство

(1− αβ)pkG[p] = pkG[p]

для любых
k ∈ N и β ∈ E(G).

Следовательно,
(1− αβ) ∈ Aut(G)

для любого β ∈ E(G), т. е.
α ∈ J(E(G)).

�

Следующее утверждение вытекает из леммы 14.5 [31] и теоремы 2.2.4.

Следствие 2.2.5. Для сепарабельной p-группы G следующие условия эквива-
лентны:

1) J(E(G)) = H(G);

2) если x ∈ G[p], α ∈ H(G) и

yn = x+ α(x) + . . .+ αn−1(x),

то существует y ∈ G такой, что h(y − yn) → ∞ при n→ ∞;
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3) H(G) ⊆ Sp(G).

Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) непосредственно следует из
леммы 14.5 [119]. Эквивалентность условий 1) и 3) вытекает из теоремы 2.2.4.

�

Доказательство следующего утверждения аналогично доказательству предло-
жения 2.2.1, но для полноты изложения приведём его.

Лемма 2.2.6. Пусть G — делимая p -группа и α ∈ E(G). Для того чтобы
α ∈ Aut(G), необходимо и достаточно выполнение равенств

ker(α)
∩

G[p] = 0 и α(G[p]) = G[p].

Доказательство. Необходимость. Первое равенство получим из определения
автоморфизма группы G. Включение

α(G[p]) ⊆ G[p]

следует из замечания 2.2.1. Пусть

x ∈ G[p].

Так как
α ∈ Aut(G),

то
x = α(α−1x).

Поскольку
α−1x ∈ G[p]

(см. замечание 2.2.1), то
x ∈ α(G[p]).

Достаточность. Если
α(x) = 0 и o(x) = pk,

то
o(pk−1x) = p и α(pk−1x) = 0.
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Тогда
pk−1x ∈ ker(α)

∩
G[p] = 0,

что противоречит порядку элемента x. Следовательно, ker(α) = 0.

Покажем, что α — сюръективное отображение. Рассмотрим произвольное
y ∈ G, где

o(y) = pk, k ∈ N.

Доказательство проведём индукцией по k. Пусть k = 1, тогда из равенства

α(G[p]) = G[p]

следует существование x ∈ G[p] такого, что α(x) = y.

Пусть для любого l ∈ N такого, что

1 ≤ l ≤ k − 1,

утверждение справедливо. Пусть l = k и рассмотрим элемент pk−1y, принадле-
жащий G[p]. Тогда из равенства

α(G[p]) = G[p]

следует существование x1 ∈ G[p] такого, что

α(x1) = pk−1y.

Так как G — делимая p -группа, то

G = pk−1G.

Следовательно, существует x ∈ G такой, что

x1 = pk−1x.

Тогда
pk−1y = α(x1) = αpk−1x

и
pk−1(y − αx) = 0.

Следовательно,
o(y − αx) ≤ pk−1,
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и по предположению индукции существует z ∈ G такой, что

y − αx = αz,

т. е.
y = α(x+ z) ∈ im(α).

Таким образом,
im(α) = G и α ∈ Aut(G).

�

Замечание 2.2.2. Если G — делимая p -группа, то

J(E(G)) = pE(G).

Доказательство данного замечания можно найти в [102, лемма 2.2].

Пусть G — делимая p -группа. Рассмотрим идеал в кольце эндоморфизмов этой
группы

Lp(G) = {α ∈ E(G) | G[p] ⊆ ker(α)}.

Предложение 2.2.7. Пусть G — делимая p-группа, тогда

J(E(G)) = Lp(G).

Доказательство. Покажем, что

J(E(G)) ⊆ Lp(G).

Пусть
α ∈ J(E(G))

и допустим противное, т. е. пусть

α ̸∈ Lp(G).

Последнее означает, что существует

0 ̸= x ∈ G[p] \ ker(α).
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Тогда
α(x) = (pα1)(x) = α1(px) = 0

и, следовательно,
x ∈ ker(α),

что противоречит выбору элемента x.
Покажем, что

J(E(G)) ⊇ Lp(G).

Для этого необходимо доказать, что

(1− αβ) ∈ Aut(G)

для произвольных
α ∈ Lp(G) и β ∈ E(G).

Согласно лемме 2.2.6 покажем, что

ker(1− αβ)
∩

G[p] = 0.

Рассмотрим произвольный элемент

x ∈ ker(1− αβ)
∩

G[p],

тогда
(1− αβ)(x) = 0.

Следовательно,
x = (αβ)(x) = α(β(x)) = 0,

поскольку
β(x) ∈ G[p] ⊆ ker(α).

Также по лемме 2.2.6 необходимо показать, что

(1− αβ)(G[p]) = G[p].

Поскольку
(1− αβ)(G[p]) ⊆ G[p],

то для произвольного y ∈ G[p] имеем

(1− αβ)(y) = y − α(β(y)) = y
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(так как β(y) ∈ G[p] ⊆ ker(α)).

�

Заметим также, что некоторое описание радикала Джекобсона кольца эндо-
морфизмов делимой p-группы бесконечного ранга можно найти в работе [106].

Замечание 2.2.3. Пусть

G =
⊕

p∈P (G)

Tp(G)

— периодическая группа. Тогда

E(G) =
∏

p∈P (G)

E(Tp(G)),

J(E(G)) =
∏

p∈P (G)

J(E(Tp(G))).

Доказательство. Следует из [51, §106, упр. 4(а)] и [69, §15, упр. 4].
�

Следствие 2.2.8. Пусть G — делимая периодическая группа, тогда

J(E(G)) =
∏

p∈P (G)

Lp(Tp(G)).

Доказательство. Следует из замечания 2.2.3 и предложения 2.2.7.
�
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2.3 О радикале Джекобсона кольца эндоморфизмов смешанной

вполне разложимой группы

Пусть A — некоторая p-группа, тогда с ней можно связать следующие два
идеала её кольца эндоморфизмов:

H(A) = {δ ∈ E(A) | x ∈ A[p], hp(x) <∞ ⇒

⇒ hp(x) < hp(δx)}
и

F (A) = {δ ∈ E(A) | ∃k ∈ Z, k ≥ 0, δpkA[p] = 0}.

Пусть B — группа без кручения, D — делимая часть группы B. Обозначим
через

H ′(B) =

φ ∈ E(B)

∣∣∣∣∣∣∣∣
φ(x) = 0, если x ∈ D,

hp(φx) > hp(x), ∀p ∈ π(B),

если x ∈ B \D


идеал кольца E(B).

Пусть теперь C — некоторая вполне разложимая группа без кручения и

C = ⊕
t∈Ω(C)

Ct

— её каноническое разложение, где Ω(C) есть множество типов всех прямых сла-
гаемых группы C ранга 1, Ct — однородные компоненты группы C. Обозначим
через F ′(C) левый идеал кольца E(C), состоящий из эндоморфизмов

α ∈ E(C)

таких, что
r(α(Ct)) <∞

для всех
t ∈ Ω(C),

причём если группа Ct не почти делима, то

α(Ct) = 0.
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Напомним, что группа без кручения G называется почти делимой, если

1 ≤ |π(G)| < ℵ0.

Обозначим через N(G) сумму всех идеалов кольца E(G), состоящих из локаль-
но нильпотентных эндоморфизмов группы G. Эндоморфизм α группы G назы-
вается локально нильпотентным, если для всякого элемента a ∈ G существует
натуральное число n, зависящее от a, что αn(a) = 0.

Нам потребуется следующая лемма. Поскольку она является частным случаем
упр. 4 [50, с. 215], то мы приводим её без доказательства.

Лемма 2.3.1. . Пусть A — группа без кручения ранга 1, B — циклическая
группа порядка pn, где p — простое число, тогда

Hom(A, B) =

0, если pA = A,

Z(pn), если pA ̸= A.

Рассмотрим основной результат данного параграфа.

Теорема 2.3.2. Пусть G = G1⊕G2 — смешанная вполне разложимая группа,
где G1 = ⊕

i∈I
Ai — вполне разложимая периодическая группа, G2 = ⊕

j∈J
Bj — вполне

разложимая группа без кручения. Тогда

J( E(G)) = (J( E(G1))× J(E(G2)))⊕ Hom(G2, G1),

где
J(E(G1)) =

∏
p∈P

(H(Tp(G1))
∩

F (Tp(G1))),

J(E(G2)) = (H ′(G2)
∩

F ′(G2)) +N(G2),

группа
Hom(G2, G1) изоморфна подгруппе группы

∏
i∈I

AJi
i ,

Ji ⊆ J, причём
Bα ̸= piBα
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для любого α ∈ Ji и

Bα = piBα для любого α ∈ J \ Ji,

o(Ai) = pkii , i ∈ I и pi ∈ P.

Доказательство. Поскольку

G = G1 ⊕G2

— смешанная вполне разложимая группа, где

G1 = ⊕
i∈I
Ai

— вполне разложимая периодическая группа,

G2 = ⊕
j∈J
Bj

— вполне разложимая группа без кручения, то

Hom(G1, G2) = 0

[50, VIII, §43, свойство А)]. Тогда Hom(G2, G1) есть E(G1)-E(G2)-бимодуль, и
поэтому кольцо

E(G) =

(
E(G1) Hom(G2, G1)

0 E(G2)

)
является идеализацией этого бимодуля. Как хорошо известно [31, §21, упр.1], ра-
дикал Джекобсона кольца E(G) можно записать в виде

J(E(G)) =

(
J(E(G1)) Hom(G2, G1)

0 J( E(G2))

)
.

Отождествляя произведение

J(E(G1))× J(E(G2))

с (
J(E(G1)) 0

0 J( E(G2))

)
,

а бимодуль
Hom(G2, G1)
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с (
0 Hom(G2, G1)

0 0

)
,

получим, что

J( E(G)) = (J( E(G1))× J(E(G2)))⊕ Hom(G2, G1).

Поскольку G1 — периодическая группа, то

G1 = ⊕
p∈P

Tp(G1)

и, следовательно,
E(G1) =

∏
p∈P

E(Tp(G1))

[51, §106, упр.4(а)]. Как вытекает из [69, §15, упр. 4],

J(E(G1)) =
∏
p∈P

J(E(Tp(G1))).

Так как Tp(G1) — прямая сумма циклических p-групп, то

J(E(G1)) =
∏
p∈P

(H(Tp(G1))
∩

F (Tp(G1)))

[31, §20, теорема 20.10]. Из вполне разложимости группы G2 имеем

J(E(G2)) = (H ′(G2)
∩

F ′(G2)) +N(G2)

[31, §22, теорема 22.11].
Так как

G1 = ⊕
i∈I
Ai,

G2 = ⊕
j∈J
Bj,

то
Hom(G2, G1) = Hom(⊕

j∈J
Bj, ⊕

i∈I
Ai).

Как хорошо известно, точная последовательность

0 → ⊕
i∈I
Ai

γ→
∏
i∈I

Ai

индуцирует точную последовательность

0 → Hom(⊕
j∈J
Bj, ⊕

i∈I
Ai)

γ∗→ Hom(⊕
j∈J
Bj,

∏
i∈I

Ai).
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Учитывая, что

Hom(⊕
j∈J
Bj,

∏
i∈I

Ai) ∼=
∏
i∈I

∏
j∈J

Hom(Bj, Ai),

тогда по лемме 2.3.1, получим существование подмножества Ji (возможно, пусто-
го) во множестве J такого, что∏

j∈J

Hom(Bj, Ai) ∼= AJi
i ,

где
Bα ̸= piBα

для любого α ∈ Ji и
Bα = piBα

для любого α ∈ J \ Ji,
o(Ai) = pkii , i ∈ I и pi ∈ P.

Следовательно, группа Hom(G2, G1) изоморфна подгруппе группы
∏
i∈I
AJi
i .

�

В данной главе можно выделить следующие основные результаты:
получено описание радикала Джекобсона колец эндоморфизмов однородных се-
парабельных групп без кручения (следствие 2.1.4), сепарабельных p-групп (тео-
рема 2.2.4), смешанных вполне разложимых групп (теорема 2.3.2).
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Заключение

В данной работе можно выделить следующие наиболее важные результаты.
Получено описание нередуцированной абелевой группы, имеющей регулярный

центр кольца эндоморфизмов (теорема 1.1.9). Найдены необходимые и достаточ-
ные условия регулярности центра кольца эндоморфизмов редуцированной абе-
левой группы (теорема 1.1.10). Полученные результаты дают некоторое решение
одной из задач проблемы 16 [31].

Найдены необходимые и достаточные условия регулярности кольца эндомор-
физмов редуцированной абелевой группы (теорема 1.1.12), что является некото-
рым решением проблемы 7 из [108].

Получено описание нередуцированной абелевой группы, имеющей коммутатив-
ное кольцо эндоморфизмов (предложение 1.2.3). Выделен класс абелевых групп, в
котором исследование смешанных групп с коммутативным кольцом эндоморфиз-
мов сводится к исследованию групп без кручения с соответствующим кольцом
эндоморфизмов (теорема 1.2.4), что для данного класса групп является некото-
рым решением одной из задач проблемы 15 [31].

Получено описание абелевых групп из некоторого класса S с самоинъективным
центром кольца эндоморфизмов (теорема 1.3.3), что для данного класса являет-
ся некоторым решением одной из задач проблемы 16 [31]. Приводится пример
группы, не принадлежащей классу S с самоинъективным центром кольца эндо-
морфизмов.

Получен критерий (вполне) транзитивной редуцированной группы (теорема
1.4.6). Найдены некоторые необходимые и достаточные условия транзитивности
прямого слагаемого транзитивной группы (теорема 1.4.8), что является некото-
рым продвижением в решении проблемы 41 1) [31].

Получено описание сепарабельности прямых произведений произвольных абе-
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левых редуцированных групп (следствие 1.5.3), важность исследования которых
подчёркивает аналогичная задача, сформулированная как проблема в [93] для
векторных групп.

Найдены некоторые необходимые и достаточные условия равенства нулю груп-
пы гомоморфизмов из группы A в произвольную группу без кручения C (лемма
1.6.1, теорема 1.6.2), что является некоторым решением проблемы 2 из [14].

Получено некоторое описание радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов
однородной сепарабельной группы без кручения (следствие 2.1.4), что даёт неко-
торое решение первой задачи проблемы 18 б) из [31].

Получено некоторое описание радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов
сепарабельной p-группы (теорема 2.2.4), что даёт некоторое решение одной из
задач проблемы 17 из [31].

Получено некоторое описание радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов
смешанной вполне разложимой абелевой группы (теорема 2.3.2), что даёт неко-
торое решение проблемы 19 из [31].

Поскольку эти результаты дают некоторое описание изучаемых объектов, то
они могут быть полезны при исследовании абелевых групп и их колец эндомор-
физмов.

Автор выражает глубокую признательность своему научному консультанту
профессору Петру Андреевичу Крылову за внимание к работе и данные им по-
лезные советы.



144

Список условных обозначений, символов,
сокращений

N — множество натуральных чисел
Z — группа целых чисел
Q — группа (поле) рациональных чисел
Z(p∞) — квазициклическая группа
hp(a) (h

∗
p(a)) — высота (обобщённая высота) элемента a

Hp(a) — индикатор (ульмовская последовательность) элемента a
χA(a) или χ(a) — характеристика элемента a в группе без кручения A
H(a)A — высотная матрица элемента a в подгруппе A
Hp(a)A — строка высотной матрицы H(a)A, соответствующая простому числу p
E (A) — кольцо эндоморфизмов (абелевой группы A) аддитивной группы кольца
A

Hom(A, B) — группа гомоморфизмов из группы A в группу B
tA(a) или t(a) — тип элемента a в группе без кручения A
t(A) — тип однородной группы без кручения
T (A) — периодическая часть группы A

Tp(A) — p -компонента T (A)
A×B — произведение колец A и B
Qp — группа всех рациональных чисел со знаменателем, взаимно простым с p
Jp — группа целых p -адических чисел
Q∗
p — кольцо целых p-адических чисел

Z(m) — циклическая группа порядка m
< a > — циклическая группа, порожденная элементом a

o(a) — порядок элемента a
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A $ B — множество A строго содержится во множестве B
o(A) — порядок группы A

Zm — кольцо вычетов по модулю m

(m, n) — наибольший общий делитель натуральных чисел m и n
P — множество всех простых чисел
π(A) — множество всех простых чисел p таких, что pA ̸= A

P (A) — множество всех простых чисел p таких, что Tp(A) ̸= 0

Aut(A) — группа автоморфизмов группы A

End(A) — группа эндоморфизмов группы A

J(E(A)) = {α ∈ E(A) | ∀ β ∈ E(A), (1 − αβ) ∈ Aut(A)} — радикал Джекобсона
кольца эндоморфизмов группы A

rp(A) — p-ранг группы A

A[n] = {a ∈ A | na = 0} — подмножество элементов группы A

⊕
i∈I
Ai,

∏
i∈I
Ai — прямая сумма и прямое произведение групп (колец) Ai, i ∈ I, со-

ответственно
C(S) — центр кольца S
EndS(A) — кольцо эндоморфизмов правого S-модуль A
im(f) (ker(f)) — образ (ядро) гомоморфизма f
Fm — свободная группа с m свободными образующими
Ann R(A) — аннулятор левого R-модуля A
bfc(a) = {b ∈ G |H(a) ≤ H(b)} и lfc(a) = {b ∈ G | ∃φ ∈ E(G), φ(a) = b} — вполне
характеристические подгруппы, связанные с ненулевым элементом a

bc(a) =
{
b ∈ G | H(b) = H(a)

}
и lc(a) =

{
b ∈ G| ∃φ ∈ Aut(G), φ(a) = b

}
—

характеристические подмножества, связанные с ненулевым элементом a

weak(a) = {b ∈ G | ∃φ, ψ ∈ E(G), φ(a) = b, ψ(b) = a} — подмножество, связан-
ное с ненулевым элементом a

H ′(B) =

φ ∈ E(B)

∣∣∣∣∣∣ φ(x) = 0, если x ∈ D,

hp(φx) > hp(x),∀p ∈ π(B), если x ∈ B \D

 — идеал

кольца E(B), где D — делимая часть группы без кручения B
TF (G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈ G, ∀β ∈ E(G) и yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x),

n ∈ N, последовательность {yn}n∈N сходится} — подмножество эндоморфизмов
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группы без кручения G
pσG[p] = pσG

∩
G[p] — подгруппа группы G

H(G) = {α ∈ E(G) | ∀ x ∈ G[p], hp(x) < ∞ ⇒ hp(x) < hp(αx)} — идеал сепара-
бельной p-группы G

Sp(G) = {α ∈ E(G) | ∀x ∈ G[p],∀β ∈ E(G) и yn = x+ (αβ)(x) + . . .+ (αβ)n−1(x),

n ∈ N, последовательность {yn}n∈N сходится} — подмножество эндоморфизмов
сепарабельной p-группы G

Lp(G) = {α ∈ E(G) | G[p] ⊆ ker(α)} — идеал в кольце эндоморфизмов делимой
p-группы G

F (A) = {δ ∈ E(A) | ∃k ∈ Z, k ≥ 0, δpkA[p] = 0} — идеал в кольце эндоморфиз-
мов p-группы A

Ω(C) — множество типов всех прямых слагаемых вполне разложимой группы C

F ′(C) = {α ∈ E(C) | r(α(Ct)) <∞ для всех t ∈ Ω(C), причём, если группа Ct
не почти делима, то α(Ct) = 0 } — левый идеал кольца эндоморфизмов вполне
разложимой группы без кручения C
Ct — однородная компонента вполне разложимой группы без кручения C
N(G) — сумма всех идеалов кольца E(G), состоящих из локально нильпотентных
эндоморфизмов группы G

p |τ — обозначение того, что в некоторой заранее фиксированной характеристике,
принадлежащей типу τ, на месте, соответствующем простому числу p, стоит не
нуль
p∞|τ — обозначение того, что в каждой характеристике, принадлежащей типу τ,
на месте, соответствующем простому числу p, стоит ∞
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Список терминов

B-высокая подгруппа 20, 63
векторная группа 11, 19
вполне разложимая абелева груп-
па 11, 32, 125
(вполне) транзитивная группа 9

редуцированная 29, 112
без кручения 131

индуцированный автоморфизм 27,
102
кольцо действует (вполне) транзи-
тивно 10, 26
локально нильпотентный эндомор-
физм 38
однородная группа без круче-
ния 33, 125
почти делимая группа без круче-
ния 37
радикал Джекобсона кольца эндо-
морфизмов абелевой группы 12, 32,
125
регулярное кольцо 7, 17
регулярно разрешимое подколь-
цо 17, 53
самоинъективное кольцо 9, 21, 82
сепарабельная абелева группа 11, 31,
125

редуцированная периодичес-
кая 134
сильно однородные группы без
кручения 10
слабо транзитивная группа 24, 91
смешанная группа, удовлетворяю-
щая условию конечности 19, 61
существенный подмодуль 22, 83
эндотранзитивная группа 26, 95
psp-группа 19, 62
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