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Введение

Мультипликативные функции и дифференциалы Прима для специ-

альных характеров на компактной римановой поверхности нашли при-

ложения в уравнениях математической физики в работах П. Аппеля [15],

С.П. Новикова, И.М. Кричевера [6], в теоретической физике (Р. Дик [17;

18], С. Климек [26]), а также в аналитической теории чисел в работах

Х. Фаркаша, И. Кра [20] и в теории пространств Тейхмюллера в работах

Л.В. Альфорса, Л. Берса [1], С.Л. Крушкаля [7] и К. Эрла [19].

В работах Ф. Прима, Г. Роста [30], Р. Ганнинга [22], Х. Фаркаша, И.

Кра [20], В.В. Чуешева [12; 13], М.И. Головиной [3] начато построение

основ теории мультипликативных функций и дифференциалов Прима

на компактной римановой поверхности для произвольных характеров.

Отметим, что классическая теория абелевых дифференциалов и диффе-

ренциалов Прима строилась только на фиксированной компактной ри-

мановой поверхности.

В диссертационной работе А.А. Казанцевой построены основы теории

дифференциалов Прима на переменной конечной римановой поверхно-

сти и с переменными характерами. Причем используются новые средства

геометрической теории функций: пространства Тейхмюллера, группы

характеров, векторные расслоения из дифференциалов Прима над про-

странством Тейхмюллера, универсальное многообразие Якоби, рассло-

ения целых дивизоров с голоморфными сечениями над пространством

Тейхмюллера, сложная техника работы с классами дивизоров на рима-

новой поверхности и матричные аналоги тэта-рядов Пуанкаре.

В работе также дано построение теории однозначных мероморфных

функций и абелевых дифференциалов положительных порядков на ри-

мановой поверхности с конечным числом проколов, что является важ-
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ной составной частью задачи о построении теории мультипликативных

функций и дифференциалов Прима на римановых поверхностях F ′ ти-

па (g, n), g ≥ 2, n ≥ 1. В сравнении с компактным случаем [9; 20], по-

лучаем следующие различия: 1) Комплексное векторное пространство

голоморфных дифференциалов на компактной римановой поверхности

F конечномерно, а на поверхности F ′ (с проколами) бесконечномерно;

2) На поверхности F нет непостоянных голоморфных функций, а на F ′

существуют непостоянные голоморфные функции; 3) На компактной ри-

мановой поверхности F мероморфные функции и дифференциалы име-

ют конечное число нулей и полюсов, а в нашем случае возможно счетное

число нулей и полюсов.

Известно, что для построения теории однозначных дифференциалов

большую роль играют, так называемые, элементарные дифференциалы

положительных порядков [20], которые имеют минимальное количество

полюсов: либо один полюс порядка≥ 2, либо два простых полюса, и голо-

морфно зависящие от модулей [µ] компактных римановых поверхностей

Fµ. В данной работе дано полное конструктивное описание дивизоров

элементарных, как абелевых дифференциалов, так и дифференциалов

Прима всех родов. В классических работах не ставился вопрос о том,

как даже известные элементарные абелевы дифференциалы τ
(m)
Q , τPQ

[9; 20] зависят от модулей компактной римановой поверхности. В работе

А.А. Казанцевой впервые доказана голоморфная зависимость от моду-

лей [µ] для римановой поверхности F ′µ типа (g, n).

Метод дивизоров и применение многообразий Якоби для переменной

поверхности [19; 20] позволяют дать методы для развития теории, как

мультипликативных дифференциалов, так и однозначных дифференци-

алов. Векторные расслоения были изучены в работах Н. Стинрода [10],
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Г. Грауэрта [21] и поэтому результаты по теории функций в данной ра-

боте естественно сформулировать в терминах векторных расслоений над

пространствами Тейхмюллера.

В первой главе построены основы теории мультипликативных функ-

ций и дифференциалов Прима на переменной римановой поверхности

типа (g, n). Построены все виды элементарных дифференциалов Прима

для любых положительных порядков q ≥ 1 и переменных характеров на

переменной римановой поверхности типа (g, n), а так же мультиплика-

тивные функции и единицы на таких поверхностях. С помощью когомо-

логического расслоения Ганнинга над пространством Тейхмюллера Tg,n

изучены два важных векторных расслоения, состоящие из мероморфных

дифференциалов Прима, над произведением пространства Тейхмюллера

и группы характеров римановой поверхности типа (g, n). Кроме того, в

этих расслоениях найдены базисы дифференциалов Прима, которые го-

ломорфно зависят и от модулей римановой поверхности типа (g, n), и от

характеров. В частности, найдена размерность и построен базис в пер-

вой голоморфной группе когомологий де Рама для характеров на таких

поверхностях.

Во второй главе изучаются классические абелевы q−дифференциалы

на переменной поверхности типа (g, n) для q ≥ 1.Методы из первой гла-

вы, примененные к дифференциалам Прима, можно успешно применять

и для случая абелевых (однозначных) дифференциалов на переменных

конечных римановых поверхностях. Таким образом, в главе 2 построены

основы теории абелевых q−дифференциалов, как аналог теории диффе-

ренциалов Прима, включающие в себя: построение всех типов элемен-

тарных абелевых q−дифференциалов и описание двух важных вектор-

ных расслоений таких дифференциалов над пространством Тейхмюлле-
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ра Tg,n. Кроме того, для важного класса гиперэллиптических поверхно-

стей найдены явные базисы голоморфных абелевых q−дифференциалов

и дифференциалов Прима для несущественных характеров, которые го-

ломорфно зависят от точек ветвления (модулей) гиперэллиптических по-

верхностей.

В третьей главе двумя методами доказано существование мультипли-

кативных функций и q−дифференциалов Прима (q ≥ 1) для любых мат-

ричных характеров на компактной римановой поверхности рода g ≥ 2,

без условия регулярности функции, определяющей матричный тэта-ряд

Пуанкаре, на границе круга.
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Глава 1.

Дифференциалы Прима на переменной конечной римановой

поверхности

В главе 1 построены основы теории мультипликативных функций и

дифференциалов Прима на переменной римановой поверхности типа (g, n).

Найдены все виды элементарных дифференциалов Прима для произ-

вольных переменных характеров на переменной римановой поверхности

типа (g, n), а так же мультипликативные функции и единицы на таких

поверхностях. С помощью когомологического расслоения Ганнинга над

пространством Тейхмюллера Tg,n изучены два важных векторных рас-

слоения, состоящих из мероморфных дифференциалов Прима, над про-

изведением пространства Тейхмюллера и группы характеров римановой

поверхности типа (g, n). Кроме того, в этих расслоениях найдены бази-

сы дифференциалов Прима, которые голоморфно зависят и от модулей

римановой поверхности типа (g, n) и от характеров.

§1.1. Предварительные сведения

Абстрактная риманова поверхность есть пара (F,Σ), состоящая из

связного хаусдорфова топологического 2-многообразия F и комплексно-

аналитической структуры Σ на F [7; 20].

Пусть F — фиксированная гладкая компактная ориентированная по-

верхность рода g ≥ 2, с отмечанием {ak, bk}gk=1, т. е. упорядоченным на-

бором образующих для π1(F ), а F0 — компактная риманова поверхность

с фиксированной комплексно-аналитической структурой на F. Зафикси-

руем различные точки P1, . . . , Pn ∈ F. Пусть F ′ = F\{P1, . . . , Pn} —
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поверхность типа (g, n), n ≥ 1, g ≥ 2, и Γ′ — фуксова группа пер-

вого рода, инвариантно действующая в круге U = {z ∈ C : |z| < 1}

и униформизирующая поверхность F ′0, т. е. F ′0 = U/Γ′, которая имеет

алгебраическое представление Γ′ = 〈A1, . . . , Ag, B1, . . . , Bg, C1, . . . , Cn :
g∏
j=1

[Aj, Bj]C1 . . . Cn = I〉, где [A,B] = ABA−1B−1 для A,B ∈ Γ′, а I —

тождественное отображение. Здесь Aj, Bj, j = 1, . . . , g, — гиперболиче-

ские, а C1, . . . , Cn — параболические элементы [7].

Любая другая комплексно-аналитическая структура на F ′ задается

некоторым дифференциалом Бельтрами µ на F ′0, т. е. выражением ви-

да µ(z)dz/dz, которое инвариантно относительно выбора локального па-

раметра на F ′0, где µ(z) — комплекснозначная функция на F ′0 и нор-

ма ‖µ‖L∞(F ′0) < 1. Эту структуру на F ′ будем обозначать через F ′µ.

Ясно, что µ = 0 соответствует F ′0. Пусть M(F ′) — множество всех

комплексно-аналитических структур на F ′ с топологией C∞ сходимости

на F ′0, Diff+(F ′) — группа всех сохраняющих ориентацию гладких диф-

феоморфизмов поверхности F ′ на себя, которые оставляют неподвижны-

ми все проколы, и Diff0(F
′) — нормальная подгруппа в Diff+(F ′), со-

стоящая из всех диффеоморфизмов, гомотопных тождественному диф-

феоморфизму на F ′0. Группа Diff+(F ′) действует на M(F ′) по правилу

µ→ f ∗µ, где f ∈ Diff+(F ′), µ ∈ M(F ′). Тогда пространство Тейхмюл-

лера Tg,n(F ′) = Tg,n(F ′0) есть фактор-пространство M(F ′)/Diff0(F
′) [1;

7].

Так как отображение U → F ′0 = U/Γ′ локальный диффеоморфизм, то

любой дифференциал Бельтрами µ на F ′0 поднимается до Γ′−дифферен-

циала Бельтрами µ на U, т. е. µ ∈ L∞(U), ‖µ‖∞ = esssupz∈U |µ(z)| < 1,

и µ(T (z))T ′(z)/T
′
(z) = µ(z), z ∈ U, T ∈ Γ′.

Если Γ′−дифференциал µ на U продолжить на C\U, положив µ =
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0, то существует единственный квазиконформный гомеоморфизм такой,

что wµ : C → C с неподвижными точками +1,−1, i, который является

решением уравнения Бельтрами wz = µ(z)wz. Отображение T → T µ =

wµT (wµ)−1 задает изоморфизм группы Γ′ на квазифуксову группу

Γ′µ = wµΓ′(wµ)−1 = 〈Aµ
1 , . . . , B

µ
g , C

µ
1 , . . . , C

µ
n :

g∏
j=1

[Aµ
j , B

µ
j ]Cµ

1 . . . C
µ
n = I〉.

Классические результаты Л. Альфорса, Л. Берса [1] и других авторов

утверждают, что: 1) Tg,n(F ′) является комплексным многообразием раз-

мерности 3g − 3 + n при g ≥ 2, n ≥ 1; 2) Tg,n(F ′) имеет единственную

комплексно-аналитическую структуру такую, что естественное отобра-

жение Ψ : M(F ′) → Tg,n(F ′) будет голоморфным и, при этом, Ψ имеет

только локальные голоморфные сечения; 3) элементы из Γ′µ голоморфно

зависят от модулей [µ] конечных римановых поверхностей F ′µ.

Два Γ′−дифференциала Бельтрами µ и ν будут конформно эквива-

лентными, если и только если wµT (wµ)−1 = wνT (wν)−1, T ∈ Γ′. Есте-

ственно, что выбор образующих {ak, bk}gk=1 ∪ {γ1, . . . , γn} в π1(F
′) экви-

валентен выбору системы образующих {aµk , b
µ
k}

g
k=1∪{γ

µ
1 , . . . , γ

µ
n} в π1(F

′
µ),

и {Aµ
j , B

µ
j }

g
j=1 ∪ {C

µ
1 , . . . , C

µ
n} в Γ′µ для любого [µ] из Tg,n. Отсюда полу-

чаем отождествления M(F ′)/Diff0(F
′) = Tg,n(F ′) = Tg,n(Γ′). При этом

имеем взаимно однозначное соответствие между классами дифференци-

алов Бельтрами [µ], классами конформно эквивалентных отмеченных

римановых поверхностей [F ′µ; {aµk , b
µ
k}

g
k=1 ∪ {γ

µ
1 , . . . , γ

µ
n}] и отмеченными

квазифуксовыми группами Γ′µ [1; 7].

В работе Л. Берса [1, с. 99] построены формы ζ1[µ] = ζ1([µ], ξ)dξ, . . . ,

ζg[µ] = ζg([µ], ξ)dξ, [µ] ∈ Tg, ξ ∈ wµ(U) такие, что для любого [µ] ∈ Tg

эти формы являются поднятиями на wµ(U) голоморфных на Fµ абелевых

дифференциалов ζ1[µ], . . . , ζg[µ], которые образуют канонический базис,

двойственный к каноническому гомотопическому базису {aµk , b
µ
k}

g
k=1 на
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Fµ, причем он голоморфно зависит от модулей [µ] для Fµ. Кроме того,

матрица b−периодов Ω(µ) = (πjk[µ])gj,k=1 на Fµ, состоит из комплексных

чисел πjk[µ] =
Bµk (ξ)∫
ξ

ζj([µ], w)dw, ξ ∈ wµ(U), и голоморфно зависит от [µ].

Для любых фиксированных [µ] ∈ Tg и ξ0 ∈ wµ(U) определим класси-

ческое отображение Якоби ϕ : wµ(U)→ Cg по правилу:

ϕj(ξ) =

ξ∫
ξ0

ζj([µ], w)dw, j = 1, . . . , g.

Фактор-пространство J(F ) = Cg/L(F ) называется отмеченным много-

образием Якоби для F = F0, где L(F ) — решетка над Z, порожден-

ная столбцами e(1), . . . , e(g), π(1), . . . , π(g) матрицы (Ig,Ω). Универсальное

многообразие Якоби рода g есть расслоенное пространство над Tg, слой

которого над [µ] ∈ Tg есть якобиан J(Fµ) поверхности Fµ [19; 20].

Далее, для любого натурального числа m > 1 существует расслоен-

ное пространство над Tg, у которого слой над [µ] ∈ Tg есть пространство

всех целых дивизоров степени m на Fµ. Голоморфные сечения этого рас-

слоения определяют на каждой Fµ целый дивизор Dµ степени m, кото-

рый голоморфно зависит от [µ]. Также существует голоморфное отобра-

жение ϕm из этого расслоения в универсальное расслоение Якоби, при

m ≥ 1, ограничение которого на слои является продолжением отобра-

жения Якоби ϕ : Fµ → J(Fµ). Известно, что для m = g отображение

ϕ : Fg[µ]\F 1
g [µ]→ Wg[µ]\W 1

g [µ] является аналитическим изоморфизмом,

где Fg[µ] — g−кратное симметрическое произведение поверхности Fµ

на себя и W 1
g [µ] = ϕ(F 1

g [µ]) имеет комплексную размерность, не превы-

шающую g − 2 [20]. Локальные голоморфные сечения этих расслоений

над окрестностью U([µ0]) ⊂ Tg можно получить (для любого m ≥ 1) из

локальных голоморфных сечений К. Эрла s для Ψ : M(F ) → Tg над

U([µ0]) [19].
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Характером ρ для F ′µ называется любой гомоморфизм ρ : (π1(F
′
µ), ·)→

(C∗, ·),C∗ = C \ {0}. Характер единственным образом задается упорядо-

ченным набором

(ρ(aµ1), ρ(bµ1), . . . , ρ(aµg ), ρ(bµg ), ρ(γµ1 ), . . . , ρ(γµn)) ∈ (C∗)2g+n.

Определение 1.1.1. Мультипликативной функцией f на F ′µ для

характера ρ назовем мероморфную функцию f на wµ(U) такую, что

f(Tz) = ρ(T )f(z), z ∈ wµ(U), T ∈ Γ′µ.

Определение 1.1.2. q−дифференциалом Прима относительно фук-

совой группы Γ′ для ρ, т. е. (ρ, q)−дифференциалом, называется диф-

ференциал ω(z)dzq такой, что ω(Tz)(T ′z)q = ρ(T )ω(z), z ∈ U,

T ∈ Γ′, ρ : Γ′ → C∗.

Определение 1.1.3. Абелевым дифференциалом первого рода назы-

вается голоморфный дифференциал. Абелевым дифференциалом второ-

го рода называется мероморфный дифференциал, у которого все выче-

ты равны нулю. Абелевым дифференциалом третьего рода называется

мероморфный дифференциал, который имеет хотя бы один простой

полюс на F [9; 20].

Если f0 — мультипликативная функция на Fµ для ρ без нулей и

полюсов, то

f0(P ) = f0(P0) exp

P∫
P0[µ]

2πi

g∑
j=1

cj([µ], ρ)ζj([µ]),

где P0[µ] = f s[µ](P0) ∈ Fµ, cj([µ], ρ) ∈ C, j = 1, . . . , g, cj зависят го-

ломорфно от [µ] и от ρ. При этом, интегрирование от фиксированной

точки P0[µ] до текущей точки P на переменной поверхности Fµ, и s[µ]

— сечение К. Эрла [19] над U([µ0]) ⊂ Tg. Получим, что характер ρ для

f0 имеет вид:

ρ(aµk) = exp 2πick([µ], ρ),
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ρ(bµk) = exp(2πi

g∑
j=1

cj([µ], ρ)πjk([µ])), k = 1, . . . , g.

Будем называть такие характеры ρ несущественными, а f0 (с та-

ким характером) — единицей. Характеры, которые не являются несу-

щественными, будем называть существенными на π1(Fµ). Обозначим

через Hom(Γ,C∗) группу всех характеров на Γ с естественным умно-

жением. Несущественные характеры образуют подгруппу Lg в группе

Hom(Γ,C∗).

Определение 1.1.4. Дифференциал Прима φ класса C1 на F ′ =

U/Γ′ для ρ называется мультипликативно точным, если φ = df(z)

и f(Tz) = ρ(T )f(z), T ∈ Γ′, z ∈ U, т. е. f — мультипликативная

функция на F ′ класса C2 для ρ.

Обозначим через Z1(Γ′µ, ρ) для ρ ∈ Hom(Γ′µ,C∗) множество всех отоб-

ражений φ : Γ′µ → C таких, что φ(ST ) = φ(S) + ρ(S)φ(T ), S, T ∈ Γ′µ [22].

Пусть φ - замкнутый дифференциал Прима на F ′ = F ′0 для ρ. Про-

интегрировав его, получим, что f(Tz) − f(Tz0) = ρ(T )(f(z) − f(z0)),

где φ = df(z), z ∈ U, f(z) — интеграл Прима на круге U для φ, кото-

рый определяется с точностью до аддитивного слагаемого. Отсюда для

T ∈ Γ′ верно равенство f(Tz) = ρ(T )f(z) + φf,z0(T ), где φf,z0(T ) =

f(Tz0) − ρ(T )f(z0). Таким образом, определено φf,z0 : Γ′ → C отобра-

жение периодов для φ. Оно зависит от выбора интеграла Прима f(z)

на U и базисной точки z0. Если f1(z) = f(z) + c — другой интеграл

Прима для φ, то φf1,z0(T ) = φf,z0(T ) + cσ(T ), T ∈ Γ′. Легко прове-

рить, что оба отображения φf,z0 и φf1,z0 удовлетворяют коциклическо-

му соотношению φ(ST ) = φ(S) + ρ(S)φ(T ), S, T ∈ Γ′. Они принад-

лежат пространству Z1(Γ′, ρ) и представляют один и тот же класс пе-

риодов [φ] из H1(Γ′, ρ) = Z1(Γ′, ρ)/B1(Γ′, ρ) для дифференциала При-

ма φ на F ′, где B1(Γ′, ρ) – одномерное подпространство порожденное σ,
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σ(T ) = 1− ρ(T ), T ∈ Γ′.

Для замкнутого дифференциала Прима φ можно определить, так на-

зываемые, классические периоды. Для T ∈ Γ′ соответствующий ему

классический период φz0(T ) =
Tz0∫
z0

φ и верно равенство

φz0(T ) = φf,z0(T )− f(z0)σ(T ).

Следовательно, отображения вида T → φf,z0(T ) (периоды по Р. Ган-

нингу) и вида T → φz0(T ) (классические периоды) определяют один

и тот же класс периодов [φ] ∈ H1(Γ′, ρ) для дифференциала Прима φ

на F ′ для ρ. Поэтому корректно определено C−линейное отображение

p : φ → [φ] из векторного пространства замкнутых дифференциалов

Прима φ на F ′ для ρ в векторное пространство H1(Γ′, ρ).

Обозначим через Ω2,ρ(F
′
µ) пространство дифференциалов Прима вто-

рого рода с конечным числом полюсов на F ′µ для характера ρ [9; 20].

Лемма 1.1.1. Если ω ∈ Ω2,ρ(F
′
µ) имеет класс периодов [ω] = 0 в

H1(Γ′µ, ρ), то ω — мультипликативно точный дифференциал на F ′µ

для ρ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно доказать это для фиксированных

поверхности и характера. Классические периоды ωz0(γ̃1), . . . , ωz0(γ̃k) по-

лучаются при обходе по петлям γ̃1, . . . , γ̃k вокруг отдельных полюсов

Q1, . . . , Qk для дифференциала ω соответственно. Они все обращают-

ся в нуль, так как эти периоды равны вычетам относительно полюсов

второго или большего порядка для ветвей нашего многозначного диф-

ференциала.

Если класс периодов [ω] = 0, то отсюда классический период ωz0(T ) =

cσ(T ), c 6= 0 для любого T, где ωz0(T ) = f(Tz0)− f(z0) = c(1− ρ(T )), а

f — некоторый интеграл Прима для ω. Тогда f̃ = (f − c) будет муль-

типликативной функцией для ρ и ω = df̃ = d(f − c). Поэтому, пери-
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оды по Ганнингу ω̃z0(a1), . . . , ω̃z0(bg), ω̃z0(γ1), . . . , ω̃z0(γn) все равны нулю

для некоторого представителя из класса [ω]. Следовательно ω является

мультипликативно точным дифференциалом для ρ на F ′µ. Лемма 1.1.1

доказана.

Дивизором на Fµ назовем формальное произведение D = P n1
1 . . . P nk

k ,

Pj ∈ Fµ, nj ∈ Z, j = 1, . . . , k.

Обозначим через rρ(D−1) размерность комплексного векторного про-

странства мультипликативных функций f кратных дивизору D−1 для

характера ρ, и через iρ−1(D) – размерность комплексного векторного про-

странства дифференциалов Прима, кратных дивизору D для характера

ρ−1, соответственно на Fµ.

Теорема (Римана-Роха для характеров) [13; 20]. Пусть F — ком-

пактная риманова поверхность рода g ≥ 1. Тогда для любого дивизора

D на F и любого характера ρ верно равенство

rρ(D
−1) = degD − g + 1 + iρ−1(D).

Теорема (Абеля для характеров)[13; 20]. Пусть D — дивизор на от-

меченной переменной компактной римановой поверхности [Fµ, {aµ1 , . . . ,

aµg , b
µ
1 , . . . , b

µ
g}] рода g ≥ 1 и ρ — характер на π1(Fµ). Тогда D будет

дивизором мультипликативной функции f на Fµ для характера ρ ⇔

degD = 0 и

ϕ(D) =
1

2πi

g∑
j=1

log ρ(bµj )e(j)[µ]− 1

2πi

g∑
j=1

log ρ(aµj )π(j)[µ](≡ ψ(ρ, [µ]))

в Cg по модулю целочисленной решетки L(Fµ), порожденной столбца-

ми e(1)[µ], . . . , e(g)[µ], π(1)[µ], . . . , π(g)[µ], где ϕ[µ] : Fµ → J(Fµ).

Отметим, что, по теореме Л. Берса [1, c. 99], отображение ψ зависит

локально голоморфно от ρ и [µ].

Определение 1.1.5. Точка P называется мультипликативной точ-
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кой Вейерштрасса для несущественного (существенного) характера ρ

на F, если для P существует мультипликативный не пробел j, 1 < j ≤

g (1 < j ≤ g − 1), т. е. существует мультипликативная функция f

для ρ на F с единственным полюсом в P точно порядка j, 1 < j ≤ g

(1 < j ≤ g − 1) [13].

Теорема 1.1.1 [13]. Для любого q ≥ 1, q ∈ N, мультипликатив-

ные q−точки Вейерштрасса на переменной компактной римановой по-

верхности Fµ рода g > 1 локально голоморфно зависят от модулей [µ]

компактной римановой поверхности Fµ и от характеров ρ, а пробелы

в мультипликативных 1−точках Вейерштрасса и веса в мультипли-

кативных q-точках Вейерштрасса являются локально постоянными

функциями от [µ] и от ρ со значениями в N.

§1.2. Когомологическое расслоение Ганнинга на конечной

римановой поверхности

Обозначим через Z1(Γ′, ρ), для ρ ∈ Hom(Γ′,C∗), множество всех отоб-

ражений φ : Γ′ −→ C таких, что φ(ST ) = φ(S) +ρ(S)φ(T ), S, T ∈ Γ′ [22].

Отметим основные свойства таких отображений:

1) так как φ(S · I) = φ(S) + ρ(S)φ(I) и ρ(S) 6= 0, то φ(I) = 0;

2) φ(S−1) = −φ(S)
ρ(S) , так как 0 = φ(I) = φ(SS−1) = φ(S) + ρ(S)φ(S−1);

3) φ([A,B][C,D]) = φ([A,B])+ρ([A,B])φ([C,D]) = φ([A,B])+φ([C,D]),

так как ρ([A,B]) = 1;

4) φ([A,B]) = σ(B)φ(A)−σ(A)φ(B) для любых A,B ∈ Γ′, где σ(T ) =

1− ρ(T ), T ∈ Γ′.

Каждый элемент φ ∈ Z1(Γ′, ρ) единственным образом определяется

упорядоченным набором комплексных чисел φ(A1), . . . , φ(Ag), φ(B1), . . . ,

φ(Bg), φ(C1), . . . , φ(Cn).
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Лемма 1.2.1. Для любого φ ∈ Z1(Γ′, ρ) верно равенство

g∑
j=1

(σ(Bj)φ(Aj)− σ(Aj)φ(Bj)) + φ(C1) +
n−1∑
j=1

ρ(C1 . . . Cj)φ(Cj+1) = 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из равенства I =
g∏
j=1

[Aj, Bj]C1 . . . Cn следует,

что

0 = φ(I) = φ(

g∏
j=1

[Aj, Bj]) + ρ(

g∏
j=1

[Aj, Bj])φ(C1 . . . Cn) =

=

g∑
j=1

(σ(Bj)φ(Aj)− σ(Aj)φ(Bj)) + φ(C1 . . . Cn).

Найдем

φ(C1 . . . Cn) = φ(C1) + ρ(C1)φ(C2 . . . Cn) = φ(C1) + ρ(C1)(φ(C2)+

+ρ(C2)φ(C3 . . . Cn)) = φ(C1) + ρ(C1)φ(C2) + ρ(C1C2)φ(C3)+

+ρ(C1C2C3)φ(C4) + · · ·+ ρ(C1 . . . Cj)φ(Cj+1) + · · ·+ ρ(C1 . . . Cn−1)φ(Cn).

Лемма 1.2.1 доказана.

Голоморфный дифференциал Прима φ = φ(z)dz (q = 1) для характе-

ра ρ на F ′, определенный на односвязном круге U, может быть записан

в виде φ = df(z), где df(Tz) = ρ(T )df(z), f(Tz) = ρ(T )f(z) + φ(T ),

φ(T ) = φz0,f(T ) = f(Tz0)−ρ(T )f(z0) для любого T ∈ Γ′, z ∈ U, z0 ∈ U.

Легко проверить, что φ ∈ Z1(Γ′, ρ).

Пусть Γ′µ – квазифуксова группа первого рода типа (g, n), элементы

которой голоморфно зависят от модулей [µ], униформизирующая пере-

менную отмеченную конечную риманову поверхность F ′µ [7].

Лемма 1.2.2. Голоморфное главное Hom(Γ′,C∗)-расслоение

E =
⋃
[µ]

Hom(Γ′µ,C∗) аналитически эквивалентно тривиальному рассло-

ению Tg,n(F ′)×Hom(Γ′,C∗) над базой Tg,n(F ′).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Глобальная тривиализация (карта) Θ сопостав-

ляет паре ([F ′µ]; ρµ) ∈ [F ′µ]×Hom(Γ′µ,C∗) упорядоченный набор(
[F ′µ], ρµ(Aµ

1), ..., ρµ(Aµ
g ), ρµ(Bµ

1 ), ..., ρµ(Bµ
g ),

ρµ(Cµ
1 ), ..., ρµ(Cµ

n−1)
)
∈ [F ′µ]× [C∗]2g+n−1.

Она задает послойную биекцию из E на Tg,n(F ′)×[C∗]2g+n−1 и определяет

на E глобальную комплексную аналитическую структуру. Аналогично,

отображение Θ0 : ([F ′µ]; ρ) → ([F ′µ]; ρ(A1), . . . , ρ(Bg), ρ(C1), . . . , ρ(Cn−1))

задаёт глобальную карту на прямом произведении Tg,n(F ′)×Hom(Γ′,C∗).

Определим отображение ψ по правилу ψ : ([F ′µ]; ρµ) → ([F ′µ]; ρ), где

ρ(Aj) = ρµ(Aµ
j ), ρ(Bj) = ρµ(Bµ

j ), j = 1, ..., g, и ρ(Ck) = ρµ(Cµ
k ), k =

1, . . . , n− 1. Оно будет изоморфизмом из переменного слоя Hom(Γ′µ,C∗)

на постоянный слой Hom(Γ′,C∗) при каждом фиксированном [F ′µ]. В

картах Θ и Θ0 отображение ψ имеет вид (id; id), а значит будет биголо-

морфным изоморфизмом из E на произведение Tg,n(F ′) × Hom(Γ′,C∗)

над базой Tg,n(F ′). Лемма 1.2.2 доказана.

Рассмотрим Z1(Γ′µ, ρ) комплексное (2g+n−1)-мерное векторное про-

странство для ρ при n ≥ 1. Пусть B1(Γ′µ, ρ) — одномерное подпростран-

ство в Z1(Γ′µ, ρ), порожденное элементом σ при ρ 6= 1. Тогда H1(Γ′µ, ρ) =

Z1(Γ′µ, ρ)/B1(Γ′µ, ρ) — комплексное (2g + n − 2)-мерное векторное про-

странство для ρ 6= 1, и (2g + n − 1)-мерное пространство для ρ ≡ 1

[22].

В дальнейшем будем предполагать, что ρ(γµj ) = 1, j = 1, . . . , n.

Множество G′ =
⋃

[µ],ρ6=1

H1(Γ′µ, ρ) будем называть когомологическим

расслоением Ганнинга над базой Tg,n×Hom(Γ′,C∗)\{1} [22]. Для G′ при

ρ 6= 1 используем изоморфизм Ганнинга [22] между комплексным вектор-

ным пространствомH1(Γ′µ, ρ) и векторным пространствомHomρ([Γ
′
µ,Γ

′
µ],

C), состоящим из гомоморфизмов φ0 : [Γ′µ,Γ
′
µ]→ (C,+) с условием, что
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φ0(STS
−1) = ρ(S)φ0(T ), T ∈ [Γ′µ,Γ

′
µ], S ∈ Γ′µ. Здесь [Γ′µ,Γ

′
µ] — комму-

тант группы Γ′µ. Таким образом, расслоение G′ изоморфно векторному

расслоению
⋃

[µ],ρ 6=1

Homρ([Γ
′
µ,Γ

′
µ],C).

Кроме того, матрицы перехода для этого расслоения можно будет

определить через 2g координатных окрестностей Uj = {ρ : ρ(Aµ
j ) 6=

1}, Ug+j = {ρ : ρ(Bµ
j ) 6= 1}, j = 1, . . . , g, которые покрывают базу

Hom(Γ′µ,C∗)\{1}, при условии ρ(γµj ) = 1, j = 1, . . . , n. Для окрест-

ности U1 будет σ(Aµ
1) 6= 0. Любой элемент φ0 ∈ Homρ([Γ

′
µ,Γ

′
µ],C) при

ρ ∈ U1 можно задать как φ0 = φµ1 |[Γ′µ,Γ′µ] для φ
µ
1 ∈ Z1(Γ′µ, ρ) такого, что

φ1(A
µ
1) = 0 и φ1(T ) = σ(Aµ

1)−1φ0([T,A
µ
1 ]), T ∈ Γ′µ [22].

Теорема 1.2.1. Когомологическое расслоение Ганнинга G′ над

Tg,n(F ′)×(Hom(Γ′,C∗)\{1}) является голоморфным векторным рассло-

ением ранга 2g + n− 2 при n ≥ 1, g ≥ 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что G′|U [µ0]×Ul гомеоморфно U [µ0]×

Ul ×C2g+n−2, где координаты на слоях задаются так, что над U [µ0]× Ul

имеем

ξlj = φ0([A
µ

j̃
, Aµ

l ]) = σ(Aµ
l )φµl (Aµ

j̃
)− σ(Aµ

j̃
)φµl (Aµ

l ),

ηlj = φ0([B
µ

j̃
, Aµ

l ]) = σ(Aµ
l )φµl (Bµ

j̃
)− σ(Bµ

j̃
)φµl (Aµ

l ),

ζ lm = φ0[C
µ
m, A

µ
l ] = φl[C

µ
m, A

µ
l ] =

σ(Aµ
l )φl(C

µ
m)− σ(Cµ

m)φl(A
µ
l ) = σ(Aµ

l )φl(C
µ
m),

а над U [µ0]× Ug+l имеем

ξg+l
j = φ0([A

µ

j̃
, Bµ

l ]), ηg+l
j = φ0([B

µ

j̃
, Bµ

l ]),

ζg+l
m = φ0[C

µ
m, B

µ
l ] = φg+l[C

µ
m, B

µ
l ] = σ(Bµ

l )φg+l(C
µ
m),

j̃ = 1, . . . , (l − 1), l + 1, . . . , g, l = 1, . . . , g, m = 1, . . . , n.

Над U1 получаем соотношения:

ξ1
j = φ0([A

µ
j+1, A

µ
1 ]) = φµ1([Aµ

j+1, A
µ
1 ]) = σ(Aµ

1)φµ1(Aµ
j+1);

η1
j = φ0([B

µ
j+1, A

µ
1 ]) = σ(Aµ

1)φµ1(Bµ
j+1), j = 1, . . . , g − 1;
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ζ1
m = φ0[C

µ
m, A

µ
1 ] = φ1[C

µ
m, A

µ
1 ] = σ(Aµ

1)φ1(C
µ
m), m = 1, . . . , n.

Таким образом, координаты ξ1
j , η

1
j , ζ

1
m слоя над фиксированным ([µ], ρ)

однозначно задают числа φµ1(Aµ
1) = 0, φµ1(Aµ

2), . . . , φµ1(Aµ
g ), φµ1(Bµ

1 ), φµ1(Bµ
2 ),

. . . , φµ1(Bµ
g ), φµ1(Cµ

1 ), . . . , φµ1(Cµ
n), а значит и весь класс когомологий [φµ1 ],

где
g∑
j=1

(σ(Bµ
j )φ(Aµ

j )− σ(Aµ
j )φ(Bµ

j )) +
n∑
k=1

φ(Cµ
k ) = 0,

а значит

φµ1(Bµ
1 ) = σ(Aµ

1)−2

[
g−1∑
j=1

(
σ(Bµ

j+1)ξ
1
j − σ(Aµ

j+1)η
1
j

)
+ ζ1

1 + · · ·+ ζ1
n

]
.

Аналогично поступаем для остальных окрестностей.

Координаты ξlj, ηlj, ζ lm являются линейными комбинациями от φµl (Aµ
j ),

φµl (Bµ
j ), φµl (Cµ

m) с голоморфными коэффициентами на U [µ0]× (Uk ∩Ul),

так как φµl |[Γ′µ,Γ′µ] = φ0 = φµk |[Γ′µ,Γ′µ] над U [µ0] × (Uk ∩ Ul). Здесь φµk и φµl

определяются аналогично, как φµ1 над U1, над Uk и Ul соответственно.

Затем φµk(Aµ
j ), φµk(Bµ

j ), φµk(Cµ
m) — линейные комбинации от ξkj , ηkj , ζkm

с голоморфными коэффициентами на Uk. Поэтому координаты ξlj, η
l
j, ζ

l
m

будут линейными комбинациями от ξkj , ηkj , ζkm с голоморфными коэффи-

циентами на U [µ0]× (Uk
⋂
Ul). Таким образом, матрицы перехода Tk,l го-

ломорфны на U [µ0]× (Uk∩Ul) и G′ – голоморфное векторное расслоение

над Tg,n × (Hom(Γ′,C∗)\{1}. Теорема доказана.

Замечание 1.2.1. В случае n = 0 эта теорема доказана в статье

Ганнинга [22] для рода g = 2 и в книге [13] для рода g ≥ 2.

§1.3. Элементарные дифференциалы Прима

Для построения общей теории однозначных и мультипликативных

дифференциалов большую роль играют, так называемые, элементарные

дифференциалы [9; 20] любого порядка, которые имеют минимальное
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количество полюсов, т. е. это либо один полюс порядка ≥ 2, либо два

простых полюса, и голоморфно зависящие от характеров ρ и от модулей

[µ] римановых поверхностей. В этом параграфе будет найден общий вид

элементарных (ρ, q)−дифференциалов Прима на F ′µ.

Пространство M1(ρ) состоит из дифференциалов Прима для ρ на F ′,

которые имеют конечное число полюсов на F ′ и допускают мероморф-

ное продолжение на F. Пространство M2(ρ) состоит из дифференциалов

для ρ имеющих конечное число полюсов на F ′ и в проколах при анали-

тическом продолжении могут быть изолированные существенно особые

точки.

Предложение 1.3.1. Дивизор D степени (2g − 2)q является диви-

зором мероморфного (ρ, q)-дифференциала ω на компактной римановой

поверхности F рода g ≥ 2 для характера ρ при q ≥ 1, если и только

если ϕ(D) = −2Kq + ψ(ρ) в J(F ), где K – вектор констант Римана

голоморфно зависящий от модулей римановых поверхностей F и от

выбора базисной точки.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ω0 – абелев 1-дифференциал на F. Тогда

f = φ/ωq0 – мультипликативная функция на F для ρ. По теореме Абеля

для характеров имеем равенства:

ψ(ρ) = ϕ((f)) = ϕ((φ))− ϕ((ω0)
q) = ϕ(D) + 2Kq.

Обратно, если ϕ(D) = −2Kq + ψ(ρ), degD = (2g − 2)q, то, учиты-

вая равенство ϕ((ω0)) = −2K, имеем ϕ(D) = qϕ((ω0)) + ψ(ρ). Поэтому

ϕ(D/(ω0)
q) = ψ(ρ) и по теореме Абеля существует функция f для ρ та-

кая, что (f) = D/(ω0)
q. Отсюда φ = fωq0 – дифференциал Прима для ρ

с (φ) = D. Предложение доказано.

Найдем общий вид (ρ, q)-дифференциалов с единственным полюсом в

точке Q точно порядка m ≥ 2 на F ′µ, где q ≥ 1.
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Теорема 1.3.1. Для любых точки Q, характера ρ на F ′µ типа (g, n),

g ≥ 2, n ≥ 1, и m ≥ 2, q ≥ 1 существует элементарный (ρ, q)-дифферен-

циал τ (m)
ρ,q;Q класса M1(ρ) с полюсом точно порядка m в точке Q, у ко-

торого общий вид дивизора (τ
(m)
ρ,q;Q) = R1...RN

Qm
1

P
k1
1 ...P knn

, где ϕ(R1 . . . Rg) =

−2K[µ]q + ϕ(Qm)− ϕ(Rg+1 . . . RN) + ϕ(P k1
1 ) + · · · + ϕ(P kn

n ) + ψ(ρ), kj ≥

0, j = 1, . . . , n, при этом точки Rg+1, . . . , RN выбираются произволь-

но на F ′µ\{Q}, и N = (2g − 2)q + m + k1 + · · · + kn. Кроме того, эти

дифференциалы локально голоморфно зависят от [µ] и ρ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме Римана-Роха для (ρ, q)-дифферен-

циалов на Fµ [13] найдем размерность iρ,q( 1

QmP
k1
1 ...P knn

) = dimC Ωq
ρ(

1

QmP
k1
1 ...P knn

),

где kj ≥ 0, kj ∈ N, j = 1, . . . , n. Имеем

iρ,q(D) = (g − 1)(2q − 1)− degD + r(
(f [µ])Zq−1

µ

D
),

где D = 1

QmP
k1
1 ...P knn

, Zq−1
µ — канонический класс дивизоров однозначных

(q−1)-дифференциалов на Fµ, f [µ] — любая мультипликативная функ-

ция для ρ на Fµ, локально голоморфно зависящая от [µ] и ρ [13]. Отсюда

iρ,q(
1

QmP
k1
1 ...P knn

) = (g−1)(2q−1)+m+k1+· · ·+kn ≥ 3. Здесь r( (f [µ])Zq−1µ

D ) =

0, так как deg(
(f [µ])Zq−1µ

D ) > 0 при наших условиях. Действительно, имеем

что deg(f [µ]) = 0, degZq−1
µ = (q − 1)(2g − 2) ≥ 0 и deg( 1

D) ≥ m > 0.

Также этот факт можно доказать по-другому. Если существует функция

g 6= 0 для ρ на Fµ с условием (g) ≥ QmP k1
1 . . . P kn

n (f [µ])Zq−1
µ , то

0 = deg(g) ≥ deg(QmP k1
1 . . . P kn

n (f [µ])Zq−1
µ ) ≥ 2.

Противоречие.

Ясно, что iρ,q( 1

QmP
k1
1 ...P knn

) = iρ,q(
1

Qm−1P
k1
1 ...P knn

) + 1. Следовательно суще-

ствует (ρ, q)-дифференциал τ (m)
ρ,q;Q с полюсом точно порядка m в точке Q

на Fµ, т. е. (τ
(m)
ρ,q;Q) = R1...RN

QmP
k1
1 ...P knn

на Fµ, Rj 6= Q, j = 1, . . . , N, а значит

(τ
(m)
ρ,q;Q) = R1...RN

Qm на F ′µ.
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Такие (ρ, q)-дифференциалы ω = τ
(m)
ρ,q;Q из M1(ρ) на F ′µ определяются

неединственно на F ′µ из-за своих нулей и полюсов, т. е.

(ω) =
R1 . . . RN

Qm

1

P k1
1 . . . P kn

n

, kj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Зафиксируем k1, ..., kn, как порядки возможных полюсов в точках P1, ...,

Pn соответственно. Причем степень deg(ω) = (2g − 2)q на Fµ. Отсюда

следует, что N = (2g − 2)q +m+ k1 + · · ·+ kn.

По предложению 1.3.1 получаем уравнение

ϕP0
(R1 . . . RN)− ϕP0

(Qm)− ϕP0
(P k1

1 . . . P kn
n ) = −2K[µ]q + ψ(ρ)

в многообразии Якоби J(Fµ). Последнее уравнение понимаем как ра-

венство в переменном Якобиане J(Fµ), т. е. в слое из универсального

расслоения Якоби, лежащем над отмеченной поверхностью Fµ(≡ [µ]).

Следовательно,

ϕ(R1 . . . RN) = −2K[µ]q + ϕ(Qm) + k1ϕ(P1) + · · ·+ knϕ(Pn) + ψ(ρ) = a

или

ϕ(R1 . . . Rg) = a− ϕ(Rg+1 . . . RN). (∗)

Таким образом, для определения нулей нашего дифференциала имеем

N−g = m+(2g−2)q−g+k1+· · ·+kn ≥ 2 свободных параметров, которые

можно выбирать произвольно на F ′µ. Решая проблему обращения Якоби,

найдем дивизор R1 . . . Rg, который будет единственным голоморфным

решением уравнения, если правая сторона не принадлежит W 1
g [µ] [20].

Это можно сделать так как dimW 1
g [µ] ≤ g − 2, но N − g > g − 2 или

(2g − 2)(q − 1) +m+ k1 + · · ·+ kn ≥ m > 0. Поэтому, дивизор (τ
(m)
ρ,q;Q) =

R1...Rg
Qm

Rg+1...RN

P
k1
1 ...P knn

имеет наиболее общий вид для (ρ, q)-дифференциалов τ (m)
ρ,q;Q

класса M1(ρ) с единственным полюсом точно порядка m ≥ 2 на F ′µ =

Fµ\{P1, . . . , Pn} для точки Q ∈ F ′µ.
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При этом можно получить, что точки R1, . . . , Rg тоже отличны от

точки Q, и голоморфно зависят от наших параметров, так как правая

сторона (*) была выбрана голоморфно зависящей от [µ] и ρ. Докажем от

противного. Действительно, пусть R1 = Q, тогда имеем равенство

ϕ(R2 . . . Rg) = −2Kq + ϕ(Qm−1) + ϕ(P k1
1 . . . P kn

n )−

−ϕ(Rg+1 . . . R2g−1 . . . RN) + ψ(ρ).

Рассмотрим дивизорD = R2 . . . RgRg+1 . . . R2g−1 степени 2g−2 с g−1 сво-

бодными точками Rg+1, . . . , R2g−1. По теореме о свободных точках [19] и

классической теореме Римана-Роха имеем неравенство g−1+1 ≤ r( 1
D) =

2g − 2 − g + 1 + i(D), и i(D) ≥ 1. Поэтому существует ненулевой голо-

морфный абелев 1-дифференциал ω на Fµ такой, что (ω) ≥ D, а значит

(ω) = D. Отсюда получаем, что ϕ(D) = −2K. Предыдущее равенство

перепишется в другом виде

2K(1− q) + ϕ(Qm−1) + ϕ(P k1
1 . . . P kn

n ) + ψ(ρ) = ϕ(R2g . . . RN).

Заметим, что N − (2g − 1) ≥ 1 при q ≥ 1 и g > 1, k1 > 0, kj ≥ 0, j =

1, ..., 2. Множество заданное выражением слева будет нульмерно, а спра-

ва будет не менее, чем одномерно. Следовательно можно выбрать точки

R2g, . . . , RN так, чтобы это соотношение не выполнялось в многообра-

зии Якоби J(Fµ). Противоречие. Поэтому точка Q будет действительно

единственный полюс точно порядка m для нашего дифференциала τ (m)
ρ,q;Q

на F ′µ. Теорема 1.3.1 доказана.

Найдем общий вид (ρ, q)-дифференциалов третьего рода с единствен-

ными простыми полюсами в различных точках Q1, Q2 на F ′µ, где q ≥ 1.

Теорема 1.3.2. Для любых различных точек Q1, Q2 на поверхности

F ′µ типа (g, n), g ≥ 2, n ≥ 1, q ≥ 1, и характера ρ на F ′µ существу-

ет элементарный (ρ, q)−дифференциал τρ,q;Q1Q2
третьего рода класса
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M1(ρ), у которого общий вид дивизора (τρ,q;Q1Q2
) = R1...RN

Q1Q2

1

P
k1
1 ...P knn

, где

ϕ(R1 . . . Rg) = −2K[µ]q + ϕ(Q1Q2) − ϕ(Rg+1 . . . RN) + ϕ(P k1
1 ) + · · · +

ϕ(P kn
n ) + ψ(ρ), kj ≥ 0, j = 1, . . . , n, и N = (2g − 2)q + 2 + k1 +

· · · + kn. При этом точки Rg+1, . . . , RN выбираются произвольно на

F ′µ\{Q1, Q2}. Кроме того, эти дифференциалы локально голоморфно за-

висят от [µ] и ρ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме Римана-Роха для (ρ, q)-дифферен-

циалов на Fµ [13] найдем размерность

iρ,q(
1

Q1P
k1
1 . . . P kn

n

) = dimC Ωq
ρ(

1

Q1P
k1
1 . . . P kn

n

),

где kj ≥ 0, kj ∈ N, j = 1, . . . , n. Имеем iρ,q(D) = (g− 1)(2q− 1)−degD+

r(
(f [µ])Zq−1µ

D ), где D = 1

Q1P
k1
1 ...P knn

, Zq−1
µ — канонический класс дивизоров

однозначных (q − 1)-дифференциалов на Fµ, f [µ] — любая мультипли-

кативная функция для ρ на Fµ, локально голоморфно зависящая от [µ]

и ρ. Отсюда iρ,q( 1

Q1P
k1
1 ...P knn

) = (g−1)(2q−1)+1+k1 + · · ·+kn(≥ 1). Здесь

r(
(f [µ])Zq−1µ

D ) = 0, так как deg(
(f [µ])Zq−1µ

D ) > 0 при наших условиях. Действи-

тельно, deg(f [µ]) = 0, degZq−1
µ = (q − 1)(2g − 2) ≥ 0 и deg( 1

D) ≥ 1 > 0.

Также этот факт можно доказать по-другому. Если существует функция

g 6= 0 для ρ на Fµ с условием (g) ≥ Q1P
k1
1 . . . P kn

n (f [µ])Zq−1
µ , то

0 = deg(g) ≥ deg(Q1P
k1
1 . . . P kn

n (f [µ])Zq−1
µ ) ≥ 1.

Противоречие.

Ясно, что iρ,q( 1

Q1P
k1
1 ...P knn

) = iρ,q(
1

P
k1
1 ...P knn

)+1. Следовательно существует

не нулевой (ρ, q)-дифференциал τρ,q;Q1
с единственным простым полюсом

в точке Q1 на F ′µ, т. е. (τρ,q;Q1
) = R1...RN

Q1P
k1
1 ...P knn

на Fµ, Rj 6= Q1, j = 1, . . . , N,

а значит (τρ,q;Q1
) = R1...RN

Q1
на F ′µ.

Аналогично iρ,q( 1

Q2P
k1
1 ...P knn

) = iρ,q(
1

P
k1
1 ...P knn

)+1 и существует не нулевой

(ρ, q)-дифференциал τρ,q;Q2
с единственным простым полюсом в точке Q2
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на F ′µ. Теперь искомый дифференциал τρ,q;Q1Q2
= c1τρ,q;Q1

+ c2τρ,q;Q2
, где

c1 6= 0 и c2 6= 0.

Такие (ρ, q)-дифференциалы ω = τρ,q;Q1Q2
из M1(ρ) на F ′µ опреде-

ляются неединственно на F ′µ из-за своих нулей и полюсов, т. е. (ω) =

R1...RN
Q1Q2

1

P
k1
1 ...P knn

, kj ≥ 0, j = 1, . . . , n, R1, . . . , RN 6= Q1, Q2. Зафиксируем

k1, . . . , kn, как порядки возможных полюсов в точках P1, . . . , Pn соответ-

ственно. Причем степень deg(ω) = (2g − 2)q на Fµ. Отсюда следует, что

N = (2g − 2)q + 2 + k1 + · · ·+ kn.

По предложению 1.3.1 получаем уравнение

ϕP0
(R1 . . . RN)− ϕP0

(Q1Q2)− ϕP0
(P k1

1 . . . P kn
n ) = −2K[µ]q + ψ(ρ)

в многообразии Якоби J(Fµ). Следовательно, ϕ(R1 . . . RN) = −2K[µ]q+

ϕ(Q1Q2) + k1ϕ(P1) + · · ·+ knϕ(Pn) + ψ(ρ) = a или

ϕ(R1 . . . Rg) = a− ϕ(Rg+1 . . . RN). (∗∗)

Таким образом, для определения нулей нашего дифференциала имеем

N−g = 2+(2g−2)q−g+k1+· · ·+kn ≥ 2 свободных параметров, которые

можно выбирать произвольно на F ′µ. Решая проблему обращения Яко-

би, найдем дивизор R1 . . . Rg, который будет единственным голоморф-

ным решением уравнения, если правая сторона в (**) не принадлежит

W 1
g [µ] [20]. Это можно сделать так как dimW 1

g [µ] ≤ g− 2, но при наших

условиях выполняется N − g > g − 2, или это равносильно неравенству

(2g− 2)q+ 2 + k1 + · · ·+ kn− g > g− 2 или k1 + . . .+ kn > −2. Поэтому,

дивизор (τρ,q;Q1Q2
) =

R1...Rg
Q1Q2

Rg+1...RN

P
k1
1 ...P knn

имеет наиболее общий вид для (ρ, q)-

дифференциалов τρ,q;Q1Q2
класса M1(ρ) третьего рода с единственными

простыми полюсами в точках Q1, Q2(∈ F ′µ) на F ′µ = Fµ\{P1, . . . , Pn}.

Кроме того, точки R1, . . . , Rg тоже можно выбрать отличными от то-

чек Q1, Q2. Докажем это от противного.
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1) Пусть R1 = Q1. Тогда получаем равенство ϕ(R2...Rg) = −2K[µ]q+

ϕ(Q2) − ϕ(Rg+1...RN) + ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ) + ψ(ρ). Рассмотрим дивизор D =

R2 . . . R2g−1 степени 2g − 2 с g − 1 свободными точками Rg+1, . . . , R2g−1.

По теореме о свободных точках получаем неравенство i(D) ≥ 1. Поэто-

му ϕ(D) = −2K. Предыдущее равенство перепишется в другом виде

−2K(q− 1) +ϕ(Q2)−ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ) +ψ(ρ) = ϕ(R2g . . . RN). Заметим, что

N − (2g − 1) ≥ 1 при q ≥ 1 и g > 1. Следовательно можно выбрать

точки R2g, . . . , RN так на F ′µ\{Q1, Q2}, чтобы это соотношение не выпол-

нялось в многообразии Якоби J(Fµ). Противоречие. Поэтому точка Q1

будет действительно полюс точно первого порядка для нашего диффе-

ренциала на F ′µ.

2) Пусть R1 = Q1, R2 = Q2. Тогда получаем равенство ϕ(R3 . . . Rg) =

−2K[µ]q−ϕ(Rg+1...RN) +ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ) +ψ(ρ). Рассмотрим дивизор D =

R3...R2g степени 2g − 2 с g − 1 свободными точками Rg+1, . . . , R2g−1.

По теореме о свободных точках снова имеем неравенство i(D) ≥ 1. По-

этому ϕ(D) = −2K. Предыдущее равенство перепишется в другом ви-

де −2K(q − 1) − ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ) + ψ(ρ) = ϕ(R2g+1 . . . RN). Заметим, что

N − 2g ≥ 1 при q ≥ 1, g > 1, k1 > 0, kj ≥ 0, j = 2, ..., n. Следователь-

но можно выбрать точки R2g+1, . . . , RN так, чтобы это соотношение не

выполнялось в многообразии Якоби J(Fµ). Противоречие. Поэтому точ-

ки Q1, Q2 будут действительно единственными полюсами точно первого

порядка для нашего дифференциала на F ′µ. Теорема 1.3.2 доказана.

Для любого существенного характера элементарный дифференциал

τ
(m)
ρ,q;Q = (τρ,q;Q)

(m−1)
Q полученный (m− 1) кратным дифференцированием

по параметру Q, будет дифференциалом Прима второго рода с един-

ственным полюсом в Q и асимптотиками вида 1
zm +O(1), z(Q) = 0.

Следствие 1.3.1. На переменной римановой поверхности F ′µ типа
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(g, n) рода g ≥ 2, n ≥ 1, для любых точки Q(∈ F ′µ), q ≥ 1, характера ρ

и m ≥ 1, m ∈ N, существует дифференциал Прима

τ
(m)
ρ,q;Q =

(
1

zm
+O(1)

)
dzq, z(Q) = 0,

голоморфно зависящий от [µ] и ρ.

§1.4. Дифференциалы Прима для несущественного характера

Обозначим через Ω2,ρ(F
′
µ) пространство мероморфных дифференциа-

лов классаM1 второго рода для характера ρ, а через Ωe,ρ(F
′
µ) — подпро-

странство всех мультипликативно точных дифференциалов Прима для

ρ на F ′µ. Пусть τ (m)

P̃j
— абелев дифференциал второго рода на Fµ с един-

ственным полюсом точно порядка m в точке P̃j, j = 1, . . . , g, с нулевыми

a-периодами, соответственно. Точки P̃1, . . . , P̃g выбираются из условия

rρ(
1

P̃1...P̃g
) = 1 [9; 20].

Для любого характера ρ 6= 1 определим отображение из Ω2,ρ(F
′
µ) в

H1(Γ′µ, ρ), сопоставляя дифференциалу ω его класс периодов [ω]. Пусть

ω ∈ Ω2,ρ(F
′
µ) поднят на U, где F ′µ = U/Γ̃, и Γ̃ — фуксова группа перво-

го рода униформизирующая F ′µ в U [1; 7]. Найдем классические пе-

риоды ωz0(T ) =
Tz0∫
z0

ω + mn+1

∫
γn+1

ω + · · · + mn+k

∫
γn+k

ω, где mj ∈ Z,

j = n + 1, . . . , n + k. Здесь обозначили через γn+1, . . . , γn+k петли об-

ходящие только вокруг полюсов Q1, . . . , Qk для ω на F ′µ соответственно.

Причем интеграл
∫ Tz0
z0

ω берется по некоторому фиксированному специ-

альному пути в круге U, не проходящему через полюса для ω.

Так как ω — дифференциал Прима второго рода, то все вычеты в

полюсах равны нулю. Поэтому существует глобальная первообразная —

мероморфная функция f(z) на U такая, что ω = df на F ′µ\{Q1, ..., Qk}.

Теперь поднимем ω = df на U, относительно ˜̃Γ, и получим, что ωz0(T ) =
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Tz0∫
z0

df(z) для любого T ∈ ˜̃Γ, где ˜̃Γ — фуксова группа первого рода на

U униформизирующая поверхность F ′′µ , которая получается из F ′µ уда-

лением всех k полюсов Q1, . . . , Qk дифференциала ω.

Зададим отображение

Ω2,ρ(F
′
µ) 3 ω → [ω] = {ωz0(A1), . . . , ωz0(Bg), ωz0(C1), . . . ,

ωz0(Cn), ωz0(γn+1), . . . , ωz0(γn+k)} ∈ H1(
˜̃
Γ, ρ′),

где ρ′(γs) = 1, s = n + 1, . . . , n + k и ρ′ = ρ на Γ′µ
∼= Γ̃. Так как все

ωz0(γs), s = n + 1, . . . , n + k, равны нулю, то [ω] выражается только

через ωz0(A1), . . . , ωz0(Bg), ωz0(C1), . . . , ωz0(Cn), которые удовлетворяют

уравнению из леммы 1.2.1, а для ρ 6= 1 имеем ωz0(Ak) = 0 при ρ(Ak) 6= 1,

и ωz0(Bk) = 0 при ρ(Bk) 6= 1. Значит отображение Ω2,ρ(F
′
µ) 3 ω → [ω] ∈

H1(Γ′µ, ρ) корректно определено.

Если класс периодов [ω] = 0 в H1(Γ′µ, ρ) для ω ∈ Ω2,ρ(F
′
µ), то диф-

ференциал ω является мультипликативно точным для ρ на F ′µ, а значит,

ω ∈ Ωe,ρ(F
′
µ). Если ω ∈ Ωe,ρ(F

′
µ), то, как раньше, все ωz0(γs) = 0, s =

n + 1, . . . , n + k, где γs — петля, обходящая только один полюс Qs для

ω. По условию ω = df, где f — мультипликативная мероморфная функ-

ция на F ′µ, а значит все периоды по Ганнингу для ω на F ′µ равны нулю.

Следовательно [ω] = 0 в H1(Γ′µ, ρ).

Поэтому для любого ρ 6= 1 отображение периодов из Ω2,ρ(F
′
µ)/Ωe,ρ(F

′
µ)

в H1(Γ′µ, ρ), задаваемое по правилу ω + Ωe,ρ(F
′
µ) → [ω + Ωe,ρ(F

′
µ)] = [ω]

будет корректно определено, взаимно однозначно и линейно. Следова-

тельно dimC Ω2,ρ(F
′
µ)/Ωe,ρ(F

′
µ) ≤ 2g + n− 2 для любого ρ 6= 1.

Теорема 1.4.1. Векторное расслоение

E1 =
⋃

Ω2,ρ(F
′
µ)/Ωe,ρ(F

′
µ)

28



является голоморфным векторным расслоением ранга 2g+n−2 над ба-

зой Tg,n× (Lg\{1}) при g ≥ 2, n ≥ 2. Причем следующие наборы классов

смежности дифференциалов Прима: либо

f0ζ1, . . . , f̂0ζk, . . . , f0ζg, f0τ
(n1+1)
P1

, . . . , f0τ
(ng+1)
P1

, f0τP2P1
, . . . , f0τPnP1

, (1)

либо

f0ζ1, . . . , f̂0ζk, . . . , f0ζg, f0τ
(2)

P̃1
, τρ;P̃ 2

1 P̃
2
2
, . . . , τρ;P̃ 2

1 P̃
2
g
, f0τP2P1

, . . . , f0τPnP1
, (2)

задают базис локально голоморфных сечений этого расслоения, где f0 —

мультипликативная единица на Fµ для ρ, а числа n1, ..., ng — мульти-

пликативные пробелы Вейерштрасса в точке P1 на Fµ для ρ и rρ( 1

P̃1...P̃g
) =

1 на Fµ, точки P̃1, . . . , P̃g ∈ F ′µ, ρ(ak) 6= 1, и df0(P̃1) = 0, resf0τ
(2)

P̃1
= 0,

P̃1 ∈ F ′µ, τρ;P̃ 2
1 ,P̃

2
j
– дифференциал Прима для ρ с нулевыми вычетами в

точках P̃1 и P̃j, j = 2, ..., g.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Это расслоение корректно определено над та-

кой базой по лемме 1.2.2. Докажем обратное неравенство

dimC Ω2,ρ(F
′
µ)/Ωe,ρ(F

′
µ) ≥ 2g + n− 2

и построим базис этих фактор пространств.

Докажем, что при ρ 6= 1, ρ(Ak) 6= 1, дифференциалы из набора (2)

[3] представляют линейно независимые над C классы смежности в на-

шем фактор пространстве. При ρ0 6= 1 на π1(F
′
µ0

) существует Ak ∈ Γ′µ0
с

условием, что ρ0(Ak) = exp2πick 6= 1. Поэтому ck 6= 0 для любого ρ из

достаточно малой окрестности U(ρ0) ⊂ Lg\{1} и любого [µ] ∈ U [µ0]. Так

как df0 = 2πic1f0ζ1 + · · · + 2πicgf0ζg на Fµ, то f0ζk выражается линейно

через df0 и остальные слагаемые последней суммы. Следовательно вме-

сто одного из дифференциалов f0ζ1, . . . , f0ζg можно взять df0, который

представляет нулевой класс смежности. Предположим, что существует
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линейная комбинация с ненулевыми коэффициентами

c′1f0ζ1 + · · ·+ ĉ′kf0ζk + · · ·+ c′gf0ζg + c̃1f0τ
(2)

P̃1
+ c̃2τρ;P̃ 2

1 P̃
2
2

+ . . .+ c̃gτρ;P̃ 2
1 P̃

2
g
+

+˜̃c1f0τP2P1
+ · · ·+ ˜̃cn−1f0τPnP1

= df,

где f0 — мультипликативная мероморфная функция для несуществен-

ного характера ρ на F ′µ, ρ(Ak) 6= 1.

Обойдем точку P2 по малой петле γ2, выходящей из P̃2,0. Тогда выра-

жение слева будет иметь вычет ˜̃c1f0(P̃2,0)ρ(γ2), а для правой стороны этот

вычет равен нулю. Но f0(P̃2,0) 6= 0, ρ(γ2) = 1, а значит ˜̃c1 = 0. Аналогич-

но считаем вычет по малым петлям обходящим отдельно вокруг точек

P3, . . . , Pn и получаем, что ˜̃c2 = · · · = ˜̃cn−1 = 0. После этого остается сум-

ма c′1f0ζ1+· · ·+ĉ′kf0ζk+· · ·+c′gf0ζg+c̃1f0τ
(2)

P̃1
+c̃2τρ;P̃ 2

1 P̃
2
2
+. . .+c̃gτρ;P̃ 2

1 P̃
2
g

= df.

Рассмотрим коэффициенты c̃j, j = 1, . . . , g.

1) Если df имеет устранимые особые точки во всех проколах, то это

равенство на F ′µ влечет, что существует мероморфная мультипликатив-

ная функция на Fµ с простыми полюсами в P̃1, . . . , P̃g, но это невозможно

из-за выбора этих точек и rρ( 1

P̃1...P̃g
) = 0;

2) Если df при продолжении на Fµ имеет в проколах хотя бы один

полюс или существенно особую точку, то для комбинации слева эта точка

(прокол) не будет особой, а для df она особая. Получили противоречие.

Таким образом, c̃j = 0, j = 1, . . . , g.

Рассмотрим коэффициенты c′1, . . . , c
′
g и равенство

c′1f0ζ1 + · · ·+ ĉ′kf0ζk + · · ·+ c′gf0ζg = df при ρ(Ak) 6= 1 :

1) Если f при продолжении с F ′µ на Fµ имеет во всех проколах устрани-

мые особые точки, то из этого равенства следует, что f является мульти-

пликативной единицей на Fµ и f = c′′1f0. Если c′′1 = 0, то ζ1, . . . , ζ̂k, . . . , ζg

будут линейно зависимы на Fµ. Противоречие.
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Если c′′1 6= 0, то c′′1df0 = df =
∑
j 6=k

c′jf0ζj. Для ρ0 6= 1, ρ0(Ak) 6= 1 имеем

c′′1df0 = 2πi(
∑
j 6=k

c′′1cjf0ζj) + 2πic′′1ckf0ζk на Fµ, где c′′1ck 6= 0. Отсюда полу-

чаем на Fµ равенство вида (
∑
j 6=k

(c′′12πicj− c′j)ζj) + c′′12πickζk = 0. Противо-

речие с линейной независимостью абелевых дифференциалов ζ1, . . . , ζg;

2) Если f при продолжении с F ′µ на Fµ имеет в проколах полюс или

существенно особую точку, то слева и справа получаем разные особые

точки. Следовательно, все c′j = 0, j = 1, . . . , g, j 6= k.

Таким образом дифференциалы из набора (2) представляют линейно

независимые над C классы смежности в нашем фактор пространстве.

Покажем, что дифференциалы из набора (1) представляют линейно

независимые классы смежности. Действительно, если существует линей-

ная комбинация с ненулевыми коэффициентами

c′1f0ζ1 + · · ·+ ĉ′kf0ζk + · · ·+ c′gf0ζg + c̃1f0τ
(n1+1)
P1

+ · · ·+ c̃gf0τ
(ng+1)
P1

+

+˜̃c1f0τP2P1
+ · · ·+ ˜̃cn−1f0τPnP1

= df,

то все ˜̃c1 = · · · = ˜̃cn−1 = 0, как и в предыдущем случае.

Получаем равенство

c′1f0ζ1 + · · ·+ ĉ′kf0ζk + · · ·+ c′gf0ζg + c̃1f0τ
(n1+1)
P1

+ · · ·+ c̃gf0τ
(ng+1)
P1

= df.

Рассмотрим коэффициенты c̃j :

1) если f при продолжении имеет устранимые особые точки во всех

проколах, то значит существует мультипликативная функция с един-

ственным полюсом в P1 точно некоторого порядка nj, но это невозможно

из-за мультипликативных пробелов Вейерштрасса в точке P1 на Fµ;

2) если f при продолжении имеет полюс или существенно особую точ-

ку хотя бы в одном из проколов, то слева и справа будут особенности

разных типов.

Поэтому c̃1 = · · · = c̃g = 0.
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Продолжая, как в предыдущем случае, показываем, что c′j = 0 для

любого j 6= k, при ρ с условием, что ρ(Ak) 6= 1. Теорема 1.4.1 доказана.

Обозначим через Ωρ(
1

Q1...Qs
;F ′µ) пространство дифференциалов клас-

са M1 для ρ, кратных дивизору 1
Q1...Qs

на F ′µ, а через Ωe,ρ(1;F ′µ) — под-

пространство голоморфных мультипликативно точных дифференциалов

для ρ на F ′µ.

Теорема 1.4.2. Векторное расслоение

E2 =
⋃

Ωρ(
1

Q1 . . . Qs
;F ′µ)/Ωe,ρ(1;F ′µ)

является голоморфным векторным расслоением ранга 2g+n−2+s над

базой Tg,n × (Lg\{1}) при g ≥ 2, n ≥ 2, s ≥ 1. Причем набор классов

смежности дифференциалов

f0ζ1, . . . , f̂0ζk, . . . , f0ζg, f0τ
(n1+1)
P1

, . . . , f0τ
(ng+1)
P1

,

f0τP2P1
, . . . , f0τPnP1

, f0τQ1P1
, . . . , f0τQsP1

, (3)

будет базис локально голоморфных сечений этого расслоения, где n1, ..., ng

— мультипликативные пробелы Вейерштрасса в P1 для ρ на Fµ, ρ(ak) 6=

1, Q1, . . . , Qs — различные точки на F ′µ, голоморфно зависящие от [µ].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим отображение периодов

Ωρ(
1

Q1 . . . Qs
;F ′µ) 3 ω → [ω] ∈ H1(Γ′′, ρ).

Класс [ω] задаётся набором классических периодов (ω(A1) = 0, ω(A2), ...,

ω(Ag), ω(B1), . . . , ω(Bg), ω(γ1), . . . , ω(γn−1), ω(γ̃1), . . . , ω(γ̃s)). Здесь пери-

од ω(γn) выражается через остальные 2g + n + s − 2 периодов и F ′′µ =

= F ′µ\{Q1, . . . , Qs} = Fµ\{P1, . . . , Pn} ∪ {Q1, . . . , Qs}, F ′′µ = U/Γ′′.

Если Ω( 1
Q1...Qs

;F ′µ) 3 ω → [ω] = 0 в H1(Γ′′, ρ), то дифференциал ω —

мультипликативно точный на F ′µ. Точки Q1, . . . , Qs – устранимые особые

точки для ω, так как 2πi(resQjω) =
∫
γ̃j
ω = 0, j = 1, . . . , s. Поэтому
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ω ∈ Ωe,ρ(1;F ′µ). Следовательно отображение периодов корректно опре-

делено, взаимнооднозначно, линейно отображает фактор пространство

Ωρ(
1

Q1...Qs
;F ′µ)/Ωe,ρ(1;F ′µ) в H1(Γ′′, ρ). Поэтому

dim Ωρ(
1

Q1 . . . Qs
;F ′µ)/Ωe,ρ(1;F ′µ) ≤ 2g + n+ s− 2.

Докажем обратное неравенство для размерностей и построим базис.

Набор классов смежности дифференциалов из (3) будет линейно незави-

сим над C. Действительно, если

c′1f0ζ1 + · · ·+ ĉ′kf0ζk + · · ·+ c′gf0ζg + c̃1f0τ
(n1+1)
P1

+ · · ·+ c̃gf0τ
(ng+1)
P1

+

+˜̃c1f0τP2P1
+ · · ·+ ˜̃cn−1f0τPnP1

+ c′′1f0τQ1P1
+ · · ·+ c′′sf0τQsP1

= df,

то ˜̃c1 = · · · = ˜̃cn−1 = c′′1 = · · · = c′′s = 0 из-за того, что f мультипли-

кативная мероморфная функция для ρ на F ′µ и ее вычет равен нулю

относительно точек P2, . . . , Qs. Остается равенство

c′1f0ζ1 + · · ·+ ĉ′kf0ζk + · · ·+ c′gf0ζg + c̃1f0τ
(n1+1)
P1

+ · · ·+ c̃gf0τ
(ng+1)
P1

= df.

Отсюда сразу получаем, что c̃1 = · · · = c̃g = 0 так как нет мультиплика-

тивной функции f для несущественного характера ρ с одним полюсом в

P1 точно порядка nj для некоторого j. Теперь

c′1f0ζ1 + · · ·+ ĉ′kf0ζk + · · ·+ c′gf0ζg = df

и, как в доказательстве теоремы 1.4.1, получаем, что c′j = 0 для всех

j 6= k. Отсюда размерность фактор пространства больше или равна 2g+

n+ s− 2 и построен базис. Теорема 1.4.2 доказана.

Следствие 1.4.1. Голоморфное векторное расслоение (со слоями со-

стоящими из первых голоморфных групп когомологий де Рама для ρ на

F ′µ)

E ′2 =
⋃

[µ],ρ 6=1

H1
hol,ρ(F

′
µ) =

⋃
Ωρ(1;F ′µ)/Ωe,ρ(1;F ′µ)
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аналитически эквивалентно тривиальному векторному расслоению ран-

га 2g + n− 2 над базой Tg,n × (Lg\{1}) при g ≥ 2, n ≥ 2.

Зададим отображение периодов χ из Ωρ(1;F ′µ) на H1(Γ′µ, ρ), сопостав-

ляя ω его класс периодов [ω], который определяется набором классиче-

ских периодов (
∫
aµ1

ω, ...,
∫
aµg

ω,
∫
bµ1

ω, ...,
∫
bµg

ω,
∫
γµ1

ω, ...,
∫

γµn−1

ω). Выбираем пред-

ставитель в [ω] определенный условием
∫
aµ1

ω = ω(Aµ
1) = 0.

Отображение χ имеет ядро Kerχ = Ωe,ρ(1, F
′
µ). Это пространство бу-

дет бесконечномерным, так как полюса дифференциала на F ′µ можно вы-

бирать в проколах произвольным образом. Учитывая следствие 1.4.1 по-

лучаем, что фактор пространство Ωρ(1;F ′µ)/Ωe,ρ(1;F ′µ) изоморфно конеч-

номерному пространству H1(Γ′µ, ρ). Таким образом доказано следствие

1.4.2.

Следствие 1.4.2. На любой поверхности F ′µ типа (g, n), g ≥ 2,

n ≥ 2 для несущественного характера ρ имеет место изоморфизм

Ωρ(1;F ′µ) ∼= Kerχ⊕H1
hol,ρ(F

′
µ),

где Kerχ = Ωe,ρ(1;F ′µ) — бесконечномерное векторное пространство и

dimCH
1
hol,ρ(F

′
µ) = 2g + n− 2.

§1.5. Мультипликативные функции и единицы на переменной

конечной римановой поверхности

Пусть на F ′µ типа (g, n) задана мультипликативная функция f класса

M1(ρ) для любого характера ρ. Тогда она имеет мероморфное продол-

жение f̃ для ρ на Fµ с дивизором

(f̃) = D =
Rα1

1 ...R
αm
m

Qβ1
1 ...Q

βs
s

· P k1
1 ...P

kn
n , kj ∈ Z, j = 1, ..., n,

на Fµ, где Rj, Qk ∈ F ′µ, αj ∈ N, j = 1, ...,m, βk ∈ N, k = 1, ..., s, и

0 = degD =
m∑
j=1

αj +
n∑
j=1

kj −
s∑
j=1

βj.
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Рассмотрим однозначный абелев дифференциал ω(z)dz = f̃ ′(z)

f̃(z)
dz тре-

тьего рода на Fµ с простыми полюсами R1, ..., Rm, Q1, ..., Qs, P1, ..., Pn и

вычетами α1, ..., αm,−β1, ...,−βs, k1, ..., kn соответственно. Тогда

ω(z)dz =
m∑
j=1

αjτRjP0
−

s∑
j=1

βjτQjP0
+

n∑
j=1

kjτPjP0
+

g∑
j=1

2πicjζj, (4)

где cj ∈ C, j = 1, ..., g, и P0 не принадлежит suppD [13; 20]. Отсюда

f̃(P ) = exp
P∫
P0

ω(z)dz на Fµ.

Пусть мультипликативная функция f ∈ M2(ρ) на F ′µ типа (g, n), n ≥

1, т. е. она имеет аналитическое продолжение f̃ на Fµ, у которого в про-

колах P1, ..., Pl, 1 ≤ l ≤ n, будут с.о.т. Предположим, что в окрестности

U(Pj) функция f(P ) ∼ eqj(kj)(P ), kj(Pj) =∞, qj – некоторые многочлены

от kj, j = 1, ..., l, а в проколах Pl+1, ..., Pn возможны либо полюса, ли-

бо нули порядков rl+1, ..., rn соответственно. Положим g(P ) = f(P )
χP1,...,Pl(P )

на F ′µ, где χP1,...,Pl(P ) будет l-точечная функция Бейкера-Ахиезера на

Fµ с теми же асимптотиками в точках P1, ..., Pl, как у функции f̃ [4].

Она будет мультипликативной функцией класса M1(ρ), и её мероморф-

ное продолжение g̃ имеет дивизор

(g̃) = D =
Rα1

1 ...R
αm
m

Qβ1
1 ...Q

βs
s

· P rl+1

l+1 ...P
rn
n , rj ∈ Z, j = l + 1, ..., n,

на Fµ. Тогда 0 = degD =
m∑
j=1

αj−
s∑
j=1

βj+
n∑

j=l+1

rj.Дифференциал ω(z)dz =

g̃′(z)
g̃(z) dz будет абелевым дифференциалом третьего рода с простыми полю-

сами R1, ..., Rm, Q1, ..., Qs, Pl+1, ..., Pn, и

ω(z)dz =
m∑
j=1

αjτRjP0
−

s∑
j=1

βjτQjP0
+

n∑
j=l+1

rjτPjP0
+

g∑
j=1

2πicjζj, (5)

где cj ∈ C, j = 1, ..., g. Таким образом доказана.

Теорема 1.5.1. Мультипликативная функция f на F ′µ типа (g, n),

g ≥ 2, n ≥ 1, для любого характера ρ, с условием ρ(γµj ) = 1, j = 1, ..., n,

имеет следующее представление:
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1) f̃(P ) = exp
P∫
P0

ω(z)dz, где ω(z)dz задана формулой (4) для f из

класса M1(ρ) на F ′µ;

2) f̃(P ) = χP1,...,Pl(P ) exp
P∫
P0

ω(z)dz, где ω(z)dz задается формулой (5)

для f из класса M2(ρ) на F ′µ, где 1 ≤ l ≤ n, которая имеет асимп-

тотики вида eqj(kj)(P ) в U(Pj), j = 1, ..., l. Здесь f̃ – мероморфное про-

должение функции g с F ′µ на Fµ и χP1,...,Pl(P ) – l-точечная функция

Бейкера-Ахиезера на Fµ. Эти функции локально голоморфно зависят

от [µ] и ρ.

Построим мультипликативные единицы на F ′µ типа (g, n), n ≥ 2, для

любого характера ρ ∈ Hom(Γ′µ,C∗). Для искомой мультипликативной

единицы f с характером ρ на F ′µ можно проколы P1, ..., Ps объявить её

«нулями», а остальные проколы Ps+1, ..., Pn её «полюсами». Например,

для n = 2, наряду с дивизором P1

P2
, связанным с проколами, можно брать

дивизоры Pm1
Pm2
,m ≥ 2.

Возьмем общий дивизор D = P
m1
1 ...Pmss

P
ms+1
s+1 ...Pmnn

,mj ∈ N, j = 1, ..., n, с услови-

ем
s∑

k=1

mk =
n∑

k=s+1

mk, т. е. degD = 0. Тогда мультипликативная функция

f на Fµ вида

f = exp

P∫
P0

(
s∑
j=1

mjτPjP0
−

n∑
j=s+1

mjτPjP0
+

g∑
j=1

2πicjζj)

имеет некоторый характер ρ и (f) = D на Fµ, где P0 не принадлежит

suppD.

После удаления проколов P1, ..., Pn, эта мультипликативная мероморф-

ная функция на Fµ будет мультипликативной единицей на F ′µ, где харак-

тер определяется по формуле

ρf(a
µ
k) = exp 2πick, ρf(b

µ
k) = exp[2πi

g∑
j=1

cjπjk + 2πi(
s∑
j=1

mj

Pj∫
P0

ζk−
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−
n∑

j=s+1

mj

Pj∫
P0

ζk)], k = 1, ..., g, ρf(γ
µ
l ) = exp(±2πiml) = 1, l = 1, ..., n, (6)

т. е. ρ = ρf ∈ Hom(Γµ,C∗). По теореме Абеля для характеров ψ(ρf) =

ϕP0
(D) в J(Fµ) [20].

Рассмотрим два случая: а) ψ(ρ) = ϕP0
(D) ≡ 0 в J(Fµ); б) ψ(ρ) ≡

ϕP0
(D) 6= 0 в J(Fµ) для Fµ.

а) Если ψ(ρ) ≡ 0 ≡ ϕP0
(D) в J(Fµ), то ρ = ρf — несущественный

характер на F ′µ, определенный по формуле (6). Здесь

ϕ(D) =
s∑
j=1

mjϕ(Pj)−
n∑

j=s+1

mjϕ(Pj) = {(
s∑
j=1

mj

Pj∫
P0

ζk −
n∑

j=s+1

mj

Pj∫
P0

ζk)},

где k = 1, ..., g и числаm1, ...,mn ∈ N уже выбраны с условием degD = 0.

По теореме Абеля D – дивизор некоторой однозначной мероморфной

функции f0 на Fµ и (f0) = D. Функция f̃0 = f
f0

будет иметь несуще-

ственный характер ρ на Fµ, так как (f̃0) = (f)
(f0) = 1. Поэтому f̃0 – муль-

типликативная единица на Fµ для несущественного ρ. Таким образом

доказано

Предложение 1.5.1. На поверхности F ′µ = Fµ\{P1, ..., Pn} типа

(g, n), n ≥ 2, g ≥ 2, для любого дивизора D = P
m1
1 ...Pmss

P
ms+1
s+1 ...Pmnn

(ассоциирован-

ного с проколами), n > s ≥ 1, и несущественного характера ρ таких,

что degD = 0, ϕP0
(D) = 0 = ψ(ρ) в J(Fµ) существует мультипли-

кативная единица f для несущественного характера ρ на F ′µ, которая

представляется в виде f = f0 · f̃0, где f̃0 – мультипликативная едини-

ца для ρ на Fµ, и f0 – однозначная мероморфная функция с дивизором

(f0) = D на Fµ.

б) Если ψ(ρ) = ϕ(D) =
s∑
j=1

mjϕ(Pj) −
n∑

k=s+1

mkϕ(Pk) 6= 0 в J(Fµ) для

натуральных чиселm1, ...,mn с условиемm1+...+ms−ms+1−...−mn = 0,

то характер ρ удовлетворяющий (6) будет существенным на Fµ.
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По теореме Абеля для характеров из 0 6= ϕP0
(D) ≡ ψ(ρ) следует, что

существует мультипликативная функция f0 для существенного характе-

ра ρ на Fµ с (f0) = D. Поэтому существует мультипликативная единица

f0 на F ′µ для ρ. Если f — другая такая мультипликативная единица на

F ′µ, то f̃0 = f
f0

будет однозначной голоморфной функцией на Fµ. Поэтому

f = cf0 на F ′µ, c 6= 0. Таким образом доказано

Предложение 1.5.2. На поверхности F ′µ = Fµ\{P1, ..., Pn} типа

(g, n), n ≥ 2, g ≥ 2, для любого дивизора D = P
m1
1 ...Pmss

P
ms+1
s+1 ...Pmnn

, n > s ≥ 1, и

существенного характера ρ таких, что degD = 0, ϕP0
(D) = ψ(ρ) 6= 0 в

J(F ) существует мультипликативная единица f на F ′µ с существен-

ным характером ρ и (f) = D на Fµ, определенная однозначно с точно-

стью до умножения на ненулевую комплексную константу.

§1.6. Дифференциалы Прима для существенного характера

Лемма 1.6.1. На поверхности F ′µ типа (g, n), g ≥ 2, n ≥ 1, для су-

щественного характера ρ существует (ρ, 1)-дифференциал τ = τρ;Q2P1
,

где Q ∈ F ′µ, и (τ) = R1...RN
Q2P1P

k2
2 ...P knn

на Fµ, где kj ∈ N, j = 2, . . . , n, Rk 6=

P1, Q, k = 1, . . . , N, N = 2g− 2 + 3 + k2 + · · ·+ kn, локально голоморфно

зависящий от [µ] и ρ, и resQτ = 0.

Доказательство проводится аналогично, как в параграфе 3.

Теорема 1.6.1. Векторное расслоение

E3 =
⋃

Ω2,ρ(F
′
µ)/Ωe,ρ(F

′
µ)

является голоморфным векторным расслоением ранга 2g − 2 + n над

базой Tg,n×Hom(Γ′,C∗)\Lg при g ≥ 2, n ≥ 2. Причем следующие наборы

классов смежности дифференциалов Прима: либо

ζ̃1, . . . , ζ̃g−1, τ
(2)

ρ;P̃1
, . . . , τ

(2)

ρ;P̃g−1
, τρ;P2P1

, . . . , τρ;PnP1
, τρ;Q2

0P1
; (7)
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либо

ζ̃1, . . . , ζ̃g−1, τ
(n1+1)
ρ;P1

, . . . , τ
(ng−1+1)
ρ;P1

, τρ;P2P1
, . . . , τρ;PnP1

, τρ;Q2
0P1

; (8)

либо

ζ̃1, . . . , ζ̃g−1, τ
(2)

ρ;P̃1
, . . . , τ

(2)

ρ;P̃g−1
, τρ;P1

, . . . , τρ;Pn (8′)

задают базис локально голоморфных сечений этого расслоения, где Q0 ∈

F ′µ, числа n1, . . . , ng−1 — мультипликативные пробелы Вейерштрасса

в точке P1 на поверхности Fµ, и iρ−1(P̃1 . . . P̃g−1) = 0, P̃1, . . . , P̃g−1 ∈ F ′µ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ρ — существенный характер на F ′µ. За-

дадим отображение Φ из пространства Ω2,ρ(F
′
µ) в H1(Γ′µ, ρ), по правилу:

сопоставим дифференциалу ω его класс периодов [ω] ∈ H1(Γ′µ, ρ).

Если ω ∈ Ω2,ρ(F
′
µ) имеет класс периодов [ω] = 0 в H1(Γ′µ, ρ), то диф-

ференциал ω является мультипликативно точным для ρ на F ′µ, а значит

ω ∈ Ωe,ρ(F
′
µ). Ясно также, что любой дифференциал ω из Ωe,ρ(F

′
µ) имеет

нулевой класс периодов. Таким образом, ядро отображения Φ совпада-

ет с Ωe,ρ(F
′
µ). Следовательно, это отображение корректно определено на

фактор пространстве Ω2,ρ(F
′
µ)/Ωe,ρ(F

′
µ). При этом Φ взаимнооднозначно

и линейно. Отсюда получаем, что dimC Ω2,ρ(F
′
µ)/Ωe,ρ(F

′
µ) ≤ 2g + n− 2.

Докажем, что верно обратное неравенство для размерностей и по-

строим три вида базисов в нашем фактор пространстве. Из [13, с. 105]

следует существование базиса ζ̃1, . . . , ζ̃g−1 в пространстве голоморфных

дифференциалов Прима на Fµ для существенного характера ρ, локально

голоморфно зависящих от [µ] и ρ. По теореме [13, с. 74] существует g−1

различных точек P̃1, . . . , P̃g−1 на Fµ таких, что rρ( 1
P̃1...P̃g−1

) = 0. Если неко-

торые из этих точек попали в проколы, то применяя технику шевеления

дивизоров, как в [13, c. 111], можно получить набор P̃1, . . . , P̃g−1 ∈ F ′µ с

таким же свойством.

Кроме того, по теореме о мультипликативных пробелах Вейерштрасса
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для существенного характера ρ в точке P1 на Fµ имеется точно g − 1

пробелов n1, . . . , ng−1 удовлетворяющих условию 1 ≤ n1 < n2 < · · · <

ng−1 < 2g на поверхности Fµ [13, c. 69; 20].

В теоремах 1.3.1 и 1.3.2 доказано существование двух наборов диф-

ференциалов Прима для ρ на F ′µ : τ
(2)

ρ;P̃1
, . . . , τ

(2)

ρ;P̃g−1
— элементарные диф-

ференциалы второго рода с единственными полюсами второго порядка

в точках P̃1, . . . , P̃g−1 соответственно; τρ;P2P1
, . . . , τρ;PnP1

— элементар-

ные дифференциалы третьего рода с простыми полюсами в точках Pj и

P1, j = 2, . . . , n, соответственно.

Предположим, что набор (7) будет представлять линейно зависимые

классы смежности в нашем фактор пространстве для существенного ха-

рактера ρ, т. е. существует линейная комбинация с не равными нулю

коэффициентами:

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(2)

ρ;P̃1
+ · · ·+ c̃g−1τ

(2)

ρ;P̃g−1
+

+˜̃c1τρ;P2P1
+ · · ·+ ˜̃cn−1τρ;PnP1

+ ˜̃cnτρ;Q2
0P1

= df,

при фиксированном Q0 ∈ F ′µ, где f — мультипликативная функция

на F ′µ, (возможно с полюсами любых порядков и существенно особыми

точками на Fµ для ветвей этой функции).

Рассмотрим коэффициенты ˜̃cj, j = 1, . . . , n − 1. Пусть γj — петля

обходящая только точку Pj, j = 2, . . . , n, тогда классический период∫
γj

df = cσ(γj) и выбирая вместо f функцию (f − c) получим, что период∫
γj

d(f − c) = 0. Следовательно все коэффициенты ˜̃c1 = · · · = ˜̃cn−1 = 0.

Таким образом имеем равенство

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(2)

ρ;P̃1
+ · · ·+ c̃g−1τ

(2)

ρ;P̃g−1
+ ˜̃cnτρ;Q2

0P1
= df.

Функция f не может иметь полюсов в точках P2, . . . , Pn и существенно

особых точек в точках P1, . . . , Pn, так как их нет в левой части. Таким
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образом, f может иметь либо только устранимые особые точки во всех

проколах, либо только полюс в проколе P1 :

1) Если P1 — устранимая особая точка для f, то все проколы в этом

случае будут устранимые особые точки для f на Fµ. Значит ˜̃cn = 0 и из

оставшегося равенства получаем c̃1 = · · · = c̃g−1 = 0, так как не суще-

ствует мультипликативной функции с простыми полюсами P̃1, . . . , P̃g−1

на Fµ по условию rρ(
1

P̃1...P̃g−1
) = 0;

2) Если P1 — полюс порядка m ≥ 1 для функции f, где P2, . . . , Pn

устранимые особые точки, то df имеет полюс в P1 порядка m+1 ≥ 2. Но

в выражении слева в точке P1 полюс первого порядка, а значит ˜̃cn = 0.

Продолжая, как в первом случае, получим c̃1 = · · · = c̃g−1 = 0.

Осталось рассмотреть равенство c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 = df :

1) Если f имеет в проколах Pj все устранимые особые точки, то f

— мультипликативная единица на Fµ для существенного характера ρ.

Поэтому f ≡ 0. Остается равенство c′1ζ̃1 + · · · + c′g−1ζ̃g−1 = 0 и в силу

линейной независимости таких дифференциалов на Fµ для ρ получаем,

что все коэффициенты c′1 = · · · = c′g−1 = 0;

2) Если f имеет хотя бы в одном проколе полюс или существенно

особую точку, то различные особенности слева и справа, а значит df = 0.

Как и в первом случае получаем, что c′1 = · · · = c′g−1 = 0.

Теперь рассмотрим линейную комбинацию для набора (8) с не нуле-

выми коэффициентами

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(n1+1)
ρ;P1

+ · · ·+ c̃g−1τ
(ng−1+1)
ρ;P1

+

+˜̃c1τρ;P2P1
+ · · ·+ ˜̃cn−1τρ;PnP1

+ ˜̃cnτρ;Q2
0P1

= df

на F ′µ. Также, как для предыдущего базиса, получаем, что ˜̃c1 = · · · =˜̃cn−1 = 0. Осталось равенство

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(n1+1)
ρ;P1

+ · · ·+ c̃g−1τ
(ng−1+1)
ρ;P1

+ ˜̃cnτρ;Q2
0P1

= df
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на F ′µ. Снова f имеет либо только устранимые особые точки во всех

проколах, либо только полюс в проколе P1 :

1) если P1 — устранимая особая точка для f, то все проколы устра-

нимые особые точки для f на Fµ и ˜̃cn = 0.

2) если P1 — полюс порядка m ≥ 1 для f, снова P2, . . . , Pn — устра-

нимые особые точки для f, то df имеет в P1 полюс порядка m+ 1 ≥ 2 и˜̃cn = 0.

После этого получаем равенство c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(n1+1)
ρ;P1

+ · · ·+

c̃g−1τ
(ng−1+1)
ρ;P1

= df. Если в проколах есть хотя бы одна существенно особая

точка для f, то получаем противоречие, так как их нет в выражении

слева. Поэтому f имеет единственный полюс в P1 некоторого порядка

nj на Fµ, что противоречит мультипликативным пробелам в P1 на Fµ.

Следовательно c̃1 = · · · = c̃g−1 = 0. Осталось равенство c′1ζ̃1 + · · · +

c′g−1ζ̃g−1 = df на F ′µ. Как и раньше, показывается, что c′1 = · · · = c′g−1 = 0.

Проведем доказательство для набора (8′). Рассмотрим линейную ком-

бинацию для этого набора с ненулевыми коэффициентами

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(2)

ρ;P̃1
+ · · ·+ c̃g−1τ

(2)

ρ;P̃g−1
+ ˜̃c1τρ;P1

+ · · ·+ ˜̃cnτρ;Pn = df,

где f — мультипликативная функция на F ′µ (возможно с полюсами лю-

бых порядков и существенно особыми точками на Fµ для ветвей этой

функции).

Рассмотрим коэффициенты ˜̃cj, j = 1, . . . , n. Пусть γj — петля обхо-

дящая только точку Pj, j = 1, . . . , n, тогда классический период
∫
γj

df =

cσ(γj) и выбирая вместо f функцию (f − c) получим, что
∫
γj

d(f − c) = 0.

Следовательно все коэффициенты ˜̃c1 = · · · = ˜̃cn = 0.

Таким образом имеем равенство

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(2)

ρ;P̃1
+ · · ·+ c̃g−1τ

(2)

ρ;P̃g−1
= df.
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Здесь c̃1 = · · · = c̃g−1 = 0, так как не существует мультипликативной

функции с простыми полюсами P̃1, . . . , P̃g−1 на Fµ, с учетом условия

rρ(
1

P̃1...P̃g−1
) = 0. Дальнейшее доказательство проводится аналогично, как

для базиса (7). Теорема 1.6.1 доказана.

Теорема 1.6.2. Векторное расслоение

E4 =
⋃

Ωρ(
1

Q1 . . . Qs
;F ′µ)/Ωe,ρ(1, F

′
µ)

является голоморфным векторным расслоением ранга 2g−2+n+s над

базой Tg,n×(Hom(Γ′,C∗)\Lg) при попарно различных точках Q1, . . . , Qs,

s ≥ 1, на поверхности F ′µ типа (g, n), g ≥ 2, n ≥ 2. Причем набор

классов смежности дифференциалов Прима: либо

ζ̃1, . . . , ζ̃g−1, τ
(n1(P1)+1)
ρ;P1

, . . . , τ
(ng−1(P1)+1)
ρ;P1

,

τρ;P2P1
, . . . , τρ;PnP1

, τρ;Q1P1
, . . . , τρ;QsP1

, τρ;P 2
2P1
, (9)

либо

ζ̃1, . . . , ζ̃g−1, τ
(n1(P1)+1)
ρ;P1

, . . . , τ
(ng−1(P1)+1)
ρ;P1

,

τρ;P1
, τρ;P2

, . . . , τρ;Pn, τρ;Q1
, . . . , τρ;Qs, (9′)

где n1, . . . , ng−1 — мультипликативные пробелы Вейерштрасса в P1 на

Fµ для ρ, задает базис локально голоморфных сечений этого расслоения.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно доказать только линейную неза-

висимость классов смежности дифференциалов из набора (9). Предпо-

ложим, что существует линейная комбинация, у которой не все коэффи-

циенты равны нулю, следующего вида:

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(n1(P1)+1)
ρ;P1

+ · · ·+ c̃g−1τ
(ng−1(P1)+1)
ρ;P1

+

+˜̃c2τρ;P2P1
+ · · ·+ ˜̃cnτρ;PnP1

+ ˜̃cn+1τρ;Q1P1
+ · · ·+ ˜̃cn+sτρ;QsP1

+ c′τρ;P 2
2P1

= df.
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Если f имеет существенно особые точки в проколах, то сразу получа-

ем противоречие, так как их нет в выражении слева. Как и в доказатель-

стве предыдущей теоремы, с помощью вычетов и периодов, получим, что˜̃cj = 0, j = 2, . . . , n+ s. Остается равенство

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(n1(P1)+1)
ρ;P1

+ · · ·+ c̃g−1τ
(ng−1(P1)+1)
ρ;P1

+ c′τρ;P 2
2P1

= df.

Так как n1(P1) + 1 ≥ 2, то все остальные показатели ≥ 2 [13]. Вычет

при обходе только вокруг P1 будет кратен c′, т. е. имеет вид Mc′,M 6= 0,

а справа, из-за мультипликативной точности df, классический период

при обходе только вокруг P1 можно сделать нулевым. Отсюда c′ = 0.

Продолжая доказательство аналогично, как в предыдущей теореме, по-

лучаем, что все остальные коэффициенты равны нулю. Классы смеж-

ности дифференциалов из набора (9) образуют базис в нашем фактор

пространстве.

Докажем линейную независимость классов смежности дифференциа-

лов из набора (9′). Предположим, что существует линейная комбинация,

у которой не все коэффициенты равны нулю, следующего вида:

c′1ζ̃1 + · · ·+ c′g−1ζ̃g−1 + c̃1τ
(n1(P1)+1)
ρ;P1

+ · · ·+ c̃g−1τ
(ng−1(P1)+1)
ρ;P1

+

+˜̃c1τρ;P1
+ · · ·+ ˜̃cnτρ;Pn + ˜̃cn+1τρ;Q1

+ · · ·+ ˜̃cn+sτρ;Qs = df.

С помощью вычетов и периодов получаем, что все ˜̃cj = 0, j = 1, ..., n+s.

Далее доказательство продолжается, как и для набора (9). Теорема 1.6.2

доказана.

Следствие 1.6.1. Векторное расслоение

E ′4 =
⋃

H1
hol,ρ(F

′
µ) =

⋃
Ωρ(1;F ′µ)/Ωe,ρ(1;F ′µ)

является голоморфным векторным расслоением ранга 2g + n − 2 над

базой Tg,n × (Hom(Γ′,C∗)\Lg) при g ≥ 2, n ≥ 2.
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Глава 2.

Однозначные дифференциалы на переменной конечной

римановой поверхности

Во второй главе впервые изучаются классические абелевы (однознач-

ные) q−дифференциалы на переменной поверхности типа (g, n).Методы

из первой главы примененные к дифференциалам Прима можно успеш-

но применять и для случая абелевых дифференциалов на переменных

конечных римановых поверхностях. Таким образом в главе 2 будут по-

строены основы теории абелевых q−дифференциалов, как аналог тео-

рии дифференциалов Прима, включающие в себя построение элемен-

тарных абелевых q−дифференциалов (q ≥ 1) и описание двух важ-

ных векторных расслоений таких дифференциалов над пространством

Тейхмюллера Tg,n. Кроме того, для важного класса гиперэллиптических

поверхностей, будут построены явные базисы голоморфных абелевых

q−дифференциалов и дифференциалов Прима для характеров, которые

голоморфно зависят от точек ветвления (модулей) гиперэллиптических

поверхностей.

§2.1. Элементарные q−дифференциалы

Для построения общей теории однозначных дифференциалов боль-

шую роль играют, так называемые, элементарные дифференциалы [4;

9; 20] любого порядка, которые имеют минимальное количество полю-

сов, т. е. это либо один полюс порядка m ≥ 2, либо два простых полюса,

и голоморфно зависящие от модулей [µ] компактных римановых поверх-

ностей.
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В этом параграфе будет найден общий вид элементарных q−диффе-

ренциалов на переменной римановой поверхности F ′µ типа (g, n). Про-

странство M1 на F ′µ состоит из дифференциалов на F ′µ, которые имеют

конечное число полюсов и допускают мероморфное продолжение на Fµ.

Пространство M2 состоит из дифференциалов имеющих конечное число

полюсов на F ′ и в проколах при аналитическом продолжении могут быть

изолированные существенно особые точки.

Найдем общий вид q-дифференциалов с единственным полюсом в точ-

ке Q точно порядка m ≥ 1 на F ′µ, где q ≥ 1.

Теорема 2.1.1. На переменной римановой поверхности F ′µ типа

(g, n), g ≥ 2, n ≥ 1, для любых натуральных чисел m ≥ 1, q ≥ 1 суще-

ствует элементарный q–дифференциал τ (m)
q;Q = ( 1

zm +O(1))dzq, z(Q) = 0,

с полюсом в любой точке Q ∈ F ′µ точно порядка m класса M1, локально

голоморфно зависящий от [µ], у которого общий вид дивизора (τ
(m)
q;Q ) =

R1···RN
Qm · 1

P
k1
1 ...P knn

, где k1 > 0, kj ≥ 0, j = 2, ..., n, N = (2g−2)q+m+k1 +

...+kn, и ϕ(R1 · · ·Rg) = −2K[µ]q+ϕ(Qm)−ϕ(Rg+1 · · ·RN)+ϕ(P k1
1 . . . P kn

n )

в многообразии Якоби J(Fµ). При этом точки Rg+1, . . . , RN и Q = Q[µ]

выбираются как локально голоморфные сечения расслоений целых диви-

зоров степени N−g и 1 над достаточно малыми односвязными окрест-

ностями из Tg,n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме Римана-Роха для q-дифференциа-

лов на Fµ [13] найдем размерность iq( 1

QmP
k1
1 ...P knn

) = dimC Ωq( 1

QmP
k1
1 ...P knn

),

где kj ≥ 0, kj ∈ N, j = 1, . . . , n. Имеем iq(D) = (g − 1)(2q − 1)− degD +

r(
Zq−1µ

D ), где D = 1

QmP
k1
1 ...P knn

, Zq−1
µ — канонический класс дивизоров одно-

значных (q − 1)-дифференциалов на Fµ. Отсюда

iq(
1

QmP k1
1 . . . P kn

n

) = (g − 1)(2q − 1) +m+ k1 + · · ·+ kn ≥ 2.

Здесь r(Z
q−1
µ

D ) = 0, так как deg(
Zq−1µ

D ) > 0 при наших условиях. Действи-
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тельно, имеем degZq−1
µ = (q − 1)(2g − 2) ≥ 0 и deg( 1

D) ≥ m ≥ 1 > 0.

Также этот факт можно доказать по-другому. Если существует одно-

значная функция h 6= 0 на Fµ с условием (h) ≥ QmP k1
1 . . . P kn

n Zq−1
µ , то

0 = deg(h) ≥ deg(QmP k1
1 . . . P kn

n Zq−1
µ ) ≥ 1. Противоречие.

Ясно, что iq( 1

QmP
k1
1 ...P knn

) = iq(
1

Qm−1P
k1
1 ...P knn

) + 1. Следовательно суще-

ствует q-дифференциал τ (m)
q;Q с полюсом точно порядка m в точке Q на

Fµ, т. е. (τ
(m)
q;Q ) = R1...RN

QmP
k1
1 ...P knn

на Fµ, Rj 6= Q, j = 1, . . . , N = (2g− 2)q+m+

k1 + · · ·+kn, так как степень deg(τ
(m)
q;Q ) = (2g−2)q на Fµ и (τ

(m)
q;Q ) = R1...RN

Qm

на F ′µ.

Такие q-дифференциалы можно задавать в виде τ (m)
q;Q = fωq0 из класса

M1 на Fµ. Дивизор

(τ
(m)
q;Q ) =

R1 . . . RN

(ω0)qQm
· (ω0)

q

P k1
1 . . . P kn

n

, k1 > 0, kj ≥ 0, j = 2, . . . , n,

(f) =
R1 · · ·RN

(ω0)qQm
· 1

P k1
1 . . . P kn

n

,

где точка Q не принадлежит дивизору фиксированного голоморфного

абелева 1-дифференциала ω0 на Fµ. Эти дифференциалы определяются

неединственно из-за своих нулей и полюсов на Fµ.

Зафиксируем k1, . . . , kn, как порядки возможных полюсов в точках

P1, . . . , Pn соответственно. Отсюда по классической теореме Абеля для

функции f получаем уравнение

ϕP0
(R1 . . . RN) = ϕP0

(Qm) + ϕP0
(P k1

1 . . . P kn
n )− 2K[µ]q

в многообразии Якоби J(Fµ), где K[µ] — вектор констант Римана, голо-

морфно зависящий от модулей римановых поверхностей Fµ, и от выбора

базисной точки P0 [20]. Следовательно,

ϕ(R1...Rg) = −2K[µ]q + ϕ(Qm) + ϕ(P k1
1 ...P

kn
n )− ϕ(Rg+1...RN). (1)

Таким образом, для определения нулей нашего дифференциала имеем

N − g = m + (2g − 2)q − g + k1 + · · · + kn > g − 2 свободных парамет-
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ров, которые можно выбирать произвольно на F ′µ\{Q} и голоморфно

зависящими от модулей [µ]. Решая проблему обращения Якоби, найдем

дивизор R1 . . . Rg, который будет единственным голоморфным решением

уравнения, если правая сторона в равенстве (1) не принадлежит W 1
g [µ]

[13; 20]. Это можно сделать так как dimW 1
g [µ] ≤ g−2, но N −g > g−2.

При этом можно получить, что точки R1, . . . , Rg тоже отличны от

точки Q, и голоморфно зависят от наших параметров, так как правая

сторона (1) была выбрана голоморфно зависящей от [µ]. Докажем от

противного. Действительно, пусть R1 = Q, тогда имеем равенство

ϕ(R2...Rg) = −2Kq + ϕ(Qm−1) + ϕ(P k1
1 ...P

kn
n )− ϕ(Rg+1...R2g−1R2g...RN).

Рассмотрим дивизор D = R2 . . . RgRg+1 . . . R2g−1 степени 2g − 2 с g − 1

свободными точками Rg+1, . . . , R2g−1. По теореме о свободных точках [20]

и классической теореме Римана-Роха имеем неравенство

g − 1 + 1 ≤ r(
1

D
) = 2g − 2− g + 1 + i(D),

и i(D) ≥ 1.Поэтому существует ненулевой голоморфный абелев 1-диффе-

ренциал ω на Fµ такой, что (ω) ≥ D, а значит (ω) = D.Отсюда получаем,

что ϕ(D) = −2K. Предыдущее равенство перепишется в другом виде

−2K(1− q)− ϕ(Qm−1)− ϕ(P k1
1 . . . P kn

n ) = ϕ(R2g . . . RN).

Заметим, что N − (2g−1) ≥ 1 при q ≥ 1 и g > 1, k1 > 0. Множество за-

данное выражением слева будет нульмерно, а справа будет не менее, чем

одномерно. Следовательно можно выбрать точки R2g, . . . , RN так, чтобы

это соотношение не выполнялось в многообразии Якоби J(Fµ). Проти-

воречие. Поэтому точка Q будет действительно единственным полюсом

точно порядка m для нашего дифференциала τ (m)
q;Q на F ′µ.

Таким образом, дивизор (τ
(m)
q;Q ) = R1...RN

Qm
1

P
k1
1 ...P knn

имеет наиболее общий
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вид для q-дифференциалов τ (m)
q;Q класса M1 с единственным полюсом Q

точно порядка m ≥ 1 на F ′µ = Fµ\{P1, . . . , Pn}.

Следовательно существует дифференциал τ̃ (m)
q;Q с разложением

τ̃
(m)
q;Q = (

c−m
zm

+
c−m+1

zm−1
+ ...+

c−2

z2
+
c−1

z
+O(1))dzq, c−m 6= 0, z(Q) = 0.

В частности имеем разложение

τ̃
(2)
q;Q = (

1

z2
+
c−1

z
+ C0 + C1z + . . .)dz,

где c−1 - вычет в полюсе Q для некоторой ветви этого дифференциала

на Fµ. Рассмотрим дифференциал

τ
(2)
q;Q = τ̃

(2)
q;Q − c−1τq;Q = (

1

z2
+O(1))dz.

Дальше будем рассуждать по индукции относительно параметра m.

Пусть по предположению индукции утверждение верно для (m−1) вклю-

чительно и докажем утверждение для m. Для данного m имеем диффе-

ренциал вида (2). Тогда получим некоторую ветвь дифференциала

τ
(m)
q;Q =

τ̃
(m)
q;Q − c−1τq;Q − c−2τ

(2)
q;Q − . . .− c−m+1τ

(m−1)
q;Q

c−m
= (

1

zm
+O(1))dzq,

где z(Q) = 0. Теорема доказана.

Найдем общий вид q−дифференциалов третьего рода с единственны-

ми простыми полюсами в различных точках Q1, Q2 на F ′µ, где q ≥ 1.

Теорема 2.1.2. На переменной римановой поверхности F ′µ типа

(g, n), g ≥ 2, n ≥ 1, для любого натурального числа q ≥ 1 суще-

ствует элементарный q–дифференциал τq;Q1Q2
классаM1 третьего рода

точно с простыми полюсами Q1 = Q1[µ], Q2 = Q2[µ] ∈ F ′µ, локально го-

ломорфно зависящий от [µ], у которого общий вид дивизора (τq;Q1Q2
) =

R1···RN
Q1Q2

· 1

P
k1
1 ...P knn

, k1 > 0, kj ≥ 0, j = 2, ..., n, N = (2g−2)q+2+k1+...+kn,

где ϕ(R1 · · ·Rg) = −2K[µ]q+ϕ(Q1Q2)−ϕ(Rg+1 · · ·RN) +ϕ(P k1
1 . . . P kn

n )
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в многообразии Якоби J(Fµ). При этом точки Rg+1, ..., RN и Q1 =

Q1[µ], Q2 = Q2[µ] выбираются как локально голоморфные сечения рас-

слоений целых дивизоров степени N − g и 2 над достаточно малыми

односвязными окрестностями из Tg,n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для q ≥ 1 такие дифференциалы τq,Q1Q2
мож-

но получить в виде τ = fωq0, где f — однозначная функция имеющая

дивизор (f) = R1···RN
(ω0)qQ1Q2

· 1

P
k1
1 ...P knn

, где N = (2g − 2)q + 2 + k1 + ...+ kn и

ϕ(R1...Rg) = −2K[µ]q + ϕ(Q1Q2)− ϕ(Rg+1...RN) + ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ). (2)

Дивизор R1 . . . Rg будет единственным решением уравнения (2), если

правая сторона не принадлежит W 1
g [µ], это возможно так как N − g >

g− 2 при наших условиях. При этом можно выбрать точки Rj 6= Q1, Q2,

j = g + 1, . . . , N, и локально голоморфно зависящие от [µ]. Кроме то-

го, точки R1, . . . , Rg тоже можно выбрать отличными от точек Q1, Q2.

Докажем это от противного.

1) Пусть R1 = Q1. Тогда получаем равенство

ϕ(R2...Rg) = −2K[µ]q + ϕ(Q2)− ϕ(Rg+1...RN) + ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ).

Рассмотрим дивизор D = R2 . . . RgRg+1 . . . R2g−1 степени 2g − 2 с g −

1 свободными точками Rg+1, . . . , R2g−1. По теореме о свободных точках

получаем неравенство i(D) ≥ 1. Поэтому ϕ(D) = −2K. Предыдущее

равенство перепишется в другом виде

−2K(q − 1) + ϕ(Q2)− ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ) = ϕ(R2g . . . RN).

Заметим, что N − (2g− 1) ≥ 1 при q ≥ 1 и g > 1. Следовательно можно

выбрать точки R2g, . . . , RN так на F ′µ\{Q1, Q2}, чтобы это соотношение

не выполнялось в многообразии Якоби J(Fµ). Противоречие. Поэтому

точка Q1 будет действительно полюс точно простого порядка для нашего

дифференциала на F ′µ.
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2) Пусть R1 = Q1, R2 = Q2. Тогда получаем равенство

ϕ(R3 . . . Rg) = −2K[µ]q − ϕ(Rg+1 . . . RN) + ϕ(P k1
1 . . . P kn

n ).

Рассмотрим дивизор D = R3 . . . Rg · Rg+1 . . . R2g степени 2g − 2 с g − 1

свободными точками Rg+1, . . . , R2g−1. По теореме о свободных точках

снова имеем неравенство i(D) ≥ 1. Поэтому ϕ(D) = −2K. Предыдущее

равенство перепишется в другом виде

−2K(q − 1)− ϕ(P k1
1 ...P

kn
n ) = ϕ(R2g+1 . . . RN).

Заметим, что N − 2g ≥ 1 при q ≥ 1, g > 1, k1 > 0. Следователь-

но можно выбрать точки R2g+1, . . . , RN так, чтобы это соотношение не

выполнялось в многообразии Якоби J(Fµ). Противоречие. Поэтому точ-

ки Q1, Q2 будут действительно единственными полюсами точно первого

порядка для нашего дифференциала на F ′µ. Теорема доказана.

Замечание 2.1.1. Из теоремы 2.1.1, в частном случае при m = 1,

можно получить только более короткое доказательство существования

дифференциала τq;Q1Q2
= τq;Q1

+ τq;Q2
на F ′µ для любого q ≥ 1. Однако

это равенство не позволяет описать явно общий вид дивизора для диф-

ференциала τq;Q1Q2
.

§2.2. Векторные расслоения однозначных мероморфных

дифференциалов над пространствами Тейхмюллера

В этом параграфе будут изучены два основных типа векторных рас-

слоений, со слоями состоящими из q-дифференциалов, над простран-

ством Тейхмюллера Tg,n.

Обозначим через Ω2(F
′
µ) пространство однозначных (абелевых) диф-

ференциалов класса M1 второго рода на F ′µ, а через Ω2,e(F
′
µ) – подпро-

странство всех точных дифференциалов второго рода на переменной по-

верхности F ′µ [9; 20].
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Обозначим через Ẽ1 =
⋃

Ω2(F
′
µ)/Ω2,e(F

′
µ) векторное расслоение у ко-

торого над точкой [µ] из базы Tg,n лежит слой Ω2(F
′
µ)/Ω2,e(F

′
µ).

Теорема 2.2.1. Векторное расслоение Ẽ1 является голоморфным

векторным расслоением ранга 2g+n−1 над базой Tg,n при g ≥ 2, n ≥ 1.

При этом наборы классов смежности дифференциалов: либо

ζ1, ..., ζg, τ
(n1+1)
P1

, ..., τ
(ng+1)
P1

, τP2P1
, ..., τPnP1

, (3)

либо

ζ1, ..., ζg, τ
(2)

P̃1
, ..., τ

(2)

P̃g
, τP2P1

, ..., τPnP1
(4)

задают базисы локально голоморфных сечений этого расслоения, где

n1, . . . , ng – пробелы Вейерштрасса в P1 на Fµ и r( 1

P̃1...P̃g
) = 1 на Fµ,

где P̃1, ..., P̃g ∈ F ′µ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зададим отображение Φ из пространства

Ω2(F
′
µ)/Ω2,e(F

′
µ) на C2g+n−1 по правилу: сопоставляя ω его базисные пе-

риоды, т. е.

Φ : ω → (

∫
aµ1

ω, ...,

∫
aµg

ω,

∫
bµ1

ω, ...,

∫
bµg

ω,

∫
γµ1

ω, ...,

∫
γµn−1

ω) ∈ C2g+n−1.

Ядро отображения Φ совпадает с Ω2,e(F
′
µ). Действительно, если все

указанные периоды равны нулю, то и
∫
γµn

ω = 0, а значит и все остальные

периоды тоже равны нулю. Поэтому дифференциал ω будет точным на

F ′µ и принадлежит пространству Ω2,e(F
′
µ). Так как отображение Φ вза-

имнооднозначно и линейно на фактор пространстве, то

dim Ω2(F
′
µ)/Ω2,e(F

′
µ) ≤ 2g + n− 1.

Докажем обратное неравенство dim Ω2(F
′
µ)/Ω2,e(F

′
µ) ≥ 2g + n − 1 и

построим два базиса в этом фактор пространстве.

Возьмем мероморфные дифференциалы из списка (3) на поверхности

F ′µ. Покажем, что классы смежности с такими дифференциалами будут
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линейно независимыми над C на F ′µ. От противного. Предположим, что

существует линейная комбинация с ненулевыми комплексными коэффи-

циентами равная нулевому классу, тогда верно равенство

c1ζ1 + ...+ cgζg + c̃1τ
(n1+1)
P1

+ ...+ c̃gτ
(ng+1)
P1

+ ˜̃c1τP2P1
+ ...+ ˜̃cn−1τPnP1

= df,

где df – точный дифференциал второго рода на F ′µ и при аналитиче-

ском продолжении с F ′µ на Fµ в проколах он может иметь либо устрани-

мые особые точки (у.о.т.), либо полюса, либо существенно особые точки

(с.о.т.).

Пусть ˜̃c1 6= 0, обойдем точку P2 по малой петле, но тогда выраже-

ние слева будет иметь период 2πi · ˜̃c1, а для правой стороны этот период

равен нулю. По-другому, сразу считаем периоды по малым петлям об-

ходящим отдельно вокруг точек P2, ..., Pn, и получаем, что они равны

числам ˜̃c1, ..., ˜̃cn−1 (умноженным на 2πi) соответственно, но для правой

части эти периоды равны нулю. Таким образом, ˜̃c1 = ... = ˜̃cn−1 = 0.

Рассмотрим коэффициент c̃g. Если у функции f в точке P1 при про-

должении на Fµ будет единственный полюс порядка ng на Fµ, то это

невозможно из-за пробелов Вейерштрасса в точке P1, и c̃g = 0 [9; 20].

Если df при аналитическом продолжении с F ′µ на Fµ имеет в одном

проколе полюс или с.о.т., например в проколе P1, то в P1 слева и спра-

ва различные особые точки и получаем противоречие. Таким образом

доказали, что c̃1 = ... = c̃g = 0.

Теперь рассмотрим коэффициенты c1, ..., cg. Если при аналитическом

продолжении df в проколах имеем полюса или с.о.т., то их нет у ком-

бинации
∑g

j=1 cjζj на Fµ. Поэтому f будет голоморфна на Fµ, и значит

f будет константой, df = 0. Получили противоречие с линейной неза-

висимостью ζ1, ..., ζg на Fµ. Отсюда c1 = ... = cg = 0. Таким образом
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доказали, что дифференциалы

ζ1, ..., ζg, τ
(n1+1)
P1

, ..., τ
(ng+1)
P1

, τP2P1
, ..., τPnP1

представляют линейно независимые классы смежности над C нашего

фактор пространства на F ′µ и его размерность ≥ 2g + n− 1.

Следовательно размерность нашего фактор пространства равна 2g +

n− 1 и построен явный базис (3) в фактор пространстве.

Обозначим через P1, ..., Pn проколы и они фиксированы. Выберем точ-

ки P̃1, ..., P̃g на F ′µ с условием i(P̃1...P̃g) = 0 или это равносильно тому, что

не существует мероморфной функции f на Fµ с такими простыми полю-

сами. Рассмотрим набор классов смежности дифференциалов из списка

(4), для которого надо показать линейную независимость над C. Возмож-

но, что точки P̃1, ..., P̃g попадут на проколы P1, ..., Pn. Тогда придется из

списка τ (2)

P̃1
, ..., τ

(2)

P̃g
удалить часть этих дифференциалов и значит не на-

берем нужное для нашей оценки число линейно независимых классов.

Применим технику шевеления дивизоров степени g, т. е. чтобы точки

P̃1, ..., P̃g не попадали в проколы, но при этом по прежнему составляли

не специальный дивизор [20].

Известно, что в пространстве Fg (всех целых дивизоров степени g

на F ) множество всех специальных дивизоров образуют замкнутое под-

многообразие положительной комплексной коразмерности. В частности,

множество всех не специальных дивизоров будет открыто и плотно в Fg

[20].

Пусть все P̃1, ..., P̃g попали в проколы, обозначим их через P̃1 = P1, ...,

P̃g = Pg. Рассмотрим малые фиксированные диски окружающие эти точ-

ки и непересекающиеся друг с другом, а также не содержащие остальные

проколы. Возьмем в этих окрестностях близкие точки ˜̃P 1, ...,
˜̃
P g отлич-

ные от P̃1, ..., P̃g соответственно. Если оказалось, что i( ˜̃P 1...
˜̃
P g) 6= 0, то
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возьмем фиксированные окрестности этих точек не содержащие точек

P̃1, ..., P̃g и лежащие в тех же окрестностях. Тогда учитывая открытость

множества не специальных дивизоров Fg, возьмем точки P ′1, ..., P ′g близ-

кие к ˜̃P 1, ...,
˜̃
P g соответственно, для которых i(P ′1...P ′g) = 0.

Рассмотрим снова список (4), уже с условием, что P̃1, ..., P̃g не попа-

дают ни в один из проколов. Предположим, что существует линейная

комбинация классов смежности

c1[ζ1] + ...+ cg[ζg] + c̃1[τ
(2)

P̃1
] + ...+ c̃g[τ

(2)

P̃g
] +˜̃c1[τP2P1

] + ...+˜̃cn−1[τPnP1
] = [df ],

где не все коэффициенты равны нулю. Тогда аналогично, как раньше

получим, что ˜̃cj = 0, j = 1, ..., n− 1.

Теперь рассмотрим коэффициенты c̃j, j = 1, ..., g. Напомним, что точ-

ки P̃1, ..., P̃g лежат внутри F ′µ. Если df имеет у.о.т. во всех проколах,

то это равенство на Fµ влечет, что существует мероморфная функция

с простыми полюсами в P̃1, ..., P̃g, но по выбору этих точек это невоз-

можно. Если df при продолжении на Fµ имеет хотя бы один полюс или

с.о.т. в одном из проколов, то для комбинации слева эта точка (прокол)

не будет особой, а для df она особая. Противоречие. Таким образом,

c̃j = 0, j = 1, ..., g.

Аналогично, как раньше, получается, что все cj = 0, j = 1, ..., g. Таким

образом, доказали оценку снизу для набора (4).

Кроме того, эти дифференциалы локально голоморфно зависят от

параметров [µ] по доказанному ранее предложению 1.2.2 и 1.2.3. Теорема

доказана.

Следствие 2.2.1. Голоморфное векторное расслоение Ẽ1 аналитиче-

ски эквивалентно тривиальному векторному расслоению ранга 2g+n−1

над Tg,n при g ≥ 2, n ≥ 1.

Доказательство сразу следует из теоремы Грауэрта, так как база Tg,n
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односвязна [21].

Обозначим через Ω( 1
Q1Q2...Qs

;F ′µ) пространство абелевых дифференци-

алов класса M1, у которых в попарно различных точках Q1, Q2, ..., Qs(∈

F ′µ) полюса не выше первого порядка, а через Ωe(1;F ′µ) – подпростран-

ство точных голоморфных дифференциалов на переменной поверхности

F ′µ.

Положим Ẽ2 =
⋃

Ω( 1
Q1Q2...Qs

;F ′µ)/Ωe(1;F ′µ) – векторное расслоение у

которого над точками [µ] из базы Tg,n лежат такие фактор пространства.

Дивизор Q1...Qs понимается как глобальное вещественно аналитическое

сечение расслоения целых дивизоров степени s над Tg,n [19], причем точ-

ки Qj, j = 1, ..., s, не совпадают с проколами P1, ..., Pn для Fµ.

Теорема 2.2.2. Векторное расслоение Ẽ2 является голоморфным

векторным расслоением ранга 2g + n + s − 1 над базой Tg,n при g ≥

2, n ≥ 1, s ≥ 1. При этом набор классов смежности дифференциалов

ζ1, ζ2, ..., ζg, τ
(n1+1)
P1

, τ
(n2+1)
P1

, ..., τ
(ng+1)
P1

,

τP2P1
, τP3P1

, ..., τPnP1
, τQ1P1

, τQ2P1
, ..., τQsP1

(5)

задает базис локально голоморфных сечений этого расслоения.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зададим отображение из Ω( 1
Q1Q2...Qs

;F ′µ) на

C2g+n+s−1 по правилу

ω → (

∫
aµ1

ω,

∫
aµ2

ω, ...,

∫
aµg

ω,

∫
bµ1

ω,

∫
bµ2

ω, ...,

∫
bµg

ω,

∫
γµ1

ω,

∫
γµ2

ω, ...,

∫
γµn−1

ω,

∫
d1

ω,

∫
d2

ω, ...,

∫
ds

ω),

где γµk – простая петля, обходящая только точку Pk, k = 1, ..., n, а dj

– простая петля, обходящая только точку Qj, j = 1, ..., s.

Если эти 2g + n − 1 + s периода равны нулю для дифференциала ω,

то все его периоды будут равны нулю на F ′µ, а значит, дифференциал ω
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будет точным на F ′µ. Кроме того, resQjω = 1
2πi

∫
dj

ω = 0 для любого j =

1, ..., s. Поэтому этот дифференциал ω будет голоморфным на F ′µ, т. е.

ω ∈ Ωe(1;F ′µ). Следовательно это отображение корректно определено на

классах смежности нашего фактор пространства. Причем отображение

будет взаимно однозначно и линейно. Отсюда следует, что размерность

этого фактор пространства будет меньше или равна 2g + n− 1 + s.

Докажем обратное неравенство для размерностей и построим базис

этого фактор пространства. Покажем, что классы смежности диффе-

ренциалов из набора (5) будут на F ′µ линейно независимыми над C.

От противного. Предположим, что существует линейная комбинация

с ненулевыми комплексными коэффициентами равная нулевому классу,

тогда верно равенство

c1ζ1 + c2ζ2 + ...+ cgζg + c̃1τ
(n1+1)
P1

+ c̃2τ
(n2+1)
P1

+ ...+ c̃gτ
(ng+1)
P1

+

+c′1τP2P1
+ c′2τP3P1

+ ...+ c′n−1τPnP1
+ c̃′1τQ1P1

+ c̃′2τQ2P1
+ ...+ c̃′sτQsP1

= df,

где f - однозначная голоморфная функция на F ′µ. Эта функция f при

продолжении на Fµ не может иметь существенно особых точек, так как

их нет для левой части равенства на Fµ.

Коэффициенты c′1 = ... = c′n−1 = c̃′1 = ... = c̃′s = 0, так как в про-

тивном случае функция f будет иметь логарифмические особые точки в

P2, P3, ..., Pn, Q1, Q2, ..., Qs на F ′µ и не будет однозначной в окрестностях

этих точек.

Пусть среди чисел c̃1, ..., c̃g есть ненулевые, тогда: если функция f при

продолжении c F ′µ на Fµ имеет мероморфное продолжение, то она в точке

P1 имеет единственный полюс точно порядка nj для некоторого j, что

невозможно из-за пробелов в P1. Таким образом, c̃1 = ... = c̃g = 0.

Пусть среди чисел c1, c2, ..., cg есть ненулевые, тогда:
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1) если функция f при продолжении c F ′µ на Fµ имеет мероморфное

продолжение, например полюс в проколе P1, то в P1 в равенстве диффе-

ренциалов слева и справа различные особые точки. Cледовательно числа

c1 = ... = cg = 0;

2) если функция f при продолжении c F ′µ на Fµ имеет только устра-

нимые особые точки в проколах P1, ..., Pn, то df - голоморфный диф-

ференциал и f - однозначная голоморфная функция на Fµ. Поэтому f

будет постоянной и df = 0 на Fµ. Но дифференциалы ζ1, ..., ζg являются

линейно независимыми над C и значит c1 = ... = cg = 0.

Поэтому дифференциалы из набора (5) представляют линейно неза-

висимые над C классы смежности нашего фактор пространства на F ′µ и

его размерность больше или равна 2g + n− 1 + s.

Следовательно размерность будет равна 2g + n − 1 + s и построен

явный базис в фактор пространстве, локально голоморфно зависящий

от [µ]. Теорема 2.2.1 доказана.

Замечание 2.2.1. Обозначим через H1
hol(F

′
µ) (первую голоморфную

группу когомологий де Рама на F ′µ) фактор пространство полученное

факторизацией пространства голоморфных 1-дифференциалов на F ′µ по

подпространству точных голоморфных дифференциалов. Векторное рас-

слоение Ẽ =
⋃
H1
hol(F

′
µ) над Tg,n ранга 2g + n − 1 аналитически экви-

валентно тривиальному голоморфному векторному расслоению того же

ранга по теореме Грауэрта. Этот результат доказан в книге [20, с.88-90]

для фиксированной поверхности типа (g, n).

§2.3. Базисы голоморфных дифференциалов на переменных

гиперэллиптических римановых поверхностях

В этом параграфе, так как для гиперэллиптической поверхности тео-
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рема Нётера [20] не применима, предлагается другой способ построения

базисов голоморфных и мероморфных абелевых q−дифференциалов и

(ρ, q)−дифференциалов Прима для любых характеров на переменной ги-

перэллиптической римановой поверхности.

По определению на гиперэллиптической римановой поверхности F ро-

да g ≥ 2 существует мероморфная однозначная функция z, имеющая

точно два полюса с учетом кратности, причем эта функция будет един-

ственна с точностью до дробно-линейных преобразований в плоскости

переменного z [9; 20]. Точки ветвления функции z есть точно все 2g + 2

точки Вейерштрасса на F. Без ограничения общности можно считать,

что ej = z(Pj) 6= ∞, j = 1, ..., 2g + 2, где P1, ..., P2g+2 – точки ветвления

функции z на F. В книге [20, с. 102] показано, что функция

w =

√√√√2g+2∏
j=1

(z − z(Pj))

является однозначной мероморфной на F с дивизором

(w) = P1...P2g+2/Q
g+1
1 Qg+1

2 ,

где Q1Q2 – полярный дивизор для z на F.

С помощью пары таких функций z и w можно задать саму Fe в виде

комплексной кривой, аффинная часть которой определяется уравнением:

SFe = {(z, w) ∈ C2 : w2 =

2g+2∏
j=1

(z − ej), e1 = 0, e2 = 1, e3 = −1}, (I)

где e = (e1, ..., e2g+2) ∈ C2g+2. После добавления конечного числа точек

к SFe она будет компактной римановой поверхностью Fe рода g ≥ 2 [9;

20].

Каждая переменная гиперэллиптическая риманова поверхность Fe ро-

да g ≥ 2 имеет единственную реализацию в виде:

w2 = z(z − 1)

2g−1∏
k=1

(z − ek), (II)
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где e1, ..., e2g−1 – попарно различные точки на C \ {0, 1}, и P1 = z−1(0),

P2 = z−1(1), Pj+2 = z−1(ej), j = 1, ..., 2g − 1, и P2g+2 = z−1(∞).

Множество всех гиперэллиптических римановых поверхностей Fe ро-

да g ≥ 2 параметризуется точками e = (e1, ..., e2g−1) из пространства

[C\{0, 1}]2g−1\M, где M есть обьединение всех множеств вида {ej =

ek, j 6= k, j, k = 1, ..., 2g − 1}.

Теорема [20, с. 350]. Точки ветвления для двулистного представле-

ния переменной гиперэллиптической римановой поверхности являют-

ся голоморфными функциями от матрицы периодов. Кроме того, пе-

ременная отмеченная гиперэллиптическая риманова поверхность пол-

ностью определяется по своей матрице периодов.

Предложение [20]. Пусть F – компактная риманова поверхность

рода g ≥ 2. Тогда F - гиперэллиптическая риманова поверхность, если и

только если существует конформная инволюция J на F, т. е. J2 = id,

которая имеет 2g + 2 неподвижных точек.

Следствие [20]. Если g ≥ 2, то каждая неподвижная точка для ги-

перэллиптической инволюции есть точка Вейерштрасса для этой по-

верхности.

Будем обозначать через (F,Σ) пару, где F – компактная риманова

поверхность рода g и Σ – упорядоченный набор a1, ..., ag, b1, ..., bg гомо-

топических классов петель, образующих каноническое рассечение на F,

или упорядоченный набор образующих в π1(F ). Cледуя Л. В. Альфорсу

[1, c. 60] пары [F0,Σ0] и [F,Σ] – отмеченных гиперэллиптических рима-

новых поверхностей рода g ≥ 2, с инволюциями J0 и J соответственно,

назовем гиперэллиптически эквивалентными, если отображение, перево-

дящее [F0,Σ0] на [F,Σ], переводит также J0Σ0 в систему эквивалентную

JΣ. Это отношение эквивалентности совместимо с конформной эквива-
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лентностью отмеченных компактных римановых поверхностей. Обозна-

чим через Hg множество классов конформной эквивалентности отмечен-

ных гиперэллиптических римановых поверхностей рода g ≥ 2. Тогда

Hg ⊂ Tg. Множество Hg разлагается на классы гиперэллиптически экви-

валентных поверхностей. Эти классы являются связными компонентами

Hg в топологии Тейхмюллера, причем эти компоненты замкнуты и изо-

лированы. Л. В. Альфорс [1, c. 68; 79] доказал, что на каждой компоненте

Hg существует единственная комплексно-аналитическая структура, сов-

местимая с топологией Тейхмюллера, относительно которой голоморфна

матрица из b−периодов. Эта структура имеет комплексную размерность

2g − 1. Кроме того, топология Тейхмюллера на Hg совпадает с топо-

логией, которая определяется расположением точек ветвления в стан-

дартном представлении (II) для гиперэллиптической римановой поверх-

ности. Кроме того, связные компоненты в Hg являются аналитическими

подмногообразиями без особенностей в пространстве Tg при g ≥ 2.

Дифференциалы вида zjdz
w , j = 0, ..., g− 1, образуют базис голоморф-

ных абелевых дифференциалов на Fe рода g ≥ 2, которые голоморфно

зависят от модулей e отмеченных гиперэллиптических римановых по-

верхностей. Действительно, если (z) = Q3Q4/Q1Q2, то

(dz) =
P1...P2g+2

Q2
1Q

2
2

, (
zjdz

w
) =

(z)j(dz)

(w)
= Qg−j−1

1 Qg−j−1
2 Qj

3Q
j
4 ≥ 1

при 0 ≤ j ≤ g − 1. Отсюда

(ζ1, ..., ζg) =
dz

w
(1, z, ..., zg−1)(X t)−1

– канонический базис голоморфных абелевых дифференциалов на отме-

ченной переменной гиперэллиптической римановой поверхности

[Fe, {aej, bej}
g
j=1], где X = (xij),

xij =

∫
aj

zi−1dz

w
= 2

∫ e2j

e2j−1

zi−1dz

w
, i, j = 1, ..., g, [20, c.322].
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Заметим, что дифференциалы zjdz
w при j ≥ g будут мероморфными на

Fe с полюсами в Q1, Q2. При j = g дифференциал zgdz
w будет абелевым

дифференциалом третьего рода на Fe с простыми полюсами Q1, Q2 при

Q1 6= Q2, а

τQ1Q2
= (resQ1

zgdz

w
)−1[

zgdz

w
−

g∑
j=1

(

∫
aj

zgdz

w
)ζj]

– нормированный абелев дифференциал третьего рода на Fe с простыми

полюсами в Q1 и Q2 с вычетами +1 и -1 соответственно, голоморфно

зависящий от e. При j ≥ g + 1 дифференциалы zjdz
w будут абелевыми

дифференциалами второго рода на Fe с полюсами в Q1 и Q2 порядка

j − g + 1(≥ 2), голоморфно зависящими от модулей e.

Предложение 2.3.1. На переменной гиперэллиптической римано-

вой поверхности Fe рода g ≥ 2 :

1) двукратные произведения базисных голоморфных абелевых диф-

ференциалов порождают (2g − 1)-мерное подпространство в (3g − 3)-

мерных слоях голоморфного векторного расслоения
⋃

Ω2(1;Fe) над про-

странством Hg гиперэллиптических римановых поверхностей, причем

2g − 1 = 3g − 3 ⇐⇒ g = 2.

2) при q ≥ 3 q-кратные произведения базисных голоморфных абеле-

вых дифференциалов порождают (q(g−1)+1)-мерное подпространство

в (2q − 1)(g − 1)-мерном пространстве Ωq(1;Fe) слое векторного рас-

слоения над Hg, при этом равенство (2q − 1)(g − 1) = q(g − 1) + 1

выполняется, если и только если q = 2, g = 2. Таким образом, при

g ≥ 3 это подпространство всегда собственное при любом q ≥ 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Набор состоящий из голоморфных квадра-

тичных дифференциалов следующего вида

zk+jdz2

w2
, 0 ≤ k + j ≤ 2(g − 1), (6)
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порождает (2g−1)-мерное подпространство. Для получения полного ба-

зиса в пространстве Ω2(1;Fe) на Fe рода g ≥ 3, нужно к набору (6)

добавить еще множество из g − 2 голоморфных квадратичных диффе-

ренциалов
zjdz2

w
, j = 0, ..., g − 3,

на Fe. Действительно, дивизоры

(
zjdz2

w
) = (

zjdz

w
)(dz) = Qg−j−1

1 Qg−j−1
2 Qj

3Q
j
4

P1...P2g+2

Q2
1Q

2
2

=

Qg−j−3
1 Qg−j−3

2 Qj
3Q

j
4P1...P2g+2 ≥ 1

только при g − j − 3 ≥ 0 или при 0 ≤ j ≤ g − 3.

2) Рассмотрим набор голоморфных q-дифференциалов вида:

zj1...zjq

wq
dzq, 0 ≤ jk ≤ g − 1, k = 1, ..., q. (7)

Тогда 0 ≤ j1 + ...+ jq ≤ q(g−1) и этот набор образует базис в (q(g−1) +

1)-мерном подпространстве. Заметим, что равенство (2q − 1)(g − 1) =

q(g − 1) + 1 выполняется если и только если q = 2, g = 2. Поэтому, при

g ≥ 3 это подпространство всегда собственное при любом q ≥ 2 на Fe.

Предложение доказано.

Теорема 2.3.2. Для любого q ≥ 2 к набору (7) нужно добавить

(q − 1)(g − 1) − 1 голоморфных q−дифференциалов на переменной ги-

перэллиптической римановой поверхности Fe рода g ≥ 2 так, чтобы

объединение дало базис в Ωq(1;Fe), причем их можно конструктивно

выбрать из следующего набора q-дифференциалов на Fe :

k = 1;
zjdzq

w
, j = 0, 1, ...;

k = 2;
zjdzq

w2
, j = 0, 1, ...;

...
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k = s;
zjdzq

ws
, j = 0, 1, ...; (8)

...

k = q − 1;
zjdzq

wq−1
, j = 0, 1, ....

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Перечисленные в (8) q-дифференциалы будут

линейно независимыми над C на Fe. Но среди них надо отобрать толь-

ко голоморфные и в нужном числе. Для этого найдем дивизоры этих

дифференциалов при j ≥ 0, 1 ≤ k ≤ q − 1 :

(
zjdzq

wk
) =

(Q3Q4

Q1Q2
)j(

P1...P2g+2

Q2
1Q

2
2

)q

P k1 ...P
k
2g+2

Q
(g+1)k
1 Q

(g+1)k
2

= Qj
3Q

j
4P

q−k
1 ...P q−k

2g+2Q
(g+1)k−j−2q
1 Q

(g+1)k−j−2q
2 .

Эти дивизоры будут целыми, если и только если (g + 1)k ≥ j + 2q.

При следующих условиях соответствующие q-дифференциалы будут го-

ломорфны:

k = 1; (g + 1)− 2q ≥ j ≥ 0, (81)

k = 2; (g + 1)2− 2q ≥ j ≥ 0, (82)

...

k = s; (g + 1)s− 2q ≥ j ≥ 0, (8s)

...

k = q − 1; (g + 1)(q − 1)− 2q ≥ j ≥ 0. (8q−1)

Рассмотрим первый случай, когда (g + 1) ≥ 2q. Число голоморфных

q-дифференциалов на Fe этого вида будет равно

(g + 1)[1 + 2 + ...+ (q − 1)]− 2q(q − 1) + (q − 1) =
q − 1

2
[q(g − 3) + 2].

Рассмотрим случай, когда (g+ 1)s− 2q < 0, но (g+ 1)(s+ 1)− 2q ≥ 0.

Число голоморфных q-дифференциалов этого вида будет равно

(g + 1)[(s+ 1) + ...+ (q − 1)]− 2q(q − 1− s) + (q − 1− s) =
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(g + 1)[
q(q − 1)

2
− (s+ 1)s

2
] + (q − 1− s)(1− 2q).

Для случая, когда (g + 1)(q − 2)− 2q < 0, но (g + 1)(q − 1)− 2q ≥ 0,

число голоморфных q-дифференциалов будет равно (g+1)(q−1)−2q+1.

При этом (g + 1)(q − 1) − 2q + 1 = (g − 1)(q − 1) − 1, т. е. в точности

равно числу голоморфных q-дифференциалов, которые нужно добавить

к списку (7) для получения полного базиса в Ωq(1;Fe).

Поэтому, если верно неравенство (8q−1), то алгоритм будет следую-

щий. Нужно к списку (7) добавить список из последней строки в (8):

zjdzq

wq−1
, j = 0, 1, ..., (g + 1)(q − 1)− 2q.

Найдем теперь условия на g и q такие, чтобы было верно неравенство

(8q−1). При q = 2 получаем, что неравенство (g + 1)(q − 1) ≥ 2q превра-

щается в неравенство g + 1 ≥ 4 или g ≥ 3. Таким образом, (8q−1) верно

при q = 2, g ≥ 3. Случай g = 2, q = 2 уже рассмотрен в предыдущем

предложении и к (7) не надо ничего добавлять, так как набор (7) уже

является базисом в Ω2(1;Fe).

В оставшемся случае при q ≥ 3, g ≥ 2 имеем неравенства:

(g + 1)(q − 1) ≥ min
g>1

(g + 1)(q − 1) = 3q − 3 ≥ 2q,

а значит, неравенство (8q−1) тоже верно. Теорема доказана.

Заметим, что если верно неравенство (8s), то верны и все последующие

неравенства (8s+1), ..., (8q−1).

Замечание 2.3.1. В доказательстве предыдущей теоремы указан про-

стейший конструктивный выбор базиса в Ωq(1;Fe). Однако метод дока-

зательства дает много других способов конструктивного выбора бази-

са в Ωq(1;Fe). Часто во многих задачах геометрической теории функ-

ций на компактных римановых поверхностях, в геометрических методах
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интегрирования уравнений математической физики, в квантовой тео-

рии поля нужны голоморфные q-дифференциалы вида zjdzq

wk
c разными

k = 1, ..., q − 1.

Приведем общий алгоритм конструктивного выбора базиса в Ωq(1;Fe).

Если s наименьшее число от 1 до q − 1 для которого верно неравенство

(8s), то нужно последовательно выбирать возможные

(g + 1)[
q(q − 1)

2
− (s+ 1)s

2
] + (q − 1− s)(1− 2q)

голоморфные q-дифференциалы из s-ой строки в (8), а затем, из любых

последующих строк от s + 1 до q − 1 (в зависимости от того какие zjdzq

wk

нужны в данной задаче), чтобы их общее число было (g − 1)(q − 1)− 1.

Потом добавить их к набору (7).

Если неравенства (81), ..., (8q−2) не выполняются, то такие q-диффе-

ренциалы из (8) будут уже мероморфные абелевы q-дифференциалы с

полюсами в Q1, Q2 и нулями в Q3, Q4, P1, ..., P2g+2. Их можно также ис-

пользовать для построения базиса в пространствах мероморфных абе-

левых q-дифференциалов, кратных заданному дивизору, на переменной

гиперэллиптической римановой поверхности Fe рода g ≥ 2 при q ≥ 2.

В связи с представлением Fe в виде (II) имеем равенства:

(z) =
P 2

1

P 2
2g+2

, (w) =
P1P2...P2g+1P2g+2

P 2g+2
2g+2

,

(dz) =
P1...P2g+2

P 4
2g+2

, (
zjdz

w
) = P 2j

1 P
2(g−1−j)
2g+2 ≥ 1,

если g − 1− j ≥ 0.

Для любых k, 1 ≤ k ≤ q − 1, дивизоры

(
zjdzq

wk
) = P 2j

1 P
q−k
1 ...P q−k

2g+2P
2((g+1)k−j−2q)
2g+2 ≥ 1,

при условии, что (g+1)k−j−2q ≥ 0. Поэтому также, как в теореме 2.3.2,

можно конструктивно выбрать базис для любого q ≥ 2 на переменной

гиперэллиптической римановой поверхности Fe рода g ≥ 2.
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Для любых различных точек P,Q на Fe, где P = (a, w(a)), Q =

(b, w(b)), w =
√
z(z − 1)

∏2g−1
j=1 (z − ej) : при a 6=∞, b 6=∞

τ̂PQ = (
w + w(a)

z − a
− w + w(b)

z − b
)
dz

2w
,

и при a 6=∞, b =∞

τ̂PQ = (
w + w(a)

z − a
)
dz

2w

являются абелевыми дифференциалами третьего рода с простыми по-

люсами в P и Q на Fe с вычетами +1 и -1 соответственно [9, c. 64 ], а

дифференциал

τPQ = τ̂PQ −
g∑
j=1

(

∫
aej

τ̂PQ)ζj

будет нормированным абелевым дифференциалом третьего рода на Fe.

Учитывая конкретные реализации (I) и (II) для гиперэллиптических

римановых поверхностей, можно взять явный базис ω1, ..., ωd абелевых

голоморфных q−дифференциалов из теоремы 2.3.2. Этот базис будет

голоморфно зависеть от точек ветвления в реализации таких поверхно-

стей. Кроме того, нужные, для построения базиса голоморфных и ме-

роморфных (ρ, q)−дифференциалов Прима, мультипликативные едини-

цы f0 и мультипликативные функции f для любых характеров ρ мож-

но выразить через явный канонический базис голоморфных абелевых

1-дифференциалов ζ1, ..., ζg и через явные нормированные абелевы диф-

ференциалы τPQ третьего рода с простыми полюсами в P и Q на F

с вычетами +1 и -1 соответственно. Причем такие мультипликативные

функции будут голоморфно зависеть от характеров и от точек ветвления

гиперэллиптических римановых поверхностей.

В статье Тулиной М.И. [3] для компактных римановых поверхностей

доказаны, в виде теорем существования, аналоги всех теорем из первой

и второй глав, но в §2.3 все объекты построены явным образом на пере-

менной гиперэллиптической римановой поверхности Fe.
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Таким образом, для случая гиперэллиптической поверхности в §2.3

построены явно: все виды элементарных (ρ, q)−дифференциалов и бази-

сы локально голоморфных сечений для всех основных типов векторных

расслоений, со слоями из мероморфных дифференциалов Прима, над

произведением пространства Hg и группы характеров для любого рода

g ≥ 2.
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Глава 3.

Дифференциалы Прима с матричными характерами на

компактной римановой поверхности

Теория мультипликативных функций и дифференциалов Прима для

случая специальных характеров на компактной римановой поверхности

нашла многочисленные приложения в теории функций, аналитической

теории чисел и в уравнениях математической физики [2-4; 6; 7; 11-13;

15-18; 22; 24; 26-31].

В [12-13; 15; 22; 30] начато построение общей теории мультипликатив-

ных функций и дифференциалов Прима на компактной римановой по-

верхности для общих (одномерных) характеров. В работах [23-25; 27; 30;

32] начато изучение векторных мультипликативных функций для мат-

ричных характеров на компактной римановой поверхности рода g ≥ 2 и

на торе g = 1.

В третьей главе двумя методами доказано существование матричных

мультипликативных функций и k-дифференциалов Прима для любых

матричных характеров, без условия регулярности функции, определяю-

щей матричный тэта-ряд Пуанкаре, на границе круга.

§3.1. Предварительные сведения

Теорема (Б. Риман). Универсальное накрытие F̃ для компактной

римановой поверхности рода g ≥ 2, снабженное комплексно-аналитиче-

ской структурой поднятой с F так, чтобы естественная проекция

π̃ : F̃ → F была голоморфна, будет конформно эквивалентно кругу

U = {z ∈ C : |z| < 1}.
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Теорема (Ф. Клейн, А. Пуанкаре). Любую компактную риманову

поверхность F рода g ≥ 2 можно представить как фактор простран-

ство U/Γ, где Γ – фуксова группа первого рода инвариантно действу-

ющая в круге U, т. е. F конформно эквивалентна (U/Γ,Σ), причем

Σ индуцирована комплексно-аналитической структурой на U, которая

задается атласом, состоящим из одной карты (U,ϕ(z) = z).

На U вводим метрику Пуанкаре ds = |dz|
1−|z|2 , где λ(z) = 1

1−|z|2 , λ(z)

называется плотностью метрики Пуанкаре. Если A : z = x+ iy −→ ζ =

u+ iv – дробно-линейное отображение на ∆, то λ(Az)|A′(z)| = λ(z), z ∈

U, λ2(z)dxdy = λ2(ζ)dudv, т. е. не евклидовы площади инвариантны при

дробно-линейных отображениях круга U на себя [20].

Напомним, что характером ρ на фундаментальной группе π1(F ) для

компактной римановой поверхности F называется гомоморфизм из π1(F )

в мультипликативную группу C∗ = C\{0}, поля комплексных чисел C.

Так как C∗ коммутативная группа, то характер ρ в действительности

есть гомоморфизм ρ : H1(F,Z) → C∗. Характер ρ называется норми-

рованным, если он все свои значения принимает на единичной окруж-

ности S1 = {z ∈ C : |z| = 1}. Если F имеет род g > 0, и положим

{N1, ..., N2g} = {a1, ..., ag, b1, ..., bg} (как равенство упорядоченных набо-

ров), то ρ единственно определяется по своим значениям ρ(N1), ..., ρ(N2g)

на образующих. Поэтому абелева группаHom(π1(F ),C∗) изоморфна груп-

пе [C∗]2g, где изоморфизм задается отображением ρ→ (ρ(N1), ..., ρ(N2g));

в последней группе строки умножаются покоординатно, а произведение

двух характеров ρ1, ρ2 в Hom(π1(F ),C∗) определено по правилу:

(ρ1 · ρ2)(a) = ρ1(a) · ρ2(a), a ∈ π1(F ).

Мультипликативной функцией на компактной римановой поверхно-

сти F для характера ρ назовем мероморфную функцию f на U такую,
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что f(Tz)ρ(T ) = f(z), z ∈ U, T ∈ Γ, где Γ – фуксова группа первого

рода на U.

Для доказательства следующей леммы нам потребуются некоторые

известные факты из функционального анализа: величина

‖f‖p ≡ ‖f‖Lp(D) = (
∫∫
D

|f(z)|pdxdy)1/p

будет нормой в Lp(D), где p ≥ 1 и D – область на плоскости C.

Теорема (Б. Леви)[5, с. 285]. Пусть на множестве D верны нера-

венства

f1(z) ≤ f2(z) ≤ ... ≤ fn(z) ≤ ...,

причем функции fn интегрируемы и их интегралы ограничены в сово-

купности
∫
D

fn(z)dxdy ≤ K для любого n ∈ N. Тогда почти всюду на D

существует (конечный) предел f(z) = lim
n→∞

fn(z) и функция f интегри-

руема на D, а
∫
D

fn(z)dxdy →
∫
D

f(z)dxdy при n→∞.

Следствие 3.1.1. Если fn(z) – интегрируемая функция, fn(z) ≥ 0

на D для любого n, и выполняется неравенство
∞∑
n=1

∫
D

fn(z)dxdy < ∞,

то почти всюду на D ряд
∞∑
n=1

fn(z) сходится и

∫
D

(
∞∑
n=1

fn(z))dxdy =
∞∑
n=1

∫
D

fn(z)dxdy.

Теорема (Фату) [5]. Если последовательность измеримых неотри-

цательных функций fn сходится почти всюду на D к f и
∫
D

fn(z)dxdy ≤

K для любого n, то f интегрируема на D и
∫
D

f(z)dxdy ≤ K.

Пусть F – компактная риманова поверхность рода g ≥ 2. После пред-

ставления F в виде F = U/Γ, где Γ – соответствующая фуксова группа

первого рода, получим, что каждый дифференциал ϕ(z)dzq на F можно

записать в виде ϕ = ϕ1(z)dzq и ϕ1(z) – измеримая в круге U функция,

удовлетворяющая соотношению

ϕ1(Az)A′q(z) = ϕ1(z), A ∈ Γ, (1)
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т. е. автоморфная форма веса (−2q) на U, относительно группы Γ. При

этом голоморфным (мероморфным) дифференциалам на F соответству-

ют голоморфные (мероморфные) формы на U [7].

Рассмотрим голоморфную в U функцию Φ(z) такую, что∫∫
U

|Φ(z)|dxdy <∞, z = x+ iy, (2)

и составим тэта-ряд Пуанкаре

(ΘqΦ)(z) =
∑
A∈Γ

Φ(Az)A′q(z), q ≥ 2. (3)

Лемма 3.1.1 [7]. Для любой голоморфной функции Φ(z) с условием,

что
∫∫
U

|Φ(z)|dxdy < ∞, тэта-ряд Пуанкаре (ΘqΦ)(z) будет голоморф-

ным q-дифференциалом на F = U/Γ рода g ≥ 2 при любом q ≥ 2.

Замечание 3.1.1. Если Φ(z) имеет в U конечное число полюсов, то,

после удаления их из круга U вместе с достаточно малыми окрестностя-

ми, функция Φ(z) абсолютно интегрируема по оставшейся области. Тогда

аналогично доказательству предыдущей леммы получим, что (ΘqΦ)(z)

будет мероморфной формой веса (−2q) на U, относительно Γ. Как вид-

но из доказательства предыдущей леммы, для фиксированного q > 2

вместо условия (2) достаточно выполнения более слабого условия∫∫
U

(1− |z|2)q−2|Φ(z)|dxdy <∞[7] (4).
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§ 3.2. Матричные характеры на фуксовой группе

Определение 3.2.1. Матричным характером ρ называется любой

гомоморфизм ρ из Γ в GL(n,C), где GL(n,C) – группа всех невырож-

денных квадратных матриц порядка n с комплексными коэффициента-

ми.

Для матрицы M = (αi,j), αi,j ∈ C, i, j = 1, ..., n, с комплексными

коэффициентами, величина

‖M‖ = (
n∑

i,j=1

|αi,j|2)1/2

будет нормой и она имеет следующие свойства:

1) |αij| ≤ ‖M‖,

2) ‖M1 +M2‖ ≤ ‖M1‖+ ‖M2‖,

3) ‖M1 ·M2‖ ≤ ‖M1‖ · ‖M2‖,

4) ‖aM‖ = |a| · ‖M‖, a ∈ C.

Определение 3.2.2. Матричным m-дифференциалом Прима отно-

сительно фуксовой группы Γ для ρ называется матричнозначный диф-

ференциал ω(z)dzm такой, что

ω(Tz)ρ(T )(dTz)m = ω(z)dzm, z ∈ U, T ∈ Γ, ρ : Γ→ GL(n,C).

В частности, при m = 0, это мультипликативная матричнозначная

функция относительно Γ для ρ.

Напомним, что дробно-линейное (мебиусово) отображение единичного

круга на себя имеет вид T (z) = eiα z−z0
1−z0z , где |z0| < 1, α – вещественное

число. Такие отображения являются изометриями в круге относительно

метрики Пуанкаре ds = |dz|
1−|z0|2 .

Фуксова группа Γ первого рода в U, которая униформизирует ком-

пактную риманову поверхность F рода g ≥ 2 в U, т. е. F конформно
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эквивалентна фактор пространству U/Γ, изоморфна π1(F,O), и имеет

следующее алгебраическое представление:

Γ = 〈A1, B1, ..., Ag, Bg :

g∏
j=1

[Aj, Bj] = 1〉.

Для дальнейшего удобно ввести другое обозначение для образующих

этой группы с помощью равенства: {A1, B1, ..., Ag, Bg} = {T1, T2, ..., T2g},

которое означает равенство упорядоченных наборов. Элементами этой

группы являются слова в образующих следующего вида:

W (T1, T2, ..., T2g) = T±1
i1
· ... · T±1

ir

и минимальное натуральное число r назовем длиной этого слова после

всех возможных сокращений в этой группе, учитывая определяющее со-

отношение. Обозначим через d(z1, z2) не евклидово расстояние между

точками z1 и z2 из круга U.

Лемма (Пуанкаре А.) [25]. Для фуксовой группы Γ первого рода

с образующими T1, T2, ..., T2g в круге U, которая униформизирует ком-

пактную риманову поверхность F = U/Γ рода g ≥ 2, для любого

W = W (T1, T2, ..., T2g) = T±1
i1
· ... · T±1

ir

из Γ верно неравенство r ≤ λd(z,W (z)) + µ для любого z из U, где λ и

µ – вещественные числа независящие от W и z.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем нормальный 4g-сторонний не евкли-

дов выпуклый многоугольник D, как фундаментальный многоугольник

группы Γ в U. Его стороны можно разбить на пары γi, δi, такие, что

δi = Ti(γi), i = 1, ..., 2g [9].

Заметим сначала, что число многоугольников которые имеют некото-

рую общую вершину в сети ℵ, состоящую из нормальных многоугольни-

ков образующих покрытие для круга U, будет ограничено. Это следует
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из того, что сеть ℵ будет инвариантна относительно группы Γ и про-

извольный многоугольник из сети ℵ будет конгруэнтен многоугольнику

D по некоторому элементу из группы Γ. Если λ̃1 – максимальное чис-

ло нормальных многоугольников примыкающих к любой вершине из D,

то число многоугольников примыкающих к любой вершине из сети ℵ не

может превысить λ̃1. Известно, что можно выбрать правильный много-

угольник D так, что λ̃1 = 4g [9].

Расстояние между любыми сторонами в ℵ (достаточно рассмотреть

пары сторон в D), которые не имеют общих точек будет иметь некото-

рое известное минимальное значение d1 > 0. Известно, например, что

d1 ≥ π
21 . Последнее число есть диаметр максимально вписанного кру-

га в фундаментальном многоугольнике и достигается для треугольной

группы. При этом d1 тоже является диаметром максимального круга

вписанного в нормальный многоугольник D.

Будем обозначать через γ отрезок лежащий на не евклидовой прямой,

от некоторой произвольной точки z до T (z), T ∈ Γ, и через d(γ) его не

евклидову длину. Тогда можем выбрать некоторый аналитический путь

γ′ от z′, достаточно близкой к z, до T (z′) со следующими условиями:

1) γ′ не проходит через вершины сети ℵ,

2) γ′ не имеет общих сегментов не с одной из сторон сети ℵ,

3) верно неравенство d(γ′) ≤ d(γ) + 1 = d(z, T (z)) + 1.

Пусть D1, ..., Ds+1, где Dj = Sj(D), j = 1, ..., s+ 1, будут нормальные

многоугольники, которые проходит точка z1 при ее движении от z′ до

T (z′) вдоль γ′. Так как T (D), T ∈ Γ, будет выпуклый многоугольник,

то прямая γ не проходит один и тот же T (D) дважды. Следователь-

но можем предположить, что все многоугольники D1, ..., Ds+1, которые

пересекают γ′, будут попарно различны. Пусть γ̃i будет общая сторона
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многоугольников Di и Di+1. Если γ̃i−1 и γ̃i+1 имеют некоторую общую

точку, то общая точка должна быть на пересечении Di

⋂
Di+1 = γ̃i. Сле-

довательно γ̃i−1, γ̃i и γ̃i+1 имеют некоторую общую вершину. Поэтому,

если γ̃j−1 и γ̃j+1, γ̃j и γ̃j+2, γ̃j+1 и γ̃j+3, ..., γ̃j+l−2 и γ̃j+l, γ̃j+l−1 и γ̃j+l+1 име-

ют некоторую общую точку, то γ̃j−1, γ̃j, γ̃j+1, ..., γ̃j+l, γ̃j+l+1 имеют общую

вершину такую, что Dj, Dj+1, ..., Dj+l встречаются вблизи этой верши-

ны. Следовательно, l ≤ λ̃1. Поэтому среди пар γ̃1 и γ̃3, γ̃2 и γ̃4,..., γ̃s−2

и γ̃s существуют по крайней мере [ s

λ̃1+1
] (целая часть) пар, которые не

имеют общих вершин.

Пусть γ̃i−1 и γ̃i+1 будет некоторая пара без общих точек. Пусть z′i−1

будет точка пересечения γ′ и γ̃i−1, а z′i+1 – точка пересечения γ′ и γ̃i+1.

По определению d1 получаем d1 ≤ d(z′i−1, z
′
i+1). Отсюда d1[

s

λ̃1+1
] ≤ d(γ′)

и d1(
s

λ̃1+1
− 1) ≤ d(γ′) ≤ d(z, T (z)) + 1. Если обозначим через λ = λ̃1+1

d1
и

µ = (λ̃1+1)(d1+1)
d1

, то

s ≤ λd(z, T (z)) + µ. (5)

Действительно,

d1(
s

λ̃1 + 1
− 1) ≤ d(γ′) ≤ d(z, T (z)) + 1,

s

λ̃1 + 1
− 1 ≤ d(z, T (z)) + 1

d1
.

Поэтому

s ≤ d(z, T (z)) · (λ̃1 + 1)

d1
+

(λ̃1 + 1) + d1 · (λ̃1 + 1)

d1
,

s ≤ λd(z, T (z)) + µ.

Так как γ̃i = Di

⋂
Di+1 = Si(D)

⋂
Si+1(D), то S−1

i (γ̃i) = D
⋂
S−1
i Si+1(D)

будет стороной D. Поэтому S−1
i (γ̃i) должна совпадать либо с γj, либо с

δj, (j = 1, ..., 2g). Предположим, что S−1
i (γ̃i) = γj. Тогда S−1

i Si+1(D) =

Tj(D) и S−1
i Si+1 = Tj. Если S−1

i (γ̃i) = δi, то подобным образом получа-

ем S−1
i Si+1 = T−1

j . В обоих случаях Si+1 = T±1
ji
Si, i = 1, ..., s. Отсюда
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следует

Ss+1 = T±1
j1
· ... · T±1

js
S1. (6)

Кроме того, так как T (z′) и Ss+1(S
−1
1 (z′)) лежат внутри Ss+1(D), то

они равны (если два преобразования наложения накрытия U → F сов-

падают в одной точке, то они совпадают тождественно) и T = Ss+1S
−1
1 .

Следовательно, из (6) получаем, что

T = T±1
js
· ... · T±1

j1
. (7)

Таким образом, показано, что для данного z, элемент T из Γ можно

выразить через s образующих T±1
i группы Γ и s удовлетворяют неравен-

ству (5). Заметим, что для различных z, получаются различные произве-

дения (7) требуемые для записи T, но s число образующих T±1
i в записи

элемента T, всегда удовлетворяет оценке (5). Кроме того, числа λ и µ в

этой оценке (5) не зависят от T и z. Если r длина слова T, выраженного

через образующие T±1
i , то r ≤ s и верна оценка в утверждении леммы,

где z – произвольная точка. Лемма доказана.

Замечание 3.2.1. Для числа λ верна следующая оценка сверху

λ =
λ̃1 + 1

d1
≤ 4g + 1

2π
21

≤ (4g + 1)(3, 3) ≈ 13, 2 · g + 3, 3

в случае треугольной группы, и число λ можно выбрать зависящим толь-

ко от рода.

Обозначим через U(z1, ε) = {z ∈ U : d(z1, z) ≤ ε}.

Лемма 3.2.1 [25]. Пусть ρ : Γ→ GL(n,C) – произвольный матрич-

ный характер для фуксовой группы Γ, которая униформизирует в круге

U компактную риманову поверхность F рода g ≥ 2. Тогда для любой

точки z1 на U и для любого положительного числа ε существуют чис-

ло λ1 < 0, не зависящее от z1 и ε, и число c1 > 0, зависящее от z1 и ε,
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такие, что для любых z ∈ U(z1, ε) и T ∈ Γ верно неравенство

‖ρ(T )‖ ≤ c1|
dT (z)

dz
|λ1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть T1, ..., T2g – множество образующих для

фуксовой группы Γ первого рода, как в предыдущей лемме. Положим

max
i=1,...,2g

(‖ρ(Ti)
±1‖) = eλ2, λ2 ≥ 0.

По лемме, для любых T ∈ Γ, T = T±1
i1
·...·T±1

ir
, z ∈ U, верно неравенство

r ≤ λd(z, T (z)) + µ. Поэтому ρ(T ) = ρ(Ti1)
±1 · ... · ρ(Tir)

±1 и

‖ρ(T )‖ ≤ ‖ρ(Ti1)
±1‖ · ... · ‖ρ(Tir)

±1‖ ≤ eλ2r ≤ eλ2(λd(z,T (z))+µ).

Для любого z ∈ U(z1, ε) верно неравенство

d(z, T (z)) ≤ d(z, z1) + d(z1, 0) + d(0, T (z)) ≤ ε+ d(0, z1) + d(0, T (z)).

Следовательно, для некоторого c2(z1, ε) > 0 верно

‖ρ(T )‖ ≤ eλ2(λ(ε+d(0,z1))+µ)eλ2λd(0,T (z)) = c2e
λ2λd(0,T (z)).

С другой стороны, имеем равенства

|dT (z)
dz | =

1−|T (z)|2
1−|z|2 и d(0, z) = 1

2 log 1+|z|
1−|z| , |z| =

e2d(0,z)−1
e2d(0,z)+1

.

Таким образом получаем неравенства

|dT (z)
dz | =

e2d(0,z)+2+e−2d(0,z)

e2d(0,T (z))+2+e−2d(0,T (z)) ≤ c3(z1, ε)
1

K2+2+K−2 =

= c3
1
K2

1
1+ 2

K2 + 1
K4
≤ c3

K2

где K = ed(0,T (z)) > 0, с учетом 2
K2 + 1

K4 ≥ 0.

Так как d(0, z) ограничено сверху и снизу при d(z, z1) < ε, то верно

неравенство

|dT (z)

dz
| ≤ c3e

−2d(0,T (z)), c3 = c3(z1, ε) > 2.

78



Отсюда следует неравенство e2d(0,T (z)) ≤ c3|dT (z)
dz |

−1. Затем

‖ρ(T )‖ ≤ c2e
λ2λd(0,T (z)) ≤ c2c

λ2λ
2

3 |
dT (z)

dz
|−

λ2λ
2 ≤ c1|

dT (z)

dz
|λ1.

Здесь λ1 = −λ2λ
2 < 0 и c1 = c2c

λ2λ
2

3 > 0. Отметим, что λ и λ2 не зависят

от z1 и ε, а значит λ1 тоже не зависит от z1 и ε. Лемма доказана.

Лемма 3.2.2 [25]. Пусть µ1 – любое вещественное число, удовле-

творяющее µ1 ≥ 2. Для любой точки z1 ∈ U cуществует достаточно

малое ε > 0 такое, что ряды
∑
T∈Γ

|dT (z)
dz |

µ1 сходятся равномерно на круге

U(z1, ε).

Обозначим через M(z) = (αij(z)) функцию на U с матричными зна-

чениями порядка n.

Теорема 3.2.1. Пусть αij(z), i, j = 1, ..., n, будут любые функции

аналитические на круге U = {|z| ≤ 1}, кроме конечного числа полюсов в

U. Тогда для любого матричного характера ρ : Γ→ GL(n,C) фуксовой

группы Γ первого рода, которая униформизирует компактную римано-

ву поверхность F рода g ≥ 2 в круге U, и для любого натурального

k ≥ 0 существует, отличный от тождественного нуля, матричный

мероморфный k-дифференциал f(z)dzk на U, относительно группы Γ

для ρ, который задается формулой

f(z) =
∑
T∈Γ

M(T (z))T ′(z)kρ(T ), z ∈ U,

при k + λ1 ≥ 2.

В частности, при k = 0 каждая строка матрицы f(z) дает вектор-

нозначную мультипликативную функцию (u1, ..., un) для характера ρ :

(u1(Tz), ..., un(Tz)) = (u1(z), ..., un(z))ρ(T ),

где z ∈ U и T ∈ Γ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для такой функции M(z) и заданного харак-

тера ρ : Γ→ GL(n,C) определим матричный аналог тэта-ряда Пуанкаре
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в виде

ϕ(z) =
∑
T∈Γ

M(T (z))(
dT (z)

dz
)k+mρ(T ),

где m – произвольное натуральное число с условием m + λ1 ≥ 2 и λ1

определено в лемме 3.2.1.

Так как αij(z) аналитичны на |z| = 1, то модули |αij(z)|, а значит

‖M(z)‖ ограничены для z удовлетворяющих неравенству d(0, z) ≥ d1,

где d1 – положительное достаточно большое число. При этом область,

заданная условием d(0, z) < d1, содержит всё конечное множество полю-

сов функции M(z) в U.

Для любой фиксированной точки z1 ∈ U и ε достаточно малого поло-

жительного числа, как в лемме 3.2.2, существует лишь конечное число

элементов орбиты T (z1), T ∈ Γ, которые содержатся в области, заданной

условием d(0, z) ≤ d1 + ε. Следовательно существует только конечное

множество образов T (U(z1, ε)) для U(z1, ε) по группе Γ. которое содер-

жит точки z удовлетворяющие условию d(0, z) ≤ d1. Исключая это ко-

нечное множество элементов T ∈ Γ, для некоторого c4 > 0, получим

оценку

‖M(T (z))‖ ≤ c4, z ∈ U(z1, ε), T ∈ Γ. (8)

Докажем, что ряд ∑′

T∈Γ

M(T (z))(dT (z)
dz )k+mρ(T ),

который получен из исходного ряда исключением отмеченного выше ко-

нечного множества элементов T ∈ Γ, сходится абсолютно и равномерно

на U(z1, ε). Учитывая свойства нормы матрицы, достаточно доказать,

что на U(z1, ε) сокращенный ряд∑′

T∈Γ

‖ρ(T )‖‖M(T (z))‖|dT (z)
dz |

k+m

сходится равномерно. Из леммы 3.2.1 и неравенства (8) получаем оценку:
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∑′

T

‖M(T (z))‖‖ρ(T )‖|dT (z)
dz |

k+m ≤
∑′

T

c4c1|dT (z)
dz |

k+m+λ1 ≤

≤ c4c1

∑′

T

|dT (z)
dz |

k+m+λ1.

По лемме 3.2.2, с учетом условия m + λ1 ≥ 2, последний ряд сходит-

ся равномерно на U(z1, ε). Следовательно сокращенный ряд сходится

абсолютно и равномерно на U(z1, ε), причем каждый член этого ряда

аналитическая функция по z на U(z1, ε).

По теореме Вейерштрасса сумма ϕ∗(z) сокращенного ряда аналитич-

на на U(z1, ε). Сумма ϕ(z), отличается от ϕ∗(z) на конечное число мат-

ричных слагаемых, которые имеют лишь конечное число полюсов на

U(z1, ε). Таким образом, получаем, что ϕ(z) есть матрица с мероморф-

ными членами, каждый из которых имеет лишь конечное число полюсов

на U(z1, ε). Так как z1 взято произвольно на круге U, то получаем, что

ϕ(z) – мероморфная матричная функция на круге U.

Пусть S – любой элемент из Γ. Учитывая ρ(T ) = ρ(TS)ρ(S)−1, полу-

чаем соотношение для нашего ряда ϕ(z) :

ϕ(S(z)) =
∑
T∈Γ

M(TS(z))(dTS(z)
dS (z))k+mρ(T ) =

=
∑
TS∈Γ

M(TS(z))(dTS(z)
dz )k+m(dS(z)

dz )−k−mρ(TS)ρ(S−1).

Когда T пробегает группу Γ, то TS так же пробегает группу Γ в неко-

тором другом порядке. Сумма абсолютно сходящегося ряда не меняется

при любой перестановке в силу теоремы Римана.

Умножение матриц не коммутативно поэтому в последнем ряде вели-

чины не зависящие от T, входящие в каждый член ряда, можно вынести

из под суммы ряда только вправо. Сделав в оставшемся ряде замену TS

на T1 получим

(
∑
T1∈Γ

M(T1(z))ρ(T1)(
dT1(z)
dz )k+m)(dS

−1(z)
dz )k+mρ(S−1) =

ϕ(z)(dS
−1(z)
dz )k+mρ(S−1).
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Таким образом, для любого S ∈ Γ получим, что

ϕ(S(z)) = ϕ(z)(dS(z)
dz )−k−mρ(S−1).

Последнее означает, что ϕ(z)dzk+m – мероморфный матричнозначный

(m+ k)-дифференциал Прима на U/Γ для характера ρ.

Рассмотрим случай n = 1, и ρ(T ) = 1 для всех T ∈ Γ, т. е. ρ – три-

виальный характер (ρ ≡ 1). В этом случае можем взять λ̃1 = 0 в лемме

3.2.1. Для произвольной аналитической (скалярной) функции M̃(z), ко-

торая имеет только конечное число полюсов в круге U и аналитична на

границе круга, определим тэта-ряд Пуанкаре

Θ(z) =
∑
T∈Γ

M̃(T (z))(dT (z)
dz )m.

По лемме 3.2.2 для m ≥ 2 ряд Θ(z) – мероморфный m-дифференциал

на U, удовлетворяющий

Θ(S(z)) = Θ(z)(dS(z)
dz )−m, S ∈ Γ, z ∈ U.

В классической литературе эта функция называется дзета-фуксов ряд

или тэта-фуксов ряд Пуанкаре.

По лемме 3.2.2 для m удовлетворяющих m + λ1 ≥ 2 и m ≥ 2 от-

ношение ϕ(z) и Θ(z), f(z) = ϕ(z)
Θ(z) есть матричный k-дифференциал с

мероморфными членами для характера ρ на F = U/Γ. Это означает, что

f(T (z))ρ(T )(dT (z)
dz )k = f(z), T ∈ Γ, z ∈ U.

При этом детерминант |f(z)| = Θ(z)−n · |ϕ(z)| не будет тождественным

нулем, если выбрать полюсы у функции M̃(z) отличными от полюсов

функции M(z). Теорема доказана.

Отметим, что схема доказательства теоремы 3.2.1 для случая k = 0

была приведена в книге [25]. В нашей работе дано полное доказательство

этой теоремы для любого k ≥ 0. В следующей теореме будет убрано

условие регулярности функции M(z) на границе круга U.
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Теорема 3.2.2. Пусть M(z) = (αij(z)) – матричнозначная меро-

морфная функция на U с конечным числом полюсов, удовлетворяющая

условию

v.p.

∫∫
U

‖M(z)‖dxdy <∞, (9)

тогда для любого матричного характера ρ : Γ → GL(n,C) фуксовой

группы Γ первого рода, которая униформизирует компактную римано-

ву поверхность F рода g ≥ 2 в круге U, и для любого натурального числа

k ≥ 0 существует, отличный от тождественного нуля, матричный

мероморфный k-дифференциал f(z)dzk на U, относительно группы Γ

для ρ, который задается формулой

f(z) =
∑
T∈Γ

M(T (z))T ′(z)kρ(T ), z ∈ U,

при k + λ1 ≥ 2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для функции M(z) и заданного характера ρ :

Γ→ GL(n,C) определим матричный аналог тэта-ряда Пуанкаре в виде

ϕ(z) =
∑
T∈Γ

M(T (z))(
dT (z)

dz
)k+mρ(T ), (10)

где m – натуральное число с условием m+λ1 ≥ 2 и число λ1 определено

в лемме 3.2.1.

Сначала предположим, что M(z) не имеет полюсов в U. Нам нужно

доказать, что ряд (10) сходится абсолютно и равномерно в любом круге

|z| ≤ R < 1 и верно равенство ϕ(A(z))ρ(A) = ϕ(z)A′−k−m(z), z ∈ U, A ∈

Γ. Этим будет доказано, что ϕ(z)dzk+m – голоморфный матричный (k+

m)-дифференциал Прима (матричная автоморфная форма веса (−2(k+

m)) на U, относительно группы Γ) для характера ρ.

Пусть Γ = {A1, A2, ..., Ap, ...} (т. е. занумеруем в последовательность

элементы фуксовой группы Γ) и ∆ – компактный связный фундамен-

тальный многоугольник группы Γ в U.
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При любом натуральном N, в силу свойств гиперболической метрики

λ(z)|dz|, компактности ∆ и по лемме 3.2.1 имеем неравенства∫∫
∆

λ2−(k+m+λ1)(z)‖
N∑
p=1

M(Apz)A′k+m
p (z)ρ(Ap)‖dxdy ≤

≤
N∑
p=1

∫∫
∆

λ2−(k+m+λ1)(z)‖ρ(Ap)‖‖M(Apz)‖ · |A′p(z)|k+mdxdy ≤

≤ c1

N∑
p=1

∫∫
∆

λ2−(k+m+λ1)(z)‖M(Apz)‖|A′p(z)|k+m · |A′p(z)|λ1dxdy ≤

≤ c1

∞∑
p=1

∫∫
Ap(∆)

λ2−(k+m+λ1)(z)‖M(z)‖dxdy =

c1

∫∫
U

λ2−(k+m+λ1)(z)‖M(z)‖dxdy ≤

≤ c1

∫∫
U

‖M(z)‖dxdy <∞.

При N → ∞ по теореме Леви [5] и следствию из нее получаем нера-

венства

‖λ2−(k+m+λ1)(z) · ϕ(z)‖L1(∆) ≤

≤
∫∫
∆

λ2−(k+m+λ1)(z)
∞∑
p=1
‖ρ(Ap)‖‖M(Ap(z))‖|A′p(z)|k+mdxdy ≤

≤ c1

∫∫
∆

λ2−(k+m+λ1)(z)
∞∑
p=1
‖M(Ap(z))‖|A′p(z)|k+m+λ1dxdy ≤

≤ c1

∫∫
U

‖M(z)‖dxdy = c1‖M‖L1(U) <∞.

Отсюда следует абсолютная сходимость ряда (10) в U и справедливость

на множестве ∆δ0 = ∆
⋂
{|z| < 1 − δ0}, 0 < δ0 < 1, для матричных

функций

ϕN(z) =
N∑
p=1

M(Ap(z))(A′p(z))k+mρ(Ap)

следующей оценки

‖ϕN(z)‖L1(∆δ0
) ≤ c(δ0) = c1 ·

∫ ∫
U

‖M(z)‖dxdy · (1−R2)2−(k+m+λ1) <∞,
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где N = 1, 2, ..., R = 1−δ0. Применим теперь к ϕN(z) формулу среднего

значения для голоморфных функций

h(z) =
1

πδ2

∫∫
|ζ−z|≤δ

h(ζ)dξdη, ζ = ξ + iη, (0 < δ < δ0),

на |z| ≤ 1−2δ0.Пусть ∆δ0 покрывается конечным числом кругов U(zj, δj),

j = 1, ..., s. Отсюда получим следующую оценку

||ϕN(z)|| ≤ c1(δ0) = s
πc(δ0)[ max

j=1,...,s

1
δ2j

] <∞, N = 1, 2, ...

на |z| ≤ 1 − 2δ0. По принципу компактности для голоморфных функ-

ций [7; 20] существует подпоследовательность ϕNj(z) сходящаяся к ϕ(z)

равномерно при |z| ≤ 1 − 2δ0, а значит ϕ(z) – голоморфная функция

на |z| ≤ 1 − 2δ0. Применяя формулу среднего значения для остатка

rN(z) = ϕ(z) − ϕN(z), получим, что rN(z) → 0 равномерно в любом

таком круге при N → ∞. По теореме Вейерштрасса ϕ(z) будет голо-

морфна в U.

Если M(z) имеет в U конечное число полюсов, то после удаления их

из круга U вместе с достаточно малыми окрестностями, функция M(z)

абсолютно интегрируема по оставшейся области. Следовательно анало-

гично предыдущему получим, что ϕ(z) будет мероморфной матричной

функцией на U/Γ для характера ρ.

Пусть S – любой элемент из Γ.Учитывая равенство ρ(T ) = ρ(TS)ρ(S−1),

как в доказательстве предыдущей теоремы, получаем, что

ϕ(S(z)) = ϕ(z)(dS(z)
dz )−k−mρ(S−1).

Последнее означает, что ϕ(z)dzk+m – мероморфный матричнозначный

(m+ k)-дифференциал Прима на U/Γ для характера ρ.

Рассмотрим случай n = 1, и ρ(T ) ≡ 1 для всех T ∈ Γ. Для произ-

вольной мероморфной (скалярной) функции M̃(z), которая имеет толь-
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ко конечное число полюсов в круге U и аналитична на границе круга,

определим тэта-ряд Пуанкаре

Θ(z) =
∑
T∈Γ

M̃(T (z))(dT (z)
dz )m.

Для m ≥ 2, Θ(z) – мероморфный m-дифференциал на U/Γ удовлетво-

ряющий

Θ(S(z)) = Θ(z)(dS(z)
dz )−m, S ∈ Γ, z ∈ U.

Для m, удовлетворяющих условиям m + λ1 ≥ 2 и m ≥ 2, отношение

ϕ(z) и Θ(z),

f(z) = ϕ(z)
Θ(z)

есть мероморфный матричный k−дифференциал Прима для характера

ρ на F = U/Γ, так как верны равенства

f(T (z))ρ(T )(T ′(z))k = f(z), T ∈ Γ, z ∈ U.

При этом детерминант |f(z)| = Θ(z)−n · |ϕ(z)| не будет тождественным

нулем, если выбрать полюсы у функции M̃(z) отличными от полюсов

функции M(z). Теорема доказана.

Замечание 3.2.2. Как видно, из предыдущих оценок, для фиксиро-

ванного q > 2 вместо (9) достаточно выполнения более слабого условия∫∫
U

(1− |z|2)q−2||M(z)||dxdy <∞.

Замечание 3.2.3. Если характер – матрично нормирован, т. е.

‖ρ(T )‖ = 1 для любого T ∈ Γ, то в оценке ряда для ϕ(z) можно сразу из-

бавиться от характера. Таким образом, сходимость мультипликативного

матричного ряда будет следовать из сходимости матричного тэта-ряда

для тривиального характера ρ(T ) ≡ 1. Отметим, что если характер не

является матрично-нормированным, то он не может быть равномерно
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ограниченным, т. е. ‖ρ(T )‖ ≤ c5 для любых T ∈ Γ. Сравни [25, с. 212].

Действительно, достаточно это доказать для скалярных характеров. Ес-

ли |ρ(T )| < 1, то |ρ(T−1)| > 1 + ε > 1. Отсюда

|ρ(T−1)n| = |ρ(T−n)| > (1 + ε)n > K > 0

для любого фиксированного K при n ≥ n0(K).

Пример. Для M(z) = 1
zEn, где En – единичная матрица порядка

n, каждый член матрицы ϕ(z) −M(z) есть аналитическая функция на

окрестности точки z = 0, тогда детерминант |ϕ(z)| для ϕ(z) имеет полюс

порядка n в точке z = 0. Аналогично при M̃(z) = 1
z ряд Θ(z) имеет полюс

порядка один в точке z = 0. Поэтому ни |ϕ(z)|, ни |Θ(z)| не могут быть

тождественно равны нулю.

Замечание 3.2.4 [25]. Теорема 3.2.1, в частности, дает связь между

абелевыми интегралами и мультипликативными матричными функция-

ми на F, и доказывает существование абелевых интегралов с любыми

периодами на F.

Группа π1(F ) = 〈a1, b1, ..., ag, bg :
g∏
j=1

[aj, bj] = 1〉 и фуксова группа

Γ = 〈A1, B1, ..., Ag, Bg :
g∏
j=1

[Aj, Bj] = 1〉 будут изоморфны. Этот изо-

морфизм задается отображением ai → Ai, bi → Bi, i = 1, ..., g. Возьмем

произвольные комплексные числа ζ1, ..., ζ2g. Отображения

ρ(Ai) = ρ(ai) =

 1 ζi

0 1

 , ρ(Bi) = ρ(bi) =

 1 ζg+i

0 1


задают матричный характер в размерности два, так как

ρ[Ai, Bi] =

 1 ζi

0 1

 ·
 1 ζg+i

0 1

 ·
 1 −ζi

0 1

 ·
 1 −ζg+i

0 1

 = E,

где i = 1, ..., g.
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По теореме 3.2.1, существует мультипликативная матричная функция

f(z) =

 z11(z) z12(z)

z21(z) z22(z)


для заданного характера ρ. Один из элементов z11(z) и z21(z) не будет

тождественно равным нулю, так как детерминант |f(z)| 6= 0 на U. Пред-

положим z11(z) 6= 0 и положим u1(z) = 1 и u2(z) = u(z) = z12(z)
z11(z) . Тогда

для любого T ∈ Γ имеем равенство (u1(T (z)), u2(T (z))) = (u1(z), u2(z)) ·

ρ(T ) для любого z ∈ U, T ∈ Γ, где ρ(T ) – верхнетреугольная матрица

у которой на диагоналях стоят 1. Полагая T = Ai и T = Bi получим

равенства

u(Ai(z)) = u(z) + ζi, u(Bi(z)) = u(z) + ζg+i, i = 1, ..., g.

Поэтому u есть абелев интеграл с периодами ζ1, . . . , ζg, . . . , ζ2g. Отсюда

du = ω(z)dz – абелев (однозначный) дифференциал на F рода g ≥ 2 с

любыми заданными a-периодами и b-периодами ζ1, . . . , ζ2g. Отметим, что

если этот дифференциал голоморфный, то достаточно задать только все

a-периоды. Кроме того, полученный дифференциал для общих периодов

должен быть абелевым дифференциалом второго рода на F.
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