
Федеральное государственное автономное образовательное учреждение  

высшего образования  

«Национальный исследовательский Томский государственный университет» 

 

Университет Руана 

 

На правах рукописи 

 

 

Сухачева Елена Сергеевна 

 

ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ, 

ЗАДАННЫЕ НА МОДИФИКАЦИЯХ ПРЯМОЙ ЗОРГЕНФРЕЯ 

 

01.01.01 – Вещественный, комплексный и функциональный анализ 

 

Диссертация 

на соискание ученой степени 

кандидата физико-математических наук 

 

 

Научные руководители: 

кандидат физико-математических наук,  

доцент Хмылева Татьяна Евгеньевна 

 

Habilitation à diriger des recherches, 

Professeur des Universités Бузиад Ахмед 

 

 

Томск – Руан – 2019 



2

Оглавление

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1. Определение и свойства пространств 𝑆𝐴 и 𝐻(𝐴) . . . . . . . . . 14

2. О гомеоморфности прямой Зоргенфрея и ее модификацций . 35

2.1. Гомеоморфность пространств 𝑆𝑃 и S . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2. О гомеоморфности пространств 𝑆𝑃 и 𝑆𝑄 . . . . . . . . . . . . . . 53

2.3. Гомеоморфность пространств 𝐻(𝐴) . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3. Пространства непрерывных функций . . . . . . . . . . . . . . . 60

4. Функции первого класса Бэра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Список условных обозначений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78



3

Введение

Общая характеристика работы

Диссертация посвящена изучению пространств непрерывных функций, за

данных на линейно упорядоченных пространствах. Пространство функций на

делено топологией поточечной сходимости, а топология в линейно упорядочен

ных пространствах определяется с помощью порядка. Решается вопрос о линей

ной гомеоморфности пространств функций, заданных на линейно упорядочен

ных пространствах. Также в работе дается характеризация функций первого

класса Бэра, заданных на линейно упорядоченных пространствах.

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности

Классическим примером топологического пространства с порядковой топо

логией является вещественная прямая, наделенная евклидовой топологией или,

что тоже самое, порядковой топологией. Но с помощью естественного порядка

во множестве вещественных чисел R можно задать и другие топологии. Есте

ственный способ определить топологию в линейно упорядоченном пространстве

это задать базу окрестностей точек с помощью интервалов (𝑎, 𝑏), левых и пра

вых полуинтервалов (𝑎, 𝑏] и [𝑎, 𝑏) или объявить точки изолированными. Иссле

дования свойств таких пространств можно встретить, например, в работе 1974

года М.Дж.Фабера [31]. Хорошо известным примером такого пространства яв

ляется пространство S, где S – это числовая прямая с топологией, базу которой

образуют все полуинтервалы вида (𝑎, 𝑏], 𝑎, 𝑏 ∈ R. Это пространство впервые

было рассмотрено в работе Р. Зоргенфрея в 1947 году [42] в качестве контрпри

мера, показывающего, что квадрат паракомпакта может быть не нормальным.

Впоследствии пространство S назвали прямой Зоргенфрея или «стрелкой». Но

это пространство встречается в книге «Мемуар о компактных топологических

пространствах» П.С. Александрова и П.С. Урысона в 1929 году [2]. В этой

книге авторы рассматривают топологическое пространство «двойная стрелка

Александрова» или, как его еще называют, «две стрелки», которое служит при
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мером сепарабельного совершенного компакта с первой аксиомой счетности, но

без второй аксиомы счетности. При этом пространство «две стрелки» является

объединением двух своих всюду плотных подпространств, каждое из которых

в индуцированной топологии гомеоморфно прямой Зоргенфрея.

За последние 70 лет вышло много статей, касающихся свойств этого про

странства. Отметим следующие из них: прямая Зоргенфрея является сепара

бельным, совершенно нормальным, наследственно линделефовым, с первой ак

сиомой счетности, без второй аксиомы счетности, с несчетным сетевым весом,

тотально несовершенным пространством (т.е. каждое компактное подпростран

ство является счетным). Приведем некоторые результаты о свойствах прямой

Зоргенфрея.

В 1971 году Р. Хис и Е. Майкл доказали [33], что любая конечная и счетная

степени прямой Зоргенфрея являются совершенным пространством.

В 1977 году А. Емерик и В. Кульпа доказали [30], что прямая Зоргенфрея

не имеет связной компактификации, т.е. любой компакт, который содержит S

в качестве плотного подпространства, несвязен. Затем в 1981 году Дж. Пелант

доказал [41], что любое несчетное подмножество прямой Зоргенфрея не имеет

связной компактификации.

В 1979 году Э. ван Дауэн [29] показал, что прямая Зоргенфрея является

примером сильно ретрактифицируемого, наследственно ретрактифицируемого,

но при этом не наследственно сильно ретрафиктифицируемого пространства.

(Сильная) ретрактифицируемость пространства𝑋 означает, что для его любого

непустого замкнутого подмножества 𝐹 существует (замкнутая) ретракция 𝑋

на 𝐹 .

В 1998 году Д. Бурке и Дж. Мур опубликовали статью о прямой Зорген

фрея [25]. В частности, в ней они дали характеристику всем подмножествам

прямой Зоргенфрея, гомеоморфным ей самой – это одновременно 𝐹𝜎 и 𝐺𝛿 мно

жества без изолированных точек. Из этой характеристики, в частности, сле

дует, что S вкладывается в пространство иррациональных точек в топологии
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прямой Зоргенфрея T, и что канторово совершенное множество без правых кон

цов дополнительных интервалов в топологии прямой Зоргенфрея гомеоморфно

ей самой. В этой же работе была дана характеристика 𝐹𝜎-подмножествам S как

непрерывным образам из S в S.

На данный момент прямая Зоргенфрея достаточно хорошо изучена и в по

следние годы появились работы о различных естественных модификациях топо

логий, задаваемых с помощью порядка. В настоящей работе рассматриваются

модификации прямой Зоргенфрея и пространства Хаттори. Для произвольно

го подмножества 𝐴 ⊂ R модификация прямой Зоргенфрея 𝑆𝐴 представляет

собой множество вещественных чисел, топология в котором порождена базой

окрестностей, состоящей из правых полуинтервалов [𝑎, 𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ R для точек

𝑥 ∈ 𝐴 и состоящей из левых полуинтервалов (𝑐, 𝑑], 𝑐, 𝑑 ∈ R для точек 𝑥 ∈ R∖𝐴.

Для произвольного подмножества 𝐴 ⊂ R пространство Хаттори 𝐻(𝐴) является

топологическим пространством, в котором база окрестностей точек 𝑥 ∈ 𝐴 сов

падает с базой окрестностей евклидовой топологии, а база окрестностей точек

𝑥 ∈ R ∖𝐴 определяется левыми полуинтервалами (𝑎, 𝑏], 𝑎, 𝑏 ∈ R. Пространства

Хаттори или, как их еще называют, H-пространства были введены японским

математиком У. Хаттори [32] в 2010г. и изучались в работах В.А. Чатырко,

У. Хаттори [27], Ф.Г. Мухамадиева, Н.К. Мамадалиева [38], Дж. Кулесы[35].

Свойства топологического пространства 𝑋 тесно связано со свойствами

пространства непрерывных функций 𝐶(𝑋). Одним из важнейших является во

прос о линейной (топологической) гомеоморфности пространств 𝐶𝑝(𝑋) и 𝐶𝑝(𝑌 )

для различных 𝑋 и 𝑌 . Аналогичный вопрос возникает и для пространств функ

ций первого класса Бэра 𝐵1(𝑋). Тот факт, что пространства 𝐵1(R) и 𝐵1(S) не

гомеоморфны в виду того, что 𝐵1(R) секвенциально сепарабельно, а 𝐵1(S) –

нет, был доказан в работе 2017 года А.В. Осиповым и Е.Г. Пыткеевым [40].

Пространства 𝐶𝑝(S) и 𝐶𝑝(R) также не являются гомеоморфными, поскольку

R – 𝜎-компактно, а S не является 𝜎-компактным [3, стр.112]. В данной работе

показано, что условие линейной гомеоморфности пространств 𝐶𝑝(S) и 𝐶𝑝(𝑆𝐴)
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является очень сильным: оно влечет гомеоморфность пространств S и 𝑆𝐴. Эта

теорема доказана в третьей главе данной работы.

Хорошо известны критерий Лебега и критерий Бэра о характеризации

функций первого класса Бэра, заданных на польских пространствах [5]. В дан

ной работе показано, что аналоги этих критериев верны и для топологических

пространств, которые являются одновременно наследственно бэровскими и на

следственно линделефовыми. Поскольку рассматриваемые пространства 𝑆𝐴 и

𝐻(𝐴) являются примерами таких пространств, то получена характеризация

функций первого класса Бэра, заданных на этих пространствах.

Рассматриваемая в данной работе тематика является широко известной и

актуальной.

Цель и задачи диссертационной работы

Целью диссертационной работы является изучение пространств непрерыв

ных функций, заданных на линейно упорядоченных пространствах и наделен

ных топологией поточечной сходимости, а также функций первого класса Бэра,

заданных на этих пространствах. К основным задачам данной диссертационной

работы относятся следующие:

— исследовать свойства модификаций прямой Зоргенфрея: совершенная нор

мальность, наследственная линделефовость, наследственная сепарабельность,

наследственная бэровость, полнота по Чеху, локальная компактность, тоталь

ная несовершенность (т.е. любой компакт является счетным или конечным);

— исследовать свойства пространств Хаттори: совершенная нормальность, на

следственная линделефовость, наследственная сепарабельность, наследствен

ная бэровость, полнота по Чеху, локальная компактность, тотальная несовер

шенность; получить условия, при которых пространства Хаттори обладают

счетной базой, являются польскими пространствами; — получить необходимые

и достаточные условия гомеоморфности прямой Зоргенфрея и ее модификации

𝑆𝐴;

— получить необходимые и достаточные условия гомеоморфности прямой Зор
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генфрея и пространства Хаттори 𝐻(𝐴);

— получить необходимые и достаточные условия гомеоморфности модифика

ции прямой Зоргенфрея 𝑆𝐴 и 𝑆Q, где Q – множество рациональных чисел;

— получить необходимые и достаточные условия l-эквивалентности пространств

непрерывных функций, заданных на прямой Зоргенфрея и ее модификации 𝑆𝐴;

— описать функции первого класса Бэра, заданные на прямой Зоргенфрея, ее

модификациях 𝑆𝐴 и пространствах Хаттори 𝐻(𝐴).

Научная новизна

В данной работе рассматриваются некоторые классические задачи о суще

ствовании гомеоморфизма между линейно упорядоченными пространствами с

топологией, определяемой порядком. В частности, определяется пространство

𝑆𝐴 — модификация прямой Зоргенфрея, ранее в литературе не рассматривае

мое. Получен критерий гомеоморфности прямой Зоргенфрея и ее модификации

𝑆𝐴.

В работе [32] У. Хаттори определил модификацию евклидовой прямой

𝐻(𝐴), которую называют H-пространством или пространством Хаттори. В дан

ной работе независимо от работы [35] Дж. Кулеса, другим методом, с исполь

зованием концепции Е.В. Щепина о ёмкости [22], было получено необходимое

условие гомеоморфности пространств Хаттори и прямой Зоргенфрея. Доказа

на теорема о необходимом и достаточном условии существования линейного

гомеоморфизма между пространствами непрерывных функций, заданных на

прямой Зоргенфрея и ее модификациях, и наделенных топологией поточечной

сходимости. Получена характеристика функций первого класса Бэра, заданных

на пространствах, одновременно являющихся наследственно бэровскими и на

следственно линделефовыми. В частности, получена характеристика функций

первого класса Бэра, заданных на прямой Зоргенфрея, ее модификациях и про

странствах Хаттори.

Теоретическая и практическая значимость

Диссертация вносит вклад в изучение свойств линейно упорядоченных про
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странств, пространств функций, заданных на них.

Полученные результаты могут использоваться в научных исследованиях

и спецкурсах для студентов и аспирантов механико-математических факульте

тов, специализирующихся по топологии и функциональному анализу.

Методология и методы исследования

В работе используются методы топологии и функционального анализа: ме

тод трансфинитной индукции, арифметика порядковых чисел, метод перехода

к сопряженным пространствам при установлении l-эквивалентности, вычеты

множества (введенные Хаусдорфом), метод разбиения линейно упорядоченного

пространства на замкнутые подмножества, на которых функция монотонна.

Положения, выносимые на защиту

На защиту выносятся следующие результаты и выводы исследования:

∙ свойства модификаций прямой Зоргенфрея: модификация прямой Зор

генфрея 𝑆𝐴 для любого 𝐴 ⊂ R является совершенно нормальным, наследствен

но линделефовым, не удовлетворяющим второй аксиоме счетности, наследствен

но сепарабельным, тотально несовершенным, наследственно бэровским, не пол

ным по Чеху, не локально компактным пространством;

∙ cвойства пространств Хаттори: пространство Хаттори 𝐻(𝐴) для любо

го 𝐴 ⊂ R является совершенно нормальным, наследственно линделефовым,

наследственно сепарабельным, наследственно бэровским и является удовлетво

ряющим второй аксиоме счетности тогда и только тогда, когда |R ∖ 𝐴| ≤ ℵ0,

тотально несовершенным тогда и только тогда, когда 𝐴 ⊂ R тотально несо

вершенно, слабо отделенным тогда и только тогда, когда 𝐴 ⊂ R разреженное

в топологии «левой стрелки» S, полным по Чеху тогда и только тогда, тогда

R ∖ 𝐴 счетно, польским тогда и только тогда, тогда R ∖ 𝐴 счетно, локально

компактным тогда и только тогда, когда R ∖ 𝐴 замкнуто в R и дискретно в S.

∙ необходимое условие гомеоморфности прямой Зоргенфрея и пространств

Хаттори;

∙ критерий гомеоморфности прямой Зоргенфрея и ее модификаций;
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∙ критерий гомеоморфности модификаций прямой Зоргенфрея 𝑆𝐴, когда

множество 𝐴 ⊂ R – счетно, и модификации прямой Зоргенфрея на множестве

рациональных точек 𝑆Q;

∙ критерий l-эквивалентности пространств непрерывных функций, задан

ных на прямой Зоргенфрея и ее модификациях;

∙ характеристика функций первого класса Бэра, заданных на прямой Зор

генфрея, ее модификациях и пространствах Хаттори.

Степень достоверности

Все полученные в диссертации результаты имеют строгое математическое

обоснование в форме теорем.

Апробация результатов исследования

Основные результаты диссертации обсуждались на научном семинаре ка

федры математического анализа и теории функций ММФ ТГУ (руководитель

профессор С.П. Гулько) и докладывались на научных конференциях:

1. Научная конференция механико-математического факультета ТГУ. Томск,

24-30 апреля 2014 г.

2. IV Международная молодежная научная конференция «Актуальные

проблемы современной механики». Томск, 17-19 ноября 2014 г.

3. 53-я Международная научная студенческая конференция МНСК-2015.

Новосибирск 11-17 апреля 2015 г.

4. Молодежная научная конференция "Все грани математики и механики".

Томск 24-30 апреля 2015 г.

5. Международная (47-я Всероссийская) молодежная школа-конференция

«Современные проблемы математики и ее приложений». Екатеринбург, 31 ян

варя — 06 февраля 2016 г.

6. 54-я Международная научная студенческая конференция МНСК-2016.

Новосибирск, 16-20 апреля 2016 г.

7. Международная научная конференция "Александровские чтения-2016".

Москва, 22-26 мая 2016 г.



10

8. 12th Symposium on General Topology and ils Relations to Modern Analysis

and Algebra TOPOSYM 2016. Prague, Czech Republic, 25-29 july 2016.

9. 55-я Международная научная студенческая конференция МНСК-2017.

Новосибирск, 17-20 апреля 2017 г.

10. Journee de la Federation de Recherche Normandie Mathematiques. Madrillet,

Universite de Rouen, Saint-Etienne-du-Rouvray, France, 13 juin 2017.

11. International Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th

anniversary of Stefan Banach. Lviv, Ukraine, 18-23 September 2017.

12. 56-я Международная научная студенческая конференция МНСК-2018.

Новосибирск, 22-27 апреля 2018 г.

13. Международная конференция «Топологическая алгебра и теоретико

множетвенная топология» посвященная 80-летию профессора А.В. Архангель

ского. Москва, 23-28 августа 2018 г.

14. Всероссийская конференция по математике и механике, посвященная

140-летию Томского государственного университета и 70-летию механико-мате

матического факультета. Томск, 2-4 октября 2018 г.

Результаты дисертационного исследования получены в том числе при вы

полнении поддержанных шрантами проектов, в которых автор является соис

полнителем: грант РФФИ проект № 17-51-18051 Болг а «Взаимосвязь топологии

и теории баноховых пространств» (2017-2019 гг.).

Публикации

Основные результаты, полученные в диссертации, опубликованы в восем

надцати печатных работах [6]–[20], [26], [34], [43], в том числе пять работ [6]–[9],

[26] в журналах, рекомендованных ВАК. Содержание диссертации и основные

положения, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора. Рабо

ты [6]–[8] по теме диссертации выполнены совместно с научным руководителем

Т.Е. Хмылевой, а работа [26] – совместно с научным руководителем А. Бузиа

дом.
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Структура и объём диссертации

Диссертационная работа состоит из введения, четырёх глав, заключения,

списка условных обозначений и списка литературы, содержащей 45 наименова

ния. Работа изложена на 82 страницах.

Содержание работы

Во введении раскрывается актуальность исследуемой проблемы, приво

дится обзор известных результатов, формулируется цель и излагается содержа

ние работы, обосновывается теоретическая и практическая значимость получен

ных результатов.

В 1-ой главе устанавливаются свойства модификаций прямой Зорген

фрея и пространств Хаттори.

Получено, что модификация прямой Зоргенфрея 𝑆𝐴 для любого 𝐴 ⊂ R яв

ляется совершенно нормальным, наследственно линделефовым, не удовлетворя

ющим второй аксиоме счетности, наследственно сепарабельным, тотально несо

вершенным (т.е. любой компакт является счетным или конечным), наследствен

но бэровским, не полным по Чеху, не локально компактным пространством.

Получено, что пространство Хаттори 𝐻(𝐴) для любого 𝐴 ⊂ R является

совершенно нормальным, наследственно линделефовым, наследственно сепара

бельным, наследственно бэровским и является удовлетворяющим второй аксио

ме счетности тогда и только тогда, когда |R∖𝐴| ≤ ℵ0, тотально несовершенным

тогда и только тогда, когда 𝐴 ⊂ R тотально несовершенно, слабо отделенным

тогда и только тогда, когда 𝐴 ⊂ R леворазреженное, полным по Чеху тогда и

только тогда, тогда R∖𝐴 счетно (следовательно, 𝐻(𝐴) является польским), ло

кально компактным тогда и только тогда, когда R∖𝐴 замкнуто в R и дискретно

в S.

Во 2-ой главе доказана теорема о гомеоморфности прямой Зоргенфрея

и ее модификаций, прямой Зоргенфрея и пространством Хаттори и некоторые

частные случаи гомеоморфности различных модификаций прямой Зоргенфрея.

Основным результатом параграфа 2.1 является критерий гомеоморфности



12

прямой Зоргенфрея и ее модификаций:

Теорема 2.1 Пусть 𝐴 – некоторое подмножество вещественной прямой.

Следующие условия эквивалентны:

(1) пространства 𝑆𝐴 и S гомеоморфны;

(2) не существует подмножества ∅ ≠ 𝑉 ⊂ 𝐴, замкнутого в 𝐴 и такого, что

𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 ;

(3) множество 𝐴 является множеством типа 𝐹𝜎 и 𝐺𝛿 в R.

В параграфе 2.2 обсуждается вопрос о гомеоморфности пространств 𝑆𝐴 и

𝑆Q. Для счетных множеств 𝐴 ⊂ R получены необходимое и достаточное условия

гомеоморфности пространств 𝑆𝐴 и 𝑆Q.

Теорема 2.5 Пусть 𝐴 ⊂ R счетное множество. Пространство 𝑆𝐴 го

меоморфно пространству 𝑆Q тогда и только тогда, когда подмножество

𝐴 ⊂ R всюду плотно в S.

Теорема 2.6 Пусть 𝐴 и его дополнение S ∖ 𝐴 – несчетные в любом ин

тервале (𝑎, 𝑏) в S, а подмножество 𝐷 ⊂ S – счетно. Тогда пространства 𝑆𝐴

и 𝑆𝐷 не гомеоморфны.

Основным результатом параграфа 2.3 является доказательство необходи

мого условия гомеоморфности пространств Хаттори и прямой Зоргенфрея с

использованием концепции Е.В. Щепина о ёмкости.

Предложение 2.11 Пусть множество 𝐴 ⊂ R такое, что пространства

𝐻(𝐴) и S гомеоморфны. Тогда 𝐴 – разреженное.

В 3-ей главе получено необходимое и достаточное условие линейной го

меоморфности пространств непрерывных функций, заданных на прямой Зор

генфрея и ее модификациях.

Теорема 3.2 Пусть 𝐴 ⊂ R. Следующие условия равносильны:

(i) пространства S и 𝑆𝐴 гомеоморфны;

(ii) пространства 𝐶𝑝(S) и 𝐶𝑝(𝑆𝐴) линейно гомеоморфны.

В 4-ой главе получена характеристика функций первого класса Бэра

на некотором классе неметризуемых пространств, а именно, доказаны анало
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ги критериев Лебега и Бэра для функций первого класса Бэра, заданных на

пространствах, являющихся одновременно наследственно линделефовыми и на

следственно бэровскими пространствами.

Теорема 4.4 Пусть пространство 𝑋 наследственно линделефово и наслед

ственно бэровское. Функция 𝑓 : 𝑋 → R принадлежит 𝐵1(𝑋) тогда и только

тогда, когда для любого непустого замкнутого подмножества 𝐹 ⊂ 𝑋 функ

ция 𝑓 |𝐹 имеет точку непрерывности. Из этой теоремы получена характе

ристика функций первого класса Бэра, заданных на прямой Зоргенфрея, ее

модификациях и пространствах Хаттори.

Теорема 4.5 Пусть 𝐴 ⊂ R – произвольное подмножество и 𝐸 = 𝑆𝐴 или

𝐸 = 𝐻(𝐴). Функция 𝑓 : 𝐸 → R принадлежит 𝐵1(𝐸) тогда и только тогда,

когда для любого непустого замкнутого подмножества 𝐹 ⊂ 𝐸 функция 𝑓 |𝐹
имеет точку непрерывности.

В заключении формулируются основные результаты диссертации.

Автор выражает благодарность научным руководителям кандидату

физико-математических наук, доценту Хмылевой Татьяне Евгеньевне и про

фессору Ахмеду Бузиаду за помощь и поддержку на всех этапах выполнения

диссертационной работы.



14

1. Определение и свойства пространств 𝑆𝐴 и 𝐻(𝐴)

Символом S обозначим прямую Зоргенфрея (или «стрелку», или «левую

стрелку»), представляющую собой множество вещественных чисел, топология

в котором порождена базой

{(𝑎, 𝑏] : 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏}.

Топологию пространства S будем обозначать 𝜏0 или 𝜏←. Cимволом S→ обозна

чается множество вещественных чисел, наделенное топологией, порожденной

базой

{[𝑎, 𝑏) : 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 < 𝑏}.

Очевидно, что S гомеоморфно S→. Топологическое пространство S→, в отли

чие от S будем называть «правой стрелкой», а топологию этого пространства

обозначать 𝜏→ или 𝜏𝑆.

Пусть множества 𝑋, 𝑌 ⊂ R и 𝑌 ⊂ 𝑋. Символом 𝑋𝑌 обозначим топо

логическое пространство, в котором база окрестностей точки 𝑥 определяется

следующим образом:

𝐵𝑥 = {(𝑥− 𝜀, 𝑥] ∩𝑋 : 𝜀 > 0}, если𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝑌 ;

𝐵𝑥 = {[𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩𝑋 : 𝜀 > 0}, если𝑥 ∈ 𝑌.

Если 𝑋 = S, а 𝑌 = 𝐴, то получаем пространство 𝑆𝐴, в котором на множестве 𝐴

задана топология «правой стрелки». Это пространтво 𝑆𝐴 будем называть моди

фикацией прямой Зоргенфрея, а топологию в этом пространстве будем обозна

чать 𝜏𝐴. Свойства пространства 𝑆𝐴 аналогичны свойствам прямой Зоргенрея

S.

Пусть множетво 𝐴 ⊂ R. Символом 𝐻(𝐴) обозначим топологическое про

транство, в котором база окрестности точки 𝑥 определяется следующим обра

зом:

𝐵𝑥 = {(𝑥− 𝜀, 𝑥] : 𝜀 > 0}, если𝑥 ∈ R ∖ 𝐴;
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𝐵𝑥 = {(𝑥− 𝜀, 𝑥 + 𝜀) : 𝜀 > 0}, если𝑥 ∈ 𝐴.

Пространство 𝐻(𝐴) называется пространством Хаттори, а топология это

го пространства обозначается 𝜏(𝐴). Это пространство было введено в работе

Y.Hattori [32], а в работах [27] и [38] были получены некоторые его свойства.

В частности, для любого 𝐴 ⊂ R пространство 𝐻(𝐴) регулярное, наследствен

но линделефовое (следовательно нормальное), наследственно сепарабельное, бэ

ровское пространство.

Заметим, что

𝜏𝐸 = 𝜏(R) ⊂ 𝜏(𝐴) ⊂ 𝜏𝐴

для любого множества 𝐴 ⊂ R. В частности, 𝑆∅ = S = 𝐻(∅).

Семейство N = {𝑀𝛼}𝛼∈𝐼 подмножеств топологического пространства 𝑋

называется сетью пространства 𝑋, если для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑋 и каждой

окрестности 𝑈 точки 𝑥 найдется такое 𝛼 ∈ 𝐼, что 𝑥 ∈𝑀𝛼 ⊂ 𝑈 . Сетевым весом

пространства𝑋 называется кардинал 𝑛𝑤(𝑋) = min{|N|,N–сеть пространства 𝑋}.

Известно, что для каждого топологического пространства 𝑋 выполняются со

отношения 𝑛𝑤(𝑋) ≤ 𝜔(𝑋), 𝑛𝑤(𝑋) ≤ |𝑋| и 𝑑(𝑋) ≤ 𝑛𝑤(𝑋). Следующее предло

жение является аналогом теоремы 3.10 в работе Дж. Ван Милла [36].

Теорема 1.1. Пусть 𝑋 ⊂ 𝑆𝐴. Тогда 𝑛𝑤(𝑋) = |𝑋|.

Доказательство. В случае конечного множества 𝑋 утверждение теоремы

очевидно. Пусть |𝑋| ≥ ℵ0 и B = {𝐵𝛼}𝛼∈𝐼 – сеть пространства 𝑋. Поскольку

𝑋 = (𝑋 ∖ 𝐴) ⊔ (𝑋 ∩ 𝐴),

то хотя бы одно из множеств 𝑋1 = (𝑋 ∖𝐴) или 𝑋2 = (𝑋 ∩𝐴) имеет мощность,

равную𝑋. Предположим, что |𝑋1| = |𝑋|. Для каждого 𝑥 ∈ 𝑋1 выберем элемент

𝐵𝛼(𝑥) такой, что

𝑥 ∈ 𝐵𝛼(𝑥) ⊂ (𝑥− 1, 𝑥].
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Следовательно, 𝑥 = max{𝑦 : 𝑦 ∈ 𝐵𝛼(𝑥)} и значит, если 𝑥 ̸= 𝑥1 и 𝑥, 𝑥1 ∈ 𝑋1, то

𝐵𝛼(𝑥) ̸= 𝐵𝛼(𝑥1). Отсюда получаем, что

𝑛𝑤(𝑋) ≥ 𝑛𝑤(𝑋1) ≥ |𝑋1| = |𝑋|.

Случай, когда |𝑋2| = |𝑋|, доказывается аналогично.

Следствие 1.1. Для любого подмножества 𝐴 ⊂ R пространство 𝑆𝐴 не удо

влетворяет второй аксиоме счетности.

Нетрудно видеть, что для любого подмножества 𝐴 ⊂ R пространство 𝑆𝐴

является наследственно сепарабельным.

Если |R ∖ 𝐴| ≤ ℵ0, то пространство 𝐻(𝐴) удовлетворяет второй аксиоме

счетности. Также, как для 𝑆𝐴, можно доказать следующее

Предложение 1.1. Пусть 𝑋 ⊂ 𝐻(𝐴). Если |𝑋 ∖𝐴| ≥ ℵ0, то 𝑛𝑤(𝑋) = |𝑋 ∖𝐴|.

В частности, что если |R ∖ 𝐴| > ℵ0 пространство 𝐻(𝐴) не удовлетворяет

второй аксиоме счетности.

Пространство 𝑋 называется вполне несовершенным (totally imperfect), ес

ли каждое компактное подпространство пространства 𝑋 счетно. Хорошо из

вестно, что S вполне несовершенна.

Предложение 1.2. Для любого подмножества 𝐴 ⊂ R пространство 𝑆𝐴 яв

ляется вполне несовершенным.

Доказательство. Предположим, что компакт 𝐾 ⊂ 𝑆𝐴 не является счетным.

Тогда одно из множеств 𝐾 ∩ 𝐴 или 𝐾 ∖ 𝐴 является несчетным. Предположим,

что множество 𝐾 ∩ 𝐴 является несчетным.

Тогда для каждой точки 𝑘 ∈ 𝐾 ∩𝐴 найдется интервал вида (𝑘− 𝜀𝑘, 𝑘), где

𝜀𝑘 > 0 такой, что

(𝑘 − 𝜀𝑘, 𝑘) ∩𝐾 = ∅.
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Действительно, если такого иинтервала не существует, то рассмотрим возрас

тающую последовательность {𝑘𝑛 ∈ 𝐾 : 𝑛 ∈ N}, 𝑘𝑖 ̸= 𝑘𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗, сходящуюся к

точке 𝑘 в R. Пусть 𝑈𝑛 – окрестность точки 𝑘𝑛 такая, что 𝑈𝑛 ∩𝐾 = {𝑘𝑛}. Тогда

из покрытия

{(−∞, 𝑘𝑛) : 𝑛 ∈ N} ∪ {[𝑘,+∞)}

нельзя извлечь конечное подпокрытие, что противоречит компактности 𝐾. Та

ким образом, существует интервал вида (𝑘−𝜀𝑘, 𝑘) такой, что (𝑘−𝜀𝑘, 𝑘)∩𝐾 = ∅.

Ясно, что

(𝑘′ − 𝜀𝑘′, 𝑘
′) ∩ (𝑘′′ − 𝜀𝑘′′, 𝑘

′′) = ∅

для 𝑘′ ̸= 𝑘′′, где 𝑘′, 𝑘′′ ∈ 𝐾. По предположению имеем несчетное число непере

секающихся интервалов вида (𝑘− 𝜀𝑘, 𝑘), где 𝑘 ∈ 𝐾. Но это невозможно, в силу

сепарабельности 𝑆𝐴.

Случай, когда множество 𝐾 ∖ 𝐴 является несчетным доказывается анало

гично.

Для ответа на вопрос при каких условиях на множество 𝐴 ⊂ R простран

ства Хаттори 𝐻(𝐴) являются вполне несовершенными нам понадобятся следу

ющие вспомогательные утверждения.

Предложение 1.3. Пусть 𝑋 ⊂ 𝐻(𝐴) — произвольное подпространство и

𝑓 : 𝑋 → 𝐻(𝐵) — непрерывная функция. Тогда множество 𝑓(𝑋∩𝐴)∖𝐵 счетно.

Доказательство. Поскольку подпространство 𝑋 ∩𝐴 пространства 𝐻(𝐴) удо

влетворяет второй аксиоме счетности, то множество 𝑓(𝑋 ∩ 𝐴) имеет счетную

сеть, а следоательно, и множество 𝑓(𝑋 ∩ 𝐴) ∖𝐵 имеет счетную сеть. Заметим,

что 𝐻(𝐵) и S индуцируют одинаковую топологию на 𝑓(𝑋 ∩ 𝐴) ∖ 𝐵. В силу

теоремы 1.1 каждое подпространство S, которое имеет счетную сеть – счетно.

Из предложения 1.3 следует, что если 𝐻(𝐴) гомеоморфно S, то множество

𝐴 счетно. В самом деле, поскольку S = 𝐻(∅) и если 𝑓 : 𝐻(𝐴)→ S — гомеомор

физм, то 𝑓(𝐴) счетно, следовательно, и множество 𝐴 счетно.
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Предложение 1.4. Каждое польское, вполне несовершенное пространство

счетно.

Доказательство. Действительно, предположим, что пространство𝑋 – несчет

ное польское пространство. Поскольку пространство 𝑋 имеет счетную базу, то

𝑋 = 𝑀 ⊔ 𝑃 , где 𝑀 – совершенное множество (т.е. замкнутое и без изолиро

ванных точек), 𝑃 – счетное [1, стр.160]. В силу того, что 𝑀 несчетное полное

метризуемое пространство, в 𝑀 можно вложить канторово множество 𝐶 [23,

4.5.5]. Тогда 𝐶 ∩𝑀 – несчетный компакт в 𝑋, что невозможно, поскольку про

странство 𝑋 вполне несовершенное.

Предложение 1.5. Пусть 𝐴 ⊂ R. Пространство 𝐻(𝐴) – вполне несовершен

ное тогда и только тогда, когда 𝐴 вполне несовершенное.

Доказательство. Предположим, что пространство 𝐴 – вполне несовершен

ное. Пусть 𝐾 компактное подпространство 𝐻(𝐴). Тождественное отображение

𝑖𝑑 : 𝐻(𝐴)→ R непрерывно. Следовательно

𝑖𝑑 : (𝐾, 𝜏(𝐴))→ (𝐾, 𝜏𝐸)

гомеоморфизм. Поскольку отображение

𝑖𝑑|𝐾 : (𝐾, 𝜏𝐸)→ 𝐻(𝐴)

непрерывное, то в силу предложения 1.3 для 𝑋 = 𝐾 ⊂ 𝐻(R) = R множество

𝑖𝑑|𝐾(𝐾 ∩ R) ∖ 𝐴 = 𝐾 ∖ 𝐴

счетно. Следовательно, множество 𝐾 ∩ 𝐴 имеет тип 𝐺𝛿 в 𝐾 и по теореме [23,

4.3.23] является польским пространством. Поскольку 𝐴 вполне несовершенное,

то 𝐾 ∩ 𝐴 вполне несовершенное и в силу предложения 1.4 – счетное. Таким

образом,

𝐾 = (𝐾 ∖ 𝐴) ⊔ (𝐾 ∩ 𝐴)
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– счетно.

Обратная импликация очевидна.

Совершенным пространством называется пространство, в котором лю

бое замкнутое множество имеет тип 𝐺𝛿 (или, что тоже самое, любое открытое

множество имеет тип 𝐹𝜎). Нетрудно видеть, что в пространствах 𝑆𝐴 и 𝐻(𝐴) от

крытые множества являются счетным объединением промежутков вида (𝑎1, 𝑏1],

[𝑎2, 𝑏2), (𝑎3, 𝑏3), [𝑎4, 𝑏4] (доказательство этого факта повторяет доказательство

аналогичного утверждения для вещественной прямой (см. например [5, стр.

47])), а каждый из этих промежутков имеют тип 𝐹𝜎. Таким образом, простран

сттва 𝑆𝐴 и 𝐻(𝐴) являются совершенными для любого множества 𝐴 ⊂ R.

Предложение 1.6. Для любого подмножества 𝐴 ⊂ R пространство 𝑆𝐴 —

линделефово.

Доказательство. Пусть {𝑈𝑚}𝑚∈𝑀 — покрытие 𝑆𝐴. Положим 𝑉𝑚 = intR 𝑈𝑚.

Множества 𝑉𝑚 открыты в R для любого 𝑚 ∈𝑀 . Покажем, что множество

𝐿 = 𝑆𝐴 ∖

(︃ ⋃︁
𝑚∈𝑀

𝑉𝑚

)︃
— счетно. Для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐿 ∩ 𝐴 найдутся номер 𝑚(𝑥) и число 𝜀𝑥 > 0

такие, что 𝑥 ∈ [𝑥, 𝑥 + 𝜀𝑥) ⊂ 𝑈𝑚(𝑥). Для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐿 ∖ 𝐴 найдутся

номер 𝑚(𝑥) и число 𝜀𝑥 > 0 такие, что 𝑥 ∈ (𝑥 − 𝜀𝑥, 𝑥] ⊂ 𝑈𝑚(𝑥). Покажем, что

полуинтервалы семейства

{[𝑥, 𝑥 +
𝜀𝑥
3

) : 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐿} ∪ {(𝑥− 𝜀𝑥
3
, 𝑥] : 𝑥 ∈ 𝐿 ∖ 𝐴}

попарно не пересекаются. Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, 𝑥 < 𝑦. Возможны следующие четыре

случая:

1. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿∩𝐴. Если [𝑥, 𝑥+
𝜀𝑥
3

)∩ [𝑦, 𝑦+
𝜀𝑦
3

) ̸= ∅, то 𝑥 < 𝑦 ≤ 𝑥+
𝜀𝑥
3

< 𝑥+𝜀𝑥 и,

следовательно, 𝑦 ∈ (𝑥, 𝑥 + 𝜀𝑥) ∈ 𝑉𝑚(𝑥), что невозможно, т.к. 𝑦 ∈ 𝐿. Таким

образом, [𝑥, 𝑥 +
𝜀𝑥
3

) ∩ [𝑦, 𝑦 +
𝜀𝑦
3

) = ∅.
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2. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿∖𝐴. Если (𝑥− 𝜀𝑥
3
, 𝑥]∩ (𝑦− 𝜀𝑦

3
, 𝑦] ̸= ∅, то 𝑦 > 𝑥 ≥ 𝑦− 𝜀𝑦

3
> 𝑦− 𝜀𝑦 и,

следовательно, 𝑥 ∈ (𝑦 − 𝜀𝑦, 𝑦) ∈ 𝑉𝑚(𝑦), что невозможно, т.к. 𝑥 ∈ 𝐿. Таким

образом, (𝑥− 𝜀𝑥
3
, 𝑥] ∩ (𝑦 − 𝜀𝑦

3
, 𝑦] = ∅.

3. 𝑥 ∈ 𝐿 ∖ 𝐴 и 𝑦 ∈ 𝐿 ∩ 𝐴. Тогда (𝑥− 𝜀𝑥
3
, 𝑥] ∩ [𝑦, 𝑦 +

𝜀𝑦
3

) = ∅.

4. 𝑥 ∈ 𝐿 ∩ 𝐴 и 𝑦 ∈ 𝐿 ∖ 𝐴. Поскольку 𝑥 ∈ 𝐿 и 𝑥 < 𝑦, то 𝑥 ≤ 𝑦 − 𝜀𝑦, что

равносильно 𝑦− 𝑥 ≥ 𝜀𝑦. Поскольку 𝑦 ∈ 𝐿 и 𝑦 > 𝑥, то 𝑦 ≥ 𝑥+ 𝜀𝑥, а значит

𝑦 − 𝑥 ≥ 𝜀𝑥. Тогда, 2𝑦 − 2𝑥 ≥ 𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 и следовательно, 𝑦 − 1

2
𝜀𝑦 ≥ 𝑥 +

1

2
𝜀𝑥.

Таким образом, [𝑥, 𝑥 +
𝜀𝑥
3

) ∩ (𝑦 − 𝜀𝑦
3
, 𝑦] = ∅.

В силу того, что мощность каждого семейства попарно непересекающихся ин

тервалов не превосходит ℵ0, имеем |𝐿| ≤ ℵ0.

Множество 𝑆𝐴 ∖𝐿 с топологией вещественной прямой имеет счетную базу.

Значит, покрытие {𝑉𝑚}𝑚∈𝑀 множества 𝑆𝐴 ∖ 𝐿 содержит счетное подпокрытие

{𝑉𝑚𝑖
}∞𝑖=1 этого множества. Ясно, что {𝑈𝑚(𝑥)}𝑥∈𝐿∪{𝑈𝑚𝑖

}∞𝑖=1 — счетное подпокры

тие покрытия {𝑈𝑚}𝑚∈𝑀 . Таким образом, пространство 𝑆𝐴 — линделефово.

В случае, когда |R ∖𝐴| ≤ ℵ0, пространство 𝐻(𝐴) регулярное и имеет счет

ную базу, а следовательно, является линделефовым [23, 3.8.1]. Аналогичный

результат верен и для произвольного множества 𝐴 ⊂ R.

Предложение 1.7. Для любого подмножества 𝐴 ⊂ R пространство 𝐻(𝐴)

— линделефово.

Доказательство. Поскольку топология на 𝑆𝐴 тоньше, чем топология про

странства 𝐻(𝐴), то тождественное отображение 𝑓 : 𝑆𝐴 → 𝐻(𝐴) непрерывно. В

силу того, что 𝐻(𝐴) — регулярное пространство и пространство 𝑆𝐴 является

линделефовым (предложение 1.6), то по теореме [23, 3.8.6] пространство 𝐻(𝐴)

является линделефовым.
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Тот факт, что пространства 𝑆𝐴 и 𝐻(𝐴) являются линделефовыми влечет,

что эти пространства нормальны для всех 𝐴 ⊂ R [23, 3.8.2]. Отсюда и из то

го, что эти пространства совершенны, следует, что пространства 𝑆𝐴 и 𝐻(𝐴)

наследственно линделефовы для всех 𝐴 ⊂ R [23, 3.8.А.(а)].

Множеством первой категории в топологическом пространстве называ

ется множество, представимое в виде счетного объединения нигде не плотных

множеств. Множеством второй категории в топологическом пространстве на

зывается множество, не являющееся множеством первой категории. Топологи

ческое пространство𝑋 называется бэровским, если для любой последовательно

сти открытых всюду плотных подмножеств 𝐺𝑛 ⊂ 𝑋 пересечение
∞⋂︁
𝑛=1

𝐺𝑛 всюду

плотно в 𝑋. Топологическое пространство 𝑋 называется наследственно бэров

ским, если каждое замкнутое подмножество 𝐹 ⊂ 𝑋 является бэровским про

странством. Следующее предложение можно найти в [21].

Предложение 1.8. Для любого подмножества 𝐴 ⊂ R, пространство 𝑆𝐴 яв

ляется бэровским.

Поскольку открытые подмножества, а также всюду плотные𝐺𝛿-подмножества

в бэровском пространстве являются бэровскими пространствами [45, стр.228],

то получаем

Следствие 1.2. Верны следующие утверждения:

1. Для любого подмножества 𝐴 ⊂ R и всюду плотного 𝐺𝛿-подмножества

𝑇 ⊂ 𝑆𝐴, пространство (𝑇, 𝜏𝐴) является бэровским. В частности, мно

жество иррациональных точек (𝐽, 𝜏𝐴) бэровское.

2. Если 𝐺 – открытое подмножество в пространстве 𝑆𝐴, то (𝐺, 𝜏𝐴) бэ

ровское.

Предложение 1.9. Для любого множества 𝐴 ⊂ R, пространство 𝑆𝐴 наслед

ственно бэровское.
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Доказательство. Поскольку пространство 𝑆𝐴 регулярное и с первой аксиомой

счетности, то для доказательства того, что оно является наследственно бэров

ским достаточно показать, что пространство 𝑆𝐴 не имеет счетного замкнуто

подпространства без изолированных точек [28]. Пусть множество 𝐹 замкнуто

в 𝑆𝐴 и без изолированных точек. Тогда замыкание множества 𝐹 в евклидовой

топологии прямой 𝐹 также не содержит изолированных точек. Это означает [1],

что множество 𝐹 несчетно. Поскольку множество 𝐹 ∖ 𝐹 счетно, то 𝐹 является

несчетным.

Предложение 1.10. Для любого 𝐴 ⊂ R, пространство 𝐻(𝐴) наследственно

бэровское.

Доказательство. Аналогично предыдущему предложению, в силу [28], пока

жем, что каждое счетное замкнутое подпространство 𝐻(𝐴) имеет изолирован

ную точку, т.е. является разреженным в 𝜏(𝐴). Пусть 𝐹 – замкнутое счетное

подпространство 𝐻(𝐴). Множество R ∖ 𝐹 – открыто в 𝐻(𝐴), а значит и в S

(т.к. топология на S сильнее топологии 𝐻(𝐴)). В силу того, что R ∖ 𝐹 – это

дизъюнктное объединение интервалов вида (𝑎, 𝑏) или (𝑎, 𝑏], то R ∖ 𝐹 – множе

ство типа 𝐹𝜎 в R. Следовательно множество 𝐹 счетно и имеет тип 𝐺𝛿 в R,

т.е. оно полно по Чеху, а значит оно бэровское, и, следовательно, оно второй

категории. Действительно, если в 𝐹 нет изолированных точек, то [23, 6.2.A d]

𝐹 гомеоморно множеству рациональных чисел Q, но Q — первой категории.

Следовательно, множество 𝐹 разреженное в R, а значит оно разреженное и в

𝐻(𝐴).

Напомним следующие определения. Пусть (𝑋, 𝜏) — топологическое про

странство. Указатель 𝒱 = (𝑉𝑥)𝑥∈𝑋 в 𝑋 это набор подмножеств 𝑋 (необязатель

но относящихся к 𝜏 ) такой, что для каждого 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ∈ 𝑉𝑥. Окрестностным

указателем пространства 𝑋 называется набор множеств (𝑉𝑥)𝑥∈𝑋 такой, что

каждое множество 𝑉𝑥 являетя окрестностью (необязательно открытой) точки 𝑥
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в 𝑋. В работе [44] хаусдорфово пространство 𝑋 называется слабо отделенным

(weakly separated), если существует окрестностный указатель (𝑉𝑥)𝑥∈𝑋 простран

ства 𝑋 такой, что для любых точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполняется импликация: если

𝑥 ∈ 𝑉𝑦 и 𝑦 ∈ 𝑉𝑥, то 𝑥 = 𝑦. Стандартным примером слабо отделенного про

странства является прямая Зоргенфрея. Нетрудно видеть, что пространство

𝑆𝐴 слабо отделенное, если существует такая точка 𝑥0 ∈ R, что 𝐴 = [𝑥0,+∞).

Мы покажем в теореме 1.2, что для каждого плотного подмножества 𝐴 ∈ R,

пространство Хаттори 𝐻(𝐴) не является слабо отделенным. Из этого следует,

что такое пространство не гомеоморфно пространству S.

Предложение 1.11. Пусть 𝐴 ⊂ R — произвольнное подмножество, 𝐵 ⊂

𝐻(𝐴) — подпространство второй категории и 𝑋 — слабо отделенное про

странство. Тогда для каждой непрерывной функции 𝑓 : 𝐵 → 𝑋 существуют

непустое открытое подмножество 𝑊 ⊂ 𝐵 и 𝜀 > 0 такие, что для каждой

точки 𝑥 ∈ 𝑊 ∩ 𝐴 выполняется 𝑓([𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩𝐵) ⊂ {𝑓(𝑥)}.

Доказательство. Пусть (𝑉𝑥)𝑥∈𝑋 — окресностный указатель пространства 𝑋,

удовлетворяющий определению слабо отделенного пространства. Для каждого

𝑛 ∈ N, положим

𝐹𝑛 =

{︂
𝑦 ∈ 𝐵 : 𝑓(𝑦 − 1

𝑛
, 𝑦] ∩𝐵 ⊂ 𝑉𝑓(𝑦)

}︂
.

Поскольку отображение 𝑓 непрерывно, то 𝐵 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛. В силу того, что про

странство 𝐵 второй категории, существуют 𝑛 ∈ N и непустое открытое подмно

жество 𝑊 ⊂ 𝐵 такие, что 𝑊 ⊂ 𝐹𝑛
𝐵
. Пусть 𝑥 ∈ 𝑊 ∩𝐴. Так как отображение 𝑓

непрерывно и 𝑊 открыто в 𝐵, то существует 0 < 𝜀 <
1

𝑛
такое, что

(𝑥− 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ∩𝐵 ⊂ 𝑊 и 𝑓((𝑥− 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ∩𝐵) ⊂ 𝑉𝑓(𝑥).

Пусть 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩ 𝐹𝑛 ⊂ [𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩𝐵. Тогда

𝑦 − 1

𝑛
< 𝑦 − 𝜀 < 𝑥 ≤ 𝑦 < 𝑥 + 𝜀,
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и следовательно, 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉𝑓(𝑦) (по определению 𝐹𝑛) и 𝑓(𝑦) ⊂ 𝑉𝑓(𝑥) (т.к. 𝑦 ∈

(𝑥−𝜀, 𝑥+𝜀)∩𝐵). Поскольку пространство 𝑋 слабо отделенное, то 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦),

а значит и 𝑓([𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩ 𝐹𝑛) ⊂ {𝑓(𝑥)}. Так как (𝑥− 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ∩𝐵 ⊂ 𝑊 , то

(𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩𝐵 ⊂ (𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩𝑊 ⊂ (𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩ 𝐹𝑛
𝐵 ⊂ (𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩ 𝐹𝑛

𝐵
.

Таким образом,

𝑓((𝑥, 𝑥+𝜀)∩𝐵) ⊂ 𝑓((𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩ 𝐹𝑛
𝐵

) ⊂ 𝑓((𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩ 𝐹𝑛)
𝑋 ⊂ {𝑓(𝑥)}𝑋 = {𝑓(𝑥)}.

Рассмотрим еще следующие понятия. Пусть 𝒱 = (𝑉𝑥)𝑥∈𝑋 – указатель в

𝑋. Подпространство 𝐴 ⊂ (𝑋, 𝜏) называется 𝒱-разреженным, если для каждо

го непустого подмножества 𝐹 ⊂ 𝐴 существуют 𝑥 ∈ 𝐹 и открытое множество

𝑈 ⊂ 𝑋 такие, что 𝑥 ∈ 𝑈 ∩ 𝐹 ⊂ 𝑉𝑥. 𝒱-производная множеста 𝐴 определяется

с помощью трансфинитной индукции следующим образом: 𝐴0 = 𝐴; если 𝛽 –

непредельный ординал, то 𝐴𝛽+1 есть множество 𝑥 ∈ 𝐴𝛽 таких, что для каждой

окрестности 𝑈 точки 𝑥 в (𝑋, 𝜏) верно 𝑈 ∪ 𝐴𝛽 ̸⊂ 𝑉𝑥; если 𝛼 — предельный ор

динал, то 𝐴𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐴𝛽. Как для производных Кантора-Бендиксона, 𝐴 является

𝒱-разряженым тогда и только тогда, когда существует ординал 𝑟𝑘𝒱(𝐴) (или

𝑟𝑘(𝐴)) такой, что 𝐴𝑟𝑘(𝐴) = ∅ и для каждого 𝛽 < 𝛾 < 𝑟𝑘(𝐴) 𝐴𝛽 ∖ 𝐴𝛾 ̸= ∅. Более

того, если 𝐴 – 𝒱-разреженное, то для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐴 существует ординал

𝛾 такой, что 𝑥 ̸∈ 𝐴𝛾. Нетрудно видеть, что 𝛾0 = min{𝛾 ≤ 𝑟𝑘(𝐴) : 𝑥 ̸∈ 𝐴𝛾} не

является предельным и, значит, существует наибольший ординал 𝛼𝑥 такой, что

𝑥 ∈ 𝐴𝛼𝑥 ∖ 𝐴𝛼𝑥+1. Ординал 𝛼𝑥 будем называть рангом точки 𝑥. Из определения

𝐴𝛼𝑥+1 следует, что для некоторой окрестности 𝑈𝑥 точки 𝑥 в пространстве (𝑋, 𝜏)

выполнено условие 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 ∩ 𝐴𝛼𝑥 ⊂ 𝑉𝑥.

В следующей лемме 𝜒𝐴 – это характеристическая функция множества 𝐴 ⊂

𝑋.

Лемма 1.1. Пусть 𝒱 = (𝑉𝑥)𝑥∈𝑋 указатель в пространстве 𝑋 и множество

𝐴 ⊂ 𝑋 такое, что подпространства 𝐴 и 𝑋 ∖ 𝐴 в 𝑋 𝒱-разреженные. Тогда
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существует окрестностный указатель (𝑊𝑥)𝑥∈𝑋 пространтва 𝑋 такой, что

если (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊𝑦 ×𝑊𝑥 и 𝜒𝐴(𝑥) ̸= 𝜒𝐴(𝑦), то (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉𝑦 × 𝑉𝑥.

Доказательство. Положим 𝐵 = 𝑋 ∖ 𝐴 и пусть (𝐴𝛼)𝛼<𝑟𝑘(𝐴) и (𝐵𝛼)𝛼<𝑟𝑘(𝐵)

последовательности 𝒱-производных для множеств 𝐴 и 𝐵 соответственно. Мы

хотим определить 𝑊𝑥 для всех точек 𝑥 ∈ 𝑋. Пусть 𝑥 ∈ 𝐴 и 𝛼𝑥 – ранг точки 𝑥.

Выберем открытую окрестнсть 𝑈𝑥 точки 𝑥 в 𝑋 такую, что 𝑥 ∈ 𝑈𝑥 ∩ 𝐴𝛼𝑥 ⊂ 𝑉𝑥.

Если 𝑥 ∈
⋂︁

𝛼<𝑟𝑘(𝐵)

𝐵𝛼, то положим𝑊𝑥 = 𝑈𝑥. Если же 𝑥 ̸∈
⋂︁

𝛼<𝑟𝑘(𝐵)

𝐵𝛼, то обозначим

𝛽𝑥 = min{𝛼 < 𝑟𝑘(𝐵) : 𝑥 ̸∈ 𝐵𝛼𝑥} и положим 𝑊𝑥 = 𝑈𝑥 ∖ 𝐵𝛽𝑥. Аналогично,

для точки 𝑦 ∈ 𝐵 выберем окрестность 𝑈𝑦 такую, что 𝑦 ∈ 𝑈𝑦 ∩ 𝐵𝛼𝑦 ⊂ 𝑉𝑦 и

пусть 𝑊𝑦 = 𝑈𝑦, если 𝑦 ∈
⋂︁

𝛽<𝑟𝑘(𝐴)

𝐴𝛽 и 𝑊𝑦 = 𝑈𝑦 ∖ 𝐴𝛽𝑦 , если 𝑦 ̸∈
⋂︁

𝛽<𝑟𝑘(𝐴)

𝐴𝛽 и

𝛽𝑦 = min{𝛽 : 𝑦 ̸∈ 𝐴𝛽}.

Пусть (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊𝑦 ×𝑊𝑥 такие, что 𝜒𝐴(𝑥) ̸= 𝜒𝐴(𝑦). Для определеноости,

пусть 𝑥 ∈ 𝐴 и 𝑦 ̸∈ 𝐴. Тогда 𝑥 ∈ 𝑊𝑦 ∩ 𝐴𝛼𝑥 и следовательно, 𝑦 ∈ 𝐴𝛼𝑥, т.к. иначе

𝛽𝑦 было бы определено и удовлетворяло 𝛽𝑦 ≤ 𝛼𝑥. Таким образом,

𝑊𝑦 ∩ 𝐴𝛼𝑥 ⊂ 𝑊𝑦 ∩ 𝐴𝛽𝑦 = ∅,

что невозможно. Поскольку 𝑈𝑥 ∩ 𝐴𝛼𝑥 ⊂ 𝑉𝑥 и 𝑦 ∈ 𝑈𝑥, то

𝑦 ∈ 𝑈𝑥 ∩ 𝐴𝛼𝑥 ⊂ 𝑈𝑥 ∩ 𝐴𝛼𝑥 ⊂ 𝑉𝑥.

Аналогично, 𝑥 ∈ 𝑉𝑦.

Предложение 1.12. Пусть пространство (𝑋, 𝜏) слабо отделенное окрестно

остным указателем 𝒱 = (𝑉𝑥)𝑥∈𝑋 пространства (𝑋, 𝜏). Пусть топология 𝜏1

на множестве 𝑋 такая, что каждое 𝑉𝑥 𝜏1-замкнутое множество и предпо

ложим, что существует 𝐴 ⊂ 𝑋 такое, что подпространства 𝐴 и 𝑋 ∖ 𝐴

пространства (𝑋, 𝜏1) 𝒱-разреженные и слабо отделенные. Тогда (𝑋, 𝜏1) слабо

отделенное.
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Доказательство. Поскольку подпространства 𝐴 и 𝑋 ∖𝐴 пространства (𝑋, 𝜏1)

слабо отделенные, то существует окрестностный указатель (𝑈𝑥)𝑥∈𝑋 простран

ства (𝑋, 𝜏1) такой, что 𝑥 = 𝑦, когда (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈𝑦 ×𝑈𝑥 и 𝜒𝐴(𝑥) = 𝜒𝐴(𝑦). По лемме

1.1 существует также окрестностный указатель (𝑊𝑥)𝑥∈𝑋 пространства (𝑋, 𝜏1)

такой, что

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉𝑦 × 𝑉𝑥 = 𝑉𝑦 × 𝑉𝑥,

когда (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊𝑦 ×𝑊𝑥 и 𝜒𝐴(𝑥) ̸= 𝜒𝐴(𝑦). Тогда (𝑈𝑥 ∩𝑊𝑥)𝑥∈𝑋 — окрестностный

указатель пространства (𝑋, 𝜏1) удовлетворяющий 𝑥 = 𝑦, когда

(𝑥, 𝑦) ∈ (𝑈𝑦 ∩𝑊𝑦)× (𝑈𝑥 ∩𝑊𝑥).

Теперь мы готовы определить для каких подмножеств 𝐴 ⊂ R пространства

Хаттори 𝐻(𝐴) слабо отделены. Напомним, что топологическое пространство 𝑋

называется разреженным, если любое непустое подпространство 𝑌 ⊂ 𝑋 содер

жит точку 𝑦 ∈ 𝑌 , изолированную в 𝑌 . Подмножество 𝐴 ⊂ R называется лево

разреженным, если 𝐴 разреженное как подпространство «левой» прямой Зор

генфрея S.Право-разреженные множества определяются аналогично. Нетрудно

видеть, что каждое лево-разреженное (право-разреженное) множество – счетно.

Заметим, что каждое множество𝑋 ⊂ R, одновременно и лево- и право-раз

реженное, является разреженным как подпространство в (R, 𝜏𝐸). Действитель

но, предположим, что (𝑋, 𝜏𝐸) не разреженное, т.е. существует подмножество

𝑌 ⊂ (𝑋, 𝜏𝐸), которое не имеет изолированных точек. Пусть

𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑌 : 𝑥 – изолированная в (𝑌, 𝜏←)}

и

𝐵 = {𝑥 ∈ 𝑌 : 𝑥 – изолированная в (𝑌, 𝜏→)}.

Поскольку 𝑋 и лево- и право-разреженное, то из условия 𝑌 ∩(𝑎, 𝑏) ̸= ∅, следует,

что 𝑌 ∩ (𝑎, 𝑏) ∩𝐴 ̸= ∅ и 𝑌 ∩ (𝑎, 𝑏) ∩𝐵 ̸= ∅. Это означает, что множества 𝐴 и 𝐵
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плотны в (𝑌, 𝜏𝐸). Заметим, что 𝐴∩𝐵 = ∅, так как в (𝑌, 𝜏𝐸) нет изолированных

точек. Для любой точки 𝑎 ∈ 𝐴 и любого 𝜀 > 0

(𝑎, 𝑎 + 𝜀) ∩ 𝑌 ̸= ∅,

а так как 𝐴 плотно в (𝑌, 𝜏𝐸), то и

(𝑎, 𝑎 + 𝜀) ∩ 𝐴 ̸= ∅.

Следовательно, подмножество 𝐴 ⊂ 𝑌 ⊂ 𝑋 не имеет изолированных точек в

топологии 𝜏→, что невозможно, т.к. 𝑋 – право-разреженное.

Теорема 1.2. Пространство 𝐻(𝐴) слабо отделенное тогда и только тогда,

когда 𝐴 — праворазреженное.

Доказательство. Предположим, что 𝐻(𝐴) слабо отделенное. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐴 —

непустое подмножество. Поскольку 𝐻(𝐴) наледсвенное бэровское в силу пред

ложения 1.10, то применяя предложение 1.11 ко множеству 𝐵 = 𝐸 (Замыкание

берется в 𝐻(𝐴)) и к тождественной функции 𝑥 ∈ 𝐵 → 𝑥 ∈ 𝐻(𝐴) существу

ют открытое множество 𝑊 ⊂ 𝐵 такое, что 𝑊 ∩ 𝐸 ̸= ∅ и 𝜀 > 0 такие, что

[𝑥, 𝑥 + 𝜀) ∩ 𝐸 = {𝑥} для каждого 𝑥 ∈ 𝑊 ∩ 𝐸. Тогда каждая точка 𝑥 ∈ 𝑊 ∩ 𝐸

𝜏→-изолированная в 𝐸.

Предположим, что 𝐴 — праворазреженное. Мы хотим показать, что 𝐻(𝐴)

слабо отделенное используя предожение 1.12. Пусть 𝑋 = R, 𝜏 — топологи пря

мой Зоргенфрея и 𝜏1 — топология 𝐻(𝐴). Положим 𝑉𝑥 = (−∞, 𝑥], 𝑥 ∈ R. Про

странство (𝑋, 𝜏) cлабо отделенное окретностным указателем 𝒱 = (𝑉𝑥)𝑥∈R и

каждая окрестность 𝑉𝑥 замкнута в (𝑋, 𝜏1). Нетрудно видеть, что подпростран

ство R ∖𝐴 пространства (𝑋, 𝜏1) 𝒱-разреженное и слабо отделенное. Более того,

подпространство 𝐴 пространства (𝑋, 𝜏1) 𝒱-разреженное тогда и только тогда,

когда для каждого непустого подпространства 𝐵 ⊂ 𝐴 существуют точка 𝑥 ∈ 𝐵

и 𝜀 > 0 такие, что (𝑥− 𝜀, 𝑥+ 𝜀)∩𝐵 ⊂ (−∞, 𝑥]. Это означает, что 𝐴 праворазре

женное как и предпологалось. В заключении, поскольку 𝐻(𝐴) является 𝑇1 про
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странством и 𝐴 счетно (т.к. праворазреженное), то подпространство 𝐴 ⊂ 𝐻(𝐴)

слабо отделенное. Из предложения 1.12 следует, что 𝐻(𝐴) слабо отделенное.

Предложение 1.13. Пусть множества 𝐴,𝐵 ⊂ R такие, что каждое лево

дискретное подмножество 𝐴 ∖ 𝐵 праворазреженое. Тогда каждое открытое

множество 𝑂 ⊂ 𝐻(𝐵) имеет тип 𝐺𝛿 и 𝐹𝜎 в 𝐻(𝐴).

Доказательство. Пусть 𝑂 ⊂ 𝐻(𝐵) — открытое множество. Поскольку 𝑂

открыто в S, то оно имеет тип 𝐹𝜎 в R, а следовательно имеет тип 𝐹𝜎 и в 𝐻(𝐴).

Покажем, что множество 𝑂 имеет тип 𝐺𝛿 в 𝐻(𝐴). Для каждого 𝑥 ∈ (𝑂∩𝐴)∖𝐵

существует 𝜀𝑥 > 0 такой, что (𝑥− 𝜀𝑥, 𝑥] ⊂ 𝑂. Множество

𝐹 =

⎛⎝ ⋃︁
𝑥∈(𝑂∩𝐴)∖𝐵

(𝑥− 𝜀𝑥, 𝑥]

⎞⎠ ∖
⎛⎝ ⋃︁

𝑥∈(𝑂∩𝐴)∖𝐵

(𝑥− 𝜀𝑥, 𝑥)

⎞⎠
леводискретное подмножество 𝐴∖𝐵, и по условию праворазреженное. Следова

тельно, 𝐹 разреженное в R и, тогда, множество 𝐹 имеет тип 𝐺𝛿 в R, а значит и

в 𝐻(𝐴). Пусть𝑊 = int𝐻(𝐴)𝑂. Тогда 𝑂∖𝐹 ⊂ 𝑊 . В самом деле, пусть 𝑥0 ∈ 𝑂∖𝐹 .

Если 𝑥0 ∈ 𝐵, то 𝑂 – окрестность точки 𝑥0 в R и, следовательно, окрестность

точки 𝑥0 в𝐻(𝐴). Если 𝑥0 ̸∈ 𝐴, то 𝑂 – окрестность точки 𝑥0 в S и, следовательно,

𝑂 – окрестность точки 𝑥0 в 𝐻(𝐴). Если 𝑥0 ∈ 𝐴 ∖𝐵, то 𝑥0 ∈
⋃︁

𝑥∈(𝑂∩𝐴)∖𝐵

(𝑥− 𝜀𝑥, 𝑥].

Поскольку 𝑥0 ̸∈ 𝐹 , то 𝑥0 ∈
⋃︁

𝑥∈(𝑂∩𝐴)∖𝐵

(𝑥 − 𝜀𝑥, 𝑥) и, следовательно, существует

точка 𝑥 ∈ (𝑂 ∩ 𝐴) ∖𝐵 такая, что 𝑥0 ∈ (𝑥− 𝜀𝑥, 𝑥) ⊂ 𝑂.

Таким образом,

𝑂 = (𝑂 ∖ 𝐹 ) ⊔ (𝑂 ∩ 𝐹 ) = 𝑊 ∪ (𝑂 ∩ 𝐹 ) = 𝑊 ∪ 𝐹.

Поскольку 𝑊 открыто в 𝐻(𝐴), а множество 𝐹 имеет тип 𝐺𝛿 в 𝐻(𝐴), то множе

ство 𝑂 имеет тип 𝐺𝛿 в 𝐻(𝐴).



29

Следствие 1.3. Пусть 𝐴 ⊂ R – лево-разреженное множество. Тогда каждое

открытое подмножество 𝑂 ⊂ S одновременно имеет тип 𝐺𝛿 и 𝐹𝜎 в 𝐻(𝐴).

Доказательство следует из предложения 1.13, если положить 𝐵 = ∅.

Рассмотрим теперь условия, при которых пространство 𝐻(𝐴) является

полным по Чеху. Сущетвует несколько эквивалентных определений полного

по Чеху пространства. Напомним, что тихоновское пространство 𝑋 называет

ся полным по Чеху, если существует компактификация 𝑐𝑋 пространства 𝑋,

такая, что нарост 𝑐𝑋 ∖ 𝑐(𝑋) является 𝐹𝜎-множеством в 𝑋.

Предложение 1.14. Если множество R ∖ 𝐴 счетно, то 𝐻(𝐴) — польское

пространство.

Доказательство. Для каждой точки 𝑎𝑛 ∈ {𝑎𝑛}𝑛∈N = R∖𝐴 положим (R, 𝜏({𝑎𝑛})) =

(−∞, 𝑎𝑛]⊕(𝑎𝑛,+∞), где каждая из компонент топологической суммы наделена

евклидовой топологией. Тогда (R, 𝜏({𝑎𝑛})) — польское пространство, т.к. явля

ется топологической суммой двух польских пространств. Нетрудно видеть, что

полная метрика 𝜌𝑛 : R→
[︂
0,

1

2𝑛

]︂
, заданная правилом

𝜌𝑛(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2𝑛 , если 𝑥 ≤ 𝑎𝑛 < 𝑦;

min

(︂
1

2𝑛
, |𝑥− 𝑦|

)︂
, иначе;

для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R определяет топологию 𝜏({𝑎𝑛}) для каждого 𝑛 ∈ N. Опреде

лим метрику 𝜌 : R→ [0,+∞) так, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ R 𝜌(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜌𝑛(𝑥, 𝑦).

Нетрудно видеть, что для каждого 𝑛 ∈ N имеем 𝜏({𝑎𝑛}) ⊂ 𝜏(𝐴), где 𝜏(𝐴)

есть топологи пространства 𝐻(𝐴). Покажем, что метрика 𝜌 определяет то

пологию 𝜏(𝐴). Для этого покажем, что последовательность {𝑥𝑘}𝑘∈N сходится

по метрике 𝜌 к точке 𝑥0 тогда и только тогда, когда эта последовательность

{𝑥𝑘}𝑘∈N сходится в топологии 𝜏(𝐴) к точке 𝑥0. Пусть 𝑥𝑘
𝜌−→ 𝑥0. Для точки

𝑥0 ∈ 𝐻(𝐴) и ее окресности 𝑈(𝑥0) ∈ 𝜏(𝐴) найдется номер 𝑛 ∈ N такой, что

𝑈(𝑥0) ∈ 𝜏({𝑎𝑛}). Поскольку 𝑥𝑘
𝜌−→ 𝑥0 и 𝜌𝑛(𝑥𝑘, 𝑥0) ≤ 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥0), то 𝑥𝑘

𝜌𝑛−→ 𝑥0.
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Тогда существует номер 𝑛0 ∈ N такой, что для любого 𝑛 ≥ 𝑛0 𝑥𝑛 ∈ 𝑈(𝑥0). Та

ким образом, последовательность {𝑥𝑘}𝑘∈N сходится в топологии 𝜏(𝐴). Пусть

𝑥𝑘
𝜏(𝐴)−−→ 𝑥0. Тогда для каждого 𝑛 ∈ N 𝑥𝑘

𝜏({𝑎𝑛})−−−−→ 𝑥0 и следовательно, для

каждого 𝑛 ∈ N 𝑥𝑘
𝜌𝑛−→ 𝑥0. Для любого 𝜀 > 0 найдется номер 𝑚 ∈ N такой,

что
∞∑︁

𝑛=𝑚+1

1

2𝑛
<

𝜀

2
. Тогда для каждого 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 найдется номер 𝑛𝑖 такой,

что 𝜌𝑖(𝑥𝑘, 𝑥0) <
𝜀

2𝑚
при 𝑘 ≥ 𝑛𝑖. Положим 𝑛0 = max

1≤𝑖≤𝑚
𝑛𝑖. Следовательно, при

𝑘 ≥ 𝑛0 𝜌(𝑥𝑘, 𝑥0) =
𝑚∑︁
𝑛=1

𝜌𝑛(𝑥𝑘, 𝑥0) +
∞∑︁

𝑛=𝑚+1

𝜌𝑛(𝑥𝑘, 𝑥0) <
𝜀

2𝑚
· 𝑚 +

𝜀

2
= 𝜀. Таким

образом, последовательность {𝑥𝑘}𝑘∈N сходится по метрике 𝜌.

Тот факт, что метрика 𝜌 полная в пространстве 𝐻(𝐴) доказывается ана

логично.

Используя следующий факт получим альтернативное доказательство, что

𝐻(𝐴) является польским пространством.

Факт 1.1. Для любого множества 𝐴 ⊂ R существует компактификация

𝐾(𝐴) пространства 𝐻(𝐴) такая, что 𝐾(𝐴) ∖ 𝐻(𝐴) гомеоморфно простран

ству R ∖ 𝐴 наделенному топологией, индуцированной правой прямой Зорген

фрея S→.

Пространство 𝐷 = 𝐶0 ∪ 𝐶1 ⊂ R2, где 𝐶0 = {(𝑥, 0) : 0 < 𝑥 ≤ 1} и 𝐶1 =

{(𝑥, 1) : 0 ≤ 𝑥 < 1} с топологией, порожденной базой, состоящей из множеств

вида {(𝑥, 𝑖) ∈ 𝑋 : 𝑥0−
1

𝑘
< 𝑥 < 𝑥0 и 𝑖 = 0, 1}∪ {(𝑥0, 0)}, где 0 < 𝑥0 ≤ 1 и 𝑘 ∈ N,

а также из множеств вида {(𝑥, 𝑖) ∈ 𝑋 : 𝑥0 < 𝑥 < 𝑥0+
1

𝑘
и 𝑖 = 0, 1}∪{(𝑥0, 1)}, где

0 ≤ 𝑥0 < 1 и 𝑘 ∈ N, называют двойная стрелка Александрова. Пространство

𝐾(𝐴) определяется аналогично двойной стрелке Александрова𝐷. Гомеоморфно

отобразим R на интервал (0, 1) и рассмотрим 𝐴 ⊂ (0, 1). Положим 𝐵 = (0, 1)∖𝐴

и 𝐾(𝐴) = ([0, 1]×{0})∪ (𝐵×{1}). Определим базу окрестностей точки (𝑥, 𝑖) ∈

𝐾(𝐴) следующим образом:

{(((𝑥, 𝑦))× {0}) ∪ (([𝑥, 𝑦) ∩𝐵)× {1}), 𝑦 > 𝑥}, если 𝑥 ∈ 𝐵, 𝑖 = 1;
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{(((𝑦, 𝑥])× {0}) ∪ (((𝑦, 𝑥) ∩𝐵)× {1}), 𝑦 < 𝑥}, если 𝑥 ∈ 𝐵, 𝑖 = 0;

{(𝑉 ×{0})∪ ((𝑉 ∩𝐵)×{1}), 𝑉 − евклидова окрестность точки 𝑥 в [0, 1]}, если

𝑥 ∈ 𝐴 ∪ {0, 1}.

Заметим, что 𝐻(𝐴) гомеоморфно подпространству (0, 1) × {0} пространства

𝐾(𝐴) и подпространство 𝐵 × {1} пространства 𝐾(𝐴) гомеоморфно простран

ству 𝐵 c топологией правой прямой Зоргенфрея S→.

Нетрудно видеть, что подпространство (0, 1)×{0} ⊂ 𝐾(𝐴) открыто в𝐾(𝐴)

тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

1. Для любого 𝑥 ∈ 𝐴 существует 𝜀 > 0 такой, что (𝑥− 𝜀, 𝑥 + 𝜀) ∩𝐵 = ∅, т.е.

𝐵 замкнуто в R.

2. Для каждого 𝑥 ∈ 𝐵 существует точка 𝑦 < 𝑥 такая, что (𝑦, 𝑥)∩𝐵 = ∅, т.е.

𝐵 дискретное подмножество в S.

Также нетрудно проверить, что для каждого 𝑥 ∈ 𝐻(𝐴) простанство 𝐻(𝐴)

локально связное в точке 𝑥 тогда и только тогда, когда𝐻(𝐴) локально компакт

ное в точке 𝑥 и тогда и только тогда, когда существует окрестность 𝑉 точки

𝑥 ∈ 𝐻(𝐴) такая, что 𝑉 ∩ (R ∖ 𝐴) ⊂ {𝑥}.

Лемма 1.2. Пусть 𝐴 ⊂ R. Пространство 𝐾(𝐴) — компакт.

Доказательство. Поскольку топология двойной стрелки Александрова 𝐷

тоньше, чем топология на 𝐾(𝐴), то тождественное отображение 𝑖𝑑 : 𝐾(𝐴) ⊂

𝐷 → 𝐾(𝐴) является непрерывным. В силу того, что пространство 𝐾(𝐴) яв

ляется регулярным и пространство 𝐷 является линделефовым, 𝐾(𝐴) является

линделефовым пространством [23, 3.8.6]. Для того, чтобы доказать, что 𝐾(𝐴)

является компактом, достаточно показать, что 𝐾(𝐴) счетно компактно. Пусть

((𝑥𝑛, 𝜀𝑛))𝑛∈N ⊂ 𝐾(𝐴). Мы можем предположить, что (𝑥𝑛)𝑛∈N сходится в 𝜏𝐸 к

некоторой точке 𝑥 ∈ [0, 1]. Если 𝑥 ∈ 𝐴∪{0, 1}, то ((𝑥𝑛, 𝜀𝑛))𝑛∈N сходится в 𝐾(𝐴)

к точке (𝑥, 0). Если 𝑥 ∈ 𝐵 и ((𝑥𝑛, 𝜀𝑛))𝑛∈N не сходится точке (𝑥, 0) в 𝐾(𝐴), то
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𝑥𝑛 > 𝑥 для бесконечного числа числа 𝑛 ∈ N, следовательно, некоторая под

последовательность последовательности ((𝑥𝑛, 𝜀𝑛))𝑛∈N сходится в 𝐾(𝐴) к точке

(𝑥, 1).

Заметим, что подпространство 𝐻(𝐴) ⊂ 𝐾(𝐴) является всюду плотным в

𝐾(𝐴).

Предложение 1.15. Пространство 𝐻(𝐴) является полным по Чеху тогда и

только тогда, когда множество R ∖ 𝐴 счетно.

Доказательство. Гомеоморфно отобразим R на интервал (0, 1) и рассмот

рим компактификацию 𝐾(𝐴) пространства 𝐻(𝐴). Предположим, что множе

ство (0, 1) ∖ 𝐴 счетно. Поскольку 𝐵 × {1} = [0, 1] ∖ 𝐴 счетно в 𝐾(𝐴), то 𝐻(𝐴)

является множеством типа 𝐺𝛿 в 𝐾(𝐴). В силу леммы 1.2 и теоремы [23, 3.9.1]

пространство 𝐻(𝐴) является полным по Чеху.

Обратно, пусть 𝐻(𝐴) – полно по Чеху. Следовательно, подпространство

𝐺𝛿 в 𝐾(𝐴), т.е. 𝐵×{1} – 𝐹𝜎 в 𝐾(𝐴). Так как 𝐵×{1} – подмножество в S→, то

оно является тотально несовершенным. Получаем, что 𝐵 × {1} счетно.

Доказательство следующего утверждения проводится аналогично доказа

тельству леммы 1.2.

Предложение 1.16. Для любого 𝐴 ⊂ R пространство 𝑆𝐴 не полно по Чеху.

Доказательство. Предположим, что 𝑆𝐴 полно по Чеху. Так как двойная стр

лека Александрова 𝐷 является компактификацией пространства 𝑆𝐴, то 𝐷 ∖

𝑆𝐴 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛, где множества 𝐹𝑛 замкнуты в 𝐷. В силу того, что пространство

𝐷 компактно, множества 𝐹𝑛 компактны для любого 𝑛 ∈ N. Так как нарост

𝐷 ∖ 𝑆𝐴 = 𝑆R∖𝐴 ∪ {(0, 1); (1, 0)} и 𝑆R∖𝐴 вполне несовершенное постранство (пре

ложение 1.2), то множества 𝐹𝑛 счетные для любого 𝑛 ∈ N. Следовательно,

множество 𝐷 ∖ 𝑆𝐴 счетно, что невозможно.
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Предложение 1.17. Для любого 𝐴 ⊂ R пространство 𝑆𝐴 не имеет компак

тификаций со счетным наростом.

Доказательство. Предположим, что существует компактификация 𝑐𝑆𝐴 мо

дификации прямой Зоргенфрея такая, что множество 𝑐𝑆𝐴 ∖ 𝑆𝐴 счетно. Тогда

нарост 𝑐𝑆𝐴 ∖ 𝑆𝐴 имеет тип 𝐹𝜎 и следовательно, 𝑆𝐴 — полно по Чеху, что проти

воречит предложению 1.16.

Предложение 1.18. Пространство 𝐻(𝐴) — локально компактно тогда и

только тогда, когда множество R ∖ 𝐴 замкнуто в R и дискретно в S.

Доказательство. Гомеоморфно отобразим R на интервал (0, 1). Рассмотрим

𝐻(𝐴) в 𝐾(𝐴). Так как 𝐾(𝐴) – локально компактное пространство (лемма 1.2),

то 𝐻(𝐴) локально компактно тогда и только тогда, когда 𝐻(𝐴) = 𝐹 ∩𝑈 , где 𝐹

замкнутое, а 𝑈 открытое множество в 𝐾(𝐴) [23, 3.3.10]. Заметим, что 𝐻(𝐴) =

𝐾(𝐴) = 𝐹 . Так как 𝐻(𝐴) = 𝐻(𝐴) ∩𝐾(𝐴), то для завершения доказательства

заметим, что𝐻(𝐴) открыто в𝐾(𝐴) тогда и только тогда, когда множество R∖𝐴

открыто в R и дискретно в S (в силу комментария после определения 𝐾(𝐴)).

Заметим, что для любого 𝐴 ⊂ R, пространство 𝑆𝐴 не являетя локально

компактным, т.к. 𝑆𝐴 – тотально несовершенное пространство (предложение 1.2).

Закончим этот параграф следующими примерами, которые относятся к

вопросу: для какиих множеств 𝐴,𝐵 ⊂ R пространства 𝐻(𝐴) и 𝐻(𝐵) гомео

морфны.

Пример 1.1. Пусть

𝐴 = R ∖
(︂
{−1

𝑛
: 𝑛 ∈ N} ∪ {1

𝑛
: 𝑛 ∈ N}

)︂
и

𝐵 = R ∖
(︂
{0} ∪ {−1

𝑛
: 𝑛 ∈ N}

)︂
.
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Множество R∖𝐵 компактно (а следовательно, замкнуто), а R∖𝐴 не замкну

то в R, но пространства 𝐻(𝐴) и 𝐻(𝐵) гомеоморфны.

Доказательство. Рассмотрим линейные функции 𝑔𝑛 и ℎ𝑛 такие, что

𝑔𝑛

(︂
−1

𝑛
,− 1

𝑛 + 1

]︂
=

(︂
− 1

2𝑛− 1
,− 1

2𝑛

]︂
,

ℎ𝑛

(︂
1

𝑛 + 1
,

1

𝑛

]︂
=

(︂
− 1

2𝑛
,− 1

2𝑛 + 1

]︂
,

и определим отображение 𝑓 : 𝐻(𝐴)→ 𝐻(𝐵) по формуле

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥, если 𝑥 ∈ (−∞,−1];

𝑔𝑛(𝑥), если 𝑥 ∈
(︂
−1

𝑛
,− 1

𝑛 + 1

]︂
, 𝑛 ∈ N;

0, если 𝑥 = 0;

ℎ𝑛(𝑥), если 𝑥 ∈
(︂

1

𝑛 + 1
,

1

𝑛

]︂
, 𝑛 ∈ N;

𝑥− 1, если 𝑥 ∈ (1,+∞).

Нетрудно видеть, что 𝑓 – гомеоморфизм 𝐻(𝐴)→ 𝐻(𝐵).

Пример 1.2. Пространства 𝐻(R ∖Z) и 𝐻(R ∖N−) не гомеоморфны, где N− =

{−𝑛 : 𝑛 ∈ N}.

Доказательство. Предположим, что существует гомеоморфизм ℎ : 𝐻(R ∖

N−) → 𝐻(R ∖ Z). Тогда для связной компоненты (−1,+∞) найдется 𝑛 ∈ Z

такой, что ℎ((−1,+∞)) = (𝑛, 𝑛 + 1], что невозможно, т.к. ((−1,+∞), 𝜏(𝐴)) =

((−1,+∞), 𝜏𝐸) и ((𝑛, 𝑛 + 1], 𝜏(𝐵)) = ((𝑛, 𝑛 + 1], 𝜏𝐸).

Заметим, что для различных 𝑚,𝑛 ∈ N пространства 𝐻(R ∖ {1, · · · , 𝑛})

и 𝐻(R ∖ {1, · · · ,𝑚}) не гомеоморфны. Следовательно существует ℵ0 не гомео

морфных локально компактных пространств 𝐻(𝐴) и 𝐻(𝐵), где 𝐴,𝐵 ⊂ R.
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2. О гомеоморфности прямой Зоргенфрея и ее модификацций

В параграфе 2.1 данной главы рассмаривается вопрос о гомеоморфности

прямой Зоргенфрея и ее модификаций, а в параграфе 2.3 о гомеоморфности

прямой Зоргенфрея и пространств Хаттори. В параграфе 2.2 рассматривает

ся вопрос о гомеоморфности модификаций прямой Зоргенфрея 𝑆𝐴 и 𝑆𝐵 для

различных подмножеств прямой 𝐴 и 𝐵. Получено необходимое и достаточное

условия, при котором пространство 𝑆𝐴 гомеоморфно пространству 𝑆Q, где Q –

множество рациональных чисел.

Результаты этой главы опубликованы в работах [6]–[8],[26].

2.1. Гомеоморфность пространств 𝑆𝑃 и S

В этом параграфе мы доказываем теорему о необходимом и достаточном

условиях, при которых пространство 𝑆𝑃 гомеоморфно пространству S. Основ

ным результатом этого параграфа является следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть 𝑃 – некоторое подмножество вещественной прямой.

Следующие условия эквивалентны:

(1) пространства 𝑆𝑃 и S гомеоморфны;

(2) не существует подмножества ∅ ≠ 𝑉 ⊂ 𝑃 , замкнутого в 𝑃 и такого, что

𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 ;

(3) множество 𝑃 является множеством типа 𝐹𝜎 и 𝐺𝛿 в R.

Существование множества 𝑉 ⊂ 𝑃 , о котором говорится в теореме, зависит

от поведения вычетов множества 𝐴 = 𝑃 ∖int𝑃 . Определение вычетов порядка 𝛼

можно найти в [4, стр. 107]. Заметим, что множества 𝑃 ⊂ R, удовлетворяющие

условию (2), это в точности множества, которые K. Куратовским названы раз

ложимыми [4, стр.102]. С учетом этого факта, доказательство эквивалентности

условий (2) и (3) можно найти в [4, стр.428]. Здесь мы получим эквивалентность

этих условий, опираясь на доказательство эквивалентности условий (1) и (2).
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2.1.1. Доказательство теоремы: (1)⇒ (2)

Пусть 𝛼 – произвольный ординал и 𝐴 – подмножество вещественной пря

мой R. Для произвольного ординала 𝛼 определим множества 𝐴𝛼, 𝐵𝛼 и 𝐶𝛼 сле

дующим образом:

𝐴0 = 𝐴,𝐴1 = 𝐴 ∖ 𝐴 ∩ 𝐴,𝐵1 = 𝐴 ∖ 𝐴1, 𝐶1 = 𝐴 ∖ 𝐴,

𝐴𝛼 = 𝐴𝛼−1 ∖ 𝐴𝛼−1 ∩ 𝐴𝛼−1, 𝐵𝛼 = 𝐴𝛼−1 ∖ 𝐴𝛼, 𝐶𝛼 = 𝐴𝛼−1 ∖ 𝐴𝛼−1,

если 𝛼 – непредельный ординал, и

𝐴𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐴𝛽, 𝐵𝛼 =
⋃︁
𝛽<𝛼

𝐵𝛽, 𝐶𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐶𝛽,

если 𝛼 – предельный ординал. Множества 𝐴𝛼 называются вычетами множества

𝐴 порядка 𝛼. Очевидно, что множество 𝐴𝛼 замкнуто в пространстве 𝐴𝛼−1 и

𝐴𝛼 ⊂ 𝐶𝛼 для любого ординала 𝛼.

В дальнейшем нам потребуются следующие свойства этих множеств:

1. Для любого ординала 𝛼 верно, что (𝐴𝛼)1 = 𝐴𝛼+1.

2. Для любого ординала 𝛼 верно, что 𝐵𝛼 ∩ 𝐶𝛼 = ∅.

Действительно, если 𝛼 – непредельный ординал и 𝑥 ∈ 𝐵𝛼 = 𝐴𝛼−1 ∖ 𝐴𝛼, то

𝑥 /∈ 𝐴𝛼 = 𝐶𝛼 ∩ 𝐴𝛼−1. Следовательно, 𝑥 /∈ 𝐶𝛼.

Пусть теперь 𝛼 – предельный ординал и 𝐵𝛽 ∩ 𝐶𝛽 = ∅ для всех 𝛽 < 𝛼.

Если 𝑥 ∈ 𝐵𝛼 =
⨆︁
𝛽<𝛼

𝐵𝛽, то 𝑥 ∈ 𝐵𝛽 для некоторого 𝛽 < 𝛼. Следовательно, по

предположению, 𝑥 /∈ 𝐶𝛽, а, значит, 𝑥 /∈ 𝐶𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐶𝛽.

3. Если 𝛽 < 𝛼, то 𝐴𝛼 ⊂ 𝐴𝛽 и 𝐶𝛼 ⊂ 𝐶𝛽.

Первое включение очевидно из определения множеств 𝐴𝛼. Для доказатель

ства второго включения достаточно заметить, что 𝐶𝛼+1 = 𝐴𝛼 ∖ 𝐴𝛼 ⊂ 𝐴𝛼 ⊂ 𝐶𝛼.

4. Если 𝛼 – непредельный ординал и 𝛽 < 𝛼, то 𝐵𝛼 ∩ 𝐵𝛽 = ∅; если 𝛼 –

предельный ординал и 𝛽 < 𝛼, то 𝐵𝛼 ⊃ 𝐵𝛽.

Первое следует из 𝐴𝛽 ∩𝐵𝛽 = ∅ и 𝐵𝛼 ⊂ 𝐴𝛼−1 ⊂ 𝐴𝛽; второе очевидно.

5. Если 𝛼 – предельный ординал, то
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𝐴𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐴𝛽+1, 𝐶𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐶𝛽+1, 𝐵𝛼 =
⨆︁
𝛽<𝛼

𝐵𝛽+1 = 𝐴 ∖ 𝐴𝛼.

Доказательство вытекает из свойст 3,4 и определения множеств 𝐴𝛼, 𝐵𝛼 и

𝐶𝛼.

6. Если интервал (𝑎, 𝑏) ⊂ R и концы интервала не принадлежат множе

ству 𝐴, то

(𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏))𝛼 = 𝐴𝛼 ∩ (𝑎, 𝑏)

для любого ординала 𝛼.

Для доказательства заметим, что 𝑀 ∩ (𝑎, 𝑏) = 𝑀 ∩ (𝑎, 𝑏), если 𝑀 ⊂ R и

𝑀 не содержит концов интервала (𝑎, 𝑏). Отсюда, для 𝛼 = 1 имеем

(𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏))1 = 𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏) ∖ (𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏)) ∩ (𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏)) =

= (𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏)) ∖ (𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏)) ∩ (𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏)) =

= (𝐴 ∖ 𝐴) ∩ (𝑎, 𝑏) ∩ (𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏)) = 𝐴 ∖ 𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏) ∩ 𝐴 = 𝐴1 ∩ (𝑎, 𝑏)

Предположим теперь, что утверждение выполнено для всех 𝛽 < 𝛼 и 𝛼 – непре

дельный ординал. Тогда

(𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏))𝛼 = ((𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏))𝛼−1)1 = (𝐴𝛼−1 ∩ (𝑎, 𝑏))1 = 𝐴𝛼 ∩ (𝑎, 𝑏).

Последнее равенствно верно, т.к. концы интервала (𝑎, 𝑏) не принадлежат мно

жеству 𝐴𝛼−1.

Если 𝛼 – предельный ординал, то

(𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏))𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

(𝐴 ∩ (𝑎, 𝑏))𝛽 =
⋂︁
𝛽<𝛼

(𝐴𝛽 ∩ (𝑎, 𝑏)) = 𝐴𝛼 ∩ (𝑎, 𝑏).

7. Для любого ординала 𝛼 верно равенство 𝐴 ∖ 𝐴𝛼 = 𝐴 ∖ 𝐶𝛼 и, следова

тельно, для любого ординала 𝛽 < 𝛼 верно, что 𝐴𝛽 ∖ 𝐴𝛼 = 𝐴𝛽 ∖ 𝐶𝛼.

Пусть 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐴𝛼. Тогда найдется наименьший ординал 𝛽0 ≤ 𝛼 такой,

что 𝑥 /∈ 𝐴𝛽0
. Из определения множества 𝐴𝛽0

следует, что 𝛽0 – непредельный

ординал и 𝑥 ∈ 𝐴𝛽0−1. Учитывая, что 𝐴𝛽0
= 𝐶𝛽0

∩ 𝐴𝛽0−1 получаем, что 𝑥 /∈ 𝐶𝛽0
,

т.е. 𝐴 ∖ 𝐴𝛼 ⊂ 𝐴 ∖ 𝐶𝛼. Обратное включение очевидно.
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8. Для любого ординала 𝛼 множество 𝐵𝛼+1 замкнуто в R ∖ 𝐶𝛼+1.

Пусть 𝑥 ∈ 𝐵𝛼+1∩(R∖𝐶𝛼+1). Отсюда следует, что 𝑥 /∈ 𝐴𝛼+1 и 𝑥 ∈ 𝐵𝛼+1 ⊂ 𝐴𝛼.

Если предположим, что 𝑥 /∈ 𝐵𝛼+1, то получаем, что

𝑥 ∈ 𝐴𝛼 ∖ (𝐴𝛼+1 ⊔𝐵𝛼+1) = 𝐴𝛼 ∖ 𝐴𝛼 ⊂ 𝐶𝛼+1,

что невозможно, т.к. 𝑥 ∈ R ∖ 𝐶𝛼+1.

Следующее предложение будет использоваться для доказательства непре

рывности строящихся гомеоморфизмов.

Предложение 2.1. Пусть {𝐺𝑛}∞𝑛=1 = {(𝑎𝑛, 𝑏𝑛)}∞𝑛=1 – последовательность непе

ресекающихся интервалов, 𝐺 =
∞⨆︁
𝑛=1

𝐺𝑛, 𝑀 ⊂ R, 𝐺 ∩𝑀 = ∅, 𝐹 ⊂ 𝐺 и отобра

жение 𝜙 : 𝑆𝑀∪𝐹 → 𝑆𝑀 удовлетворяет следующим условиям:

(a) 𝜙(𝐺𝑛) = 𝐺𝑛 для всех 𝑛 ∈ N;

(b) для любого 𝑛 ∈ N 𝜙|𝐺𝑛
– гомеоморфизм;

(c) 𝜙(𝑡) = 𝑡 при 𝑡 ∈ 𝑆𝑀∪𝐹 ∖𝐺;

(d) если 𝑥0 /∈ 𝐺, 𝑛 ∈ N и последовательность {𝑥𝑛𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝐺𝑛 такова, что

lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝑥0 в пространстве 𝑆𝑀∪𝐹 , то lim
𝑘→∞

𝜙(𝑥𝑛𝑘) = 𝑥0 в пространстве 𝑆𝑀 ;

(e) если 𝑦0 /∈ 𝐺, 𝑛 ∈ N и последовательность {𝑦𝑛𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝐺𝑛 такова, что

lim
𝑘→∞

(𝑦𝑛𝑘 ) = 𝑦0 в пространстве 𝑆𝑀 , то lim
𝑘→∞

𝜙−1(𝑦𝑛𝑘 ) = 𝑦0 в пространстве 𝑆𝑀∪𝐹 .

Тогда отображение 𝜙 : 𝑆𝑀∪𝐹 → 𝑆𝑀 является гомеоморфизмом.

Доказательство. Поскольку все интервалы (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) открыты в (R, 𝜏𝐸) и, сле

довательно, открыты в 𝑆𝑀∪𝐹 , то в силу условия (b) непрерывность отображения

𝜙 : 𝑆𝑀∪𝐹 → 𝑆𝑀 достаточно доказать в точках 𝑥 /∈ 𝐺 =
∞⨆︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛).

Пусть 𝑥0 /∈ 𝐺. Возможны следующие случаи.

Cлучай 1. 𝑥0 ∈𝑀 и 𝑥0 = 𝑎𝑛 для некоторого 𝑛 ∈ N.

Если последовательность 𝑥𝑘 сходится к 𝑥0 при 𝑘 → ∞ в пространстве

𝑆𝑀∪𝐹 , то для достаточно больших 𝑘 имеем 𝑥𝑘 ∈ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) = 𝐺𝑛, так как окрест

ность точки 𝑥0 имеет вид [𝑥0, 𝑥0 + 𝜀). По условию (c) и (d) 𝜙(𝑥𝑘)→ 𝑥0 = 𝜙(𝑥0)

в пространстве 𝑆𝑀 и, значит, отображение 𝜙 непрерывно в точке 𝑥0.
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Случай 2. 𝑥0 ∈𝑀 и 𝑥0 /∈ {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ N}.

Рассмотрим последовательность {𝑥𝑘}∞𝑘=1, для которой lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 в про

странстве 𝑆𝑀∪𝐹 . Не теряя общности, можно считать, что 𝑥0 < 𝑥𝑘 и либо 𝑥𝑘 /∈ 𝐺

для любого 𝑘 ∈ N, либо 𝑥𝑘 ∈ 𝐺 для любого 𝑘 ∈ N. В первом случае по свой

ству (c) lim
𝑘→∞

𝜙(𝑥𝑘) = lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 в пространстве 𝑆𝑀 . Во втором случае для

каждого 𝑘 ∈ N выполняется условие 𝑥𝑘 ∈ (𝑎𝑛𝑘
, 𝑏𝑛𝑘

) и 𝑥0 < 𝑎𝑛𝑘
< 𝑥𝑘 и, значит,

lim
𝑘→∞

𝑎𝑛𝑘
= 𝑥0. Поскольку различные интервалы (𝑎𝑛𝑘

, 𝑏𝑛𝑘
) попарно непересекаю

щиеся, то и lim
𝑘→∞

𝑏𝑛𝑘
= 𝑥0. По свойству (a) имеем 𝜙(𝑥𝑘) ∈ (𝑎𝑛𝑘

, 𝑏𝑛𝑘
) и, значит,

lim
𝑘→∞

𝜙(𝑥𝑘) = lim
𝑘→∞

𝑎𝑛𝑘
= lim

𝑘→∞
𝑏𝑛𝑘

= 𝑥0 = 𝜙(𝑥0). Непрерывность отображения 𝜙 в

точке 𝑥0 доказана.

Случай 3. 𝑥0 /∈𝑀 и 𝑥0 = 𝑏𝑛 для некоторого 𝑛 ∈ N.

Как и в случае 1, непрерывность отображения 𝜙 в точке 𝑥0 следует из

условий (c) и (d).

Случай 4. Пусть 𝑥0 /∈𝑀 и 𝑥0 /∈ {𝑏𝑛 : 𝑛 ∈ N}.

Непреывность отображения 𝜙 в точке 𝑥0 доказывается так же, как в случае

2. Если в данном доказательстве заменить отображение 𝜙 на 𝜙−1 и использовать

условие (е) вместо условия (d), то получим непрерывность отображения 𝜙−1.

Далее, в предложениях 2.2-2.4 используя предложение 2.1 мы построим

гомеоморфизм 𝜙 : 𝑆𝑀∪𝐹 → 𝑆𝑀 для некоторых конкретных множеств 𝐹 ⊂ 𝐺.

Предложение 2.2. Пусть 𝑀 ⊂ R, интервал (𝑎, 𝑏) ⊂ R и 𝑀 ∩ (𝑎, 𝑏) = ∅.

Тогда существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑆𝑀∪(𝑎,𝑏) → 𝑆𝑀 такой, что 𝜙(𝑥) = 𝑥 при

𝑥 /∈ (𝑎, 𝑏).

Доказательство. Рассмотрим последовательность {𝑑𝑛}∞𝑛=−∞ ⊂ (𝑎, 𝑏) такую,

что inf
𝑛
𝑑𝑛 = 𝑎, sup

𝑛
𝑑𝑛 = 𝑏 и 𝑑𝑛 < 𝑑𝑛+1 для каждого 𝑛 ∈ Z. Заметим, что
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∞⨆︁
𝑛=−∞

[𝑑𝑛, 𝑑𝑛+1) = (𝑎, 𝑏). Определим отображение 𝜙 : 𝑆𝑀∪(𝑎,𝑏) → 𝑆𝑀 по формуле

𝜙(𝑥) =

⎧⎨⎩ −𝑥 + 𝑑𝑛 + 𝑑𝑛+1, если 𝑥 ∈ [𝑑𝑛, 𝑑𝑛+1);

𝑥, если 𝑥 /∈ (𝑎, 𝑏).

Очевидно, что 𝜙([𝑑𝑛, 𝑑𝑛+1)) = (𝑑𝑛, 𝑑𝑛+1], и 𝜙(𝑥) = 𝑥, если 𝑥 /∈ (𝑎, 𝑏). Докажем

непрывность отображения 𝜙. Поскольку полуинтервалы [𝑑𝑛, 𝑑𝑛+1) и (𝑑𝑛, 𝑑𝑛+1]

являются открыто-замкнутыми множествами в 𝑆𝑀∩(𝑎,𝑏) и 𝑆𝑀 соответсвенно, и

на каждом полуинтервале [𝑑𝑛, 𝑑𝑛+1) отображение 𝜙 является гомеоморфизмом,

то непрерывность отображения 𝜙 и 𝜙−1 остается проверить в точках 𝑥 /∈ (𝑎, 𝑏).

Пусть 𝑥0 /∈ (𝑎, 𝑏) и последовательность {𝑥𝑘}∞𝑘=1 такова, что lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 в про

странстве 𝑆𝑀∩(𝑎,𝑏). Не нарушая общности, можно считать, что либо 𝑥𝑘 /∈ (𝑎, 𝑏)

при всех 𝑘 ∈ N, либо 𝑥𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏) при всех 𝑘 ∈ N. В первом случае, lim
𝑘→∞

𝜙(𝑥𝑘) =

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑥0 = 𝜙(𝑥0), то есть отображение 𝜙 непрерывно в точке 𝑥0. Пусть

теперь 𝑥𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏) для всех 𝑘 ∈ N. В этом случае либо 𝑥0 = 𝑎 и 𝑎 ∈ 𝑀 ,

либо 𝑥0 = 𝑏 и 𝑏 /∈ 𝑀 . Так как для каждого 𝑘 ∈ N имеем 𝑥𝑘 ∈ [𝑑𝑛𝑘
, 𝑑𝑛𝑘+1

)

и lim
𝑘→∞

(𝑑𝑛+1 − 𝑑𝑛𝑘
) = 0, то lim

𝑘→∞
𝑥𝑘 = lim

𝑘→∞
𝑑𝑛𝑘

= lim
𝑘→∞

𝑑𝑛𝑘+1
= 𝑥0. Поскольку

𝜙(𝑥𝑘) ∈ (𝑑𝑛𝑘
, 𝑑𝑛𝑘+1

], то lim
𝑘→∞

𝜙(𝑥𝑘) = 𝑥0 = 𝜙(𝑥0), то есть отображение 𝜙 непре

рывно в точке 𝑥0. Непрерывность отображения 𝜙−1 доказывается аналогично.

Предложение 2.3. Для произвольного подмножества 𝑃 ⊂ R существует

гомеоморфизм 𝜙 : 𝑆𝑃 → 𝑆𝑃∖int𝑃 такой, что 𝜙(𝑥) = 𝑥 при 𝑥 /∈ int𝑃 .

Доказательство. Представим открытое в R множество int𝑃 в виде объеди

нения
∞⨆︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛). По предложению 2.2 для каждого 𝑛 ∈ N существует гомео

морфизм 𝜙𝑛 : 𝑆(𝑎𝑛,𝑏𝑛) → S такой, что 𝜙𝑛(𝑥) = 𝑥, если 𝑥 /∈ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛). Определим

отображение 𝜙 : 𝑆𝑃 → 𝑆𝑃 ∖ int𝑃 по формуле

𝜙(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝜙𝑛(𝑡), если 𝑡 ∈ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛),

𝑡, если 𝑡 /∈ int𝑃.
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Нетрудно видеть, что отображение 𝜙 удовлетворяет всем условиям предложе

ния 2.1 и, значит, является гомеоморфизмом.

Предложение 2.4. Пусть 𝐹 – замкнутое подмножество интервала (𝑎, 𝑏) ⊂

R. Тогда существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑆𝐹 → S такой, что 𝜙(𝑥) = 𝑥 при

𝑥 /∈ (𝑎, 𝑏).

Доказательство. Поскольку множество 𝐹 замкнуто в интервале (𝑎, 𝑏), то

(𝑎, 𝑏) ∖ 𝐹 =
∞⨆︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛). Для каждого 𝑛 ∈ N в силу предложения 2.2 существует

гомеоморфизм 𝜙𝑛 : 𝑆𝐹 → 𝑆𝐹∪(𝑎𝑛,𝑏𝑛), такой, что 𝜙𝑛(𝑥) = 𝑥 при 𝑥 /∈ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛).

Отображение 𝜙0 : 𝑆𝐹 → 𝑆(𝑎,𝑏), заданное формулой

𝜙0(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙𝑛(𝑡), если 𝑡 ∈ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛);

𝑡, если 𝑡 /∈
∞⨆︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛)

удовлетворяет всем условиям предложения 2.1 и, следовательно, является го

меоморфизмом. По предложению 2.2 существует гомеоморфизм 𝜙1 : 𝑆(𝑎,𝑏) → S

такой, что 𝜙(𝑥) = 𝑥, если 𝑥 /∈ (𝑎, 𝑏). Тогда 𝜙 = 𝜙1 ∘ 𝜙0 является требуемым

гомеоморфизмом 𝑆𝐹 на S.

Предложение 2.5. Пусть множество 𝐴 ⊂ R таково, что int𝐴 = ∅ и не

существует подмножества ∅ ̸= 𝑉 ⊂ 𝐴, замкнутого в 𝐴 и такого, что 𝑉 =

𝑉 ∖ 𝑉 . Тогда int𝐴 = ∅, то есть множество 𝐴 является нигде не плотным в

R.

Доказательство. Предположим противное, т.е. найдется отрезок [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐴.

Положим 𝑉 = [𝑎, 𝑏] ∩ 𝐴 и покажем, что 𝑉 = [𝑎, 𝑏]. Действительно, если 𝑥 ∈

(𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐴, то найдется последовательность {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ (𝑎, 𝑏) ∩ 𝐴, сходящаяся

к точке 𝑥. Тогда 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ∩ 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] ∩ 𝐴 = 𝑉 и, следовательно, [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑉 .

Обратное включение очевидно и, значит, 𝑉 = [𝑎, 𝑏].
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Покажем теперь, что 𝑉 ∖ 𝑉 = [𝑎, 𝑏]. Поскольку int𝐴 = ∅, то для лю

бой точки 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐴 найдется последовательность {𝑥𝑛} ⊂ (𝑎, 𝑏) ∖ 𝐴,

сходящаяся к точке 𝑥. Учитывая, что [𝑎, 𝑏] ∖ 𝐴 = [𝑎, 𝑏] ∖ 𝑉 и 𝑉 = [𝑎, 𝑏] по

лучаем 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) ∖ 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] ∖ 𝐴 = [𝑎, 𝑏] ∖ 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 . Отсюда следует, что

[𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑉 ∖ 𝑉 . С другой стороны, 𝑉 ∖ 𝑉 ⊂ 𝑉 = [𝑎, 𝑏] и, значит 𝑉 ∖ 𝑉 = [𝑎, 𝑏].

Таким образом, нашлось замкнутое в 𝐴 множество 𝑉 , для которого 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 ,

что противоречит условию теоремы.

Теорема 2.2. Пусть 𝐴 – нигде не плотное подмножество прямой R и 𝐴 ⊂

𝐼 = (𝑎, 𝑏). Если для некоторого счетного ординала 𝛼 множество 𝐴𝛼 = ∅, то

существует гомеоморфизм 𝜙𝐴 : 𝑆𝐴 → S такой, что 𝜙𝐴(𝑡) = 𝑡 при 𝑡 /∈ 𝐼.

Доказательство. Доказательство проведем, используя метод трансфинитной

индукции по ординалу 𝛼.

Пусть 𝛼 = 1, т.е. 𝐴1 = ∅. Тогда 𝐴 = 𝐴1 ⊔ 𝐵1 = 𝐵1. Представим от

крытое множество 𝐼 ∖ 𝐶1 в виде объединения непересекающихся интервалов

𝐼𝑛 = (𝑎𝑛, 𝑏𝑛). По свойству 8 множество 𝐵1 замкнуто в R ∖ 𝐶1 и, следовательно,

множество 𝐵1 ∩ 𝐼𝑛 замкнуто в 𝐼𝑛 для любого 𝑛 ∈ N. По предложению 2.4 суще

ствует гомеоморфизм 𝜙𝑛 : 𝑆𝐴∩𝐼𝑛 → S такой, что 𝜙𝑛(𝑡) = 𝑡 при 𝑡 /∈ 𝐼𝑛. Тогда по

предложению 2.1 отображение 𝜙𝐴,𝐼 , действующее по правилу

𝜙𝐴,𝐼(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙𝑛(𝑡), если 𝑡 ∈ 𝐼𝑛;

𝑡, если 𝑡 /∈
⨆︁
𝑛∈N

𝐼𝑛

является гомеоморфизмом 𝑆𝐴 на S.

Предположим, что утверждене теоремы справедливо для всех 𝛽 < 𝛼, т.е.

если 𝐴 ⊂ 𝐼 и 𝐴𝛽 = ∅, то существует гомеоморфизм 𝜙𝐴,𝐼 : 𝑆𝐴 → S, такой, что

𝜙𝐴,𝐼(𝑡) = 𝑡, когда 𝑡 /∈ 𝐼.

Докажем, что утверждение теоремы верно для ординала 𝛼. Возможны два

случая.
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Случай 1. 𝛼 = 𝛽+1, т.е. 𝛼 не является предельным ординалом. Тогда 𝐴𝛽 =

𝐴𝛼⊔𝐵𝛼 = 𝐵𝛼. Представим открытое множество 𝐼 ∖𝐶𝛽 в виде объединения непе

ресекающихся интервалов 𝐼𝑛 = (𝑎𝑛, 𝑏𝑛). Так как множество 𝐴 нигде не плотно,

найдется последовательность непересекающихся интервалов 𝐼𝑘𝑛 =
(︀
𝑎𝑘𝑛, 𝑏

𝑘
𝑛

)︀
⊂ 𝐼𝑛

такая, что 𝐴∩𝐼𝑛 ⊂
∞⨆︁

𝑘=−∞

(︀
𝑎𝑘𝑛, 𝑏

𝑘
𝑛

)︀
, inf

𝑘
𝑎𝑘𝑛 = 𝑎𝑛, sup

𝑘
𝑏𝑘𝑛 = 𝑏𝑛 и 𝑎𝑘𝑛 < 𝑏𝑘𝑛 < 𝑎𝑘+1

𝑛 < 𝑏𝑘+1
𝑛

при любом 𝑘 ∈ Z . Для каждого интервала 𝐼𝑘𝑛 точки 𝑎𝑘𝑛 и 𝑏𝑘𝑛 не принадежат 𝐴 и,

следовательно, по свойству 6 имеем
(︀
𝐴 ∩ 𝐼𝑘𝑛

)︀
𝛽

= 𝐴𝛽∩𝐼𝑘𝑛 ⊂ 𝐴𝛽∩𝐼𝑛 ⊂ 𝐶𝛽∩𝐼𝑛 = ∅.

По предположению индукции существует гомеоморфизм 𝜙𝐴,𝐼𝑘𝑛
: 𝑆𝐴∩𝐼𝑘𝑛 → S та

кой, что 𝜙𝐴,𝐼𝑘𝑛
(𝑡) = 𝑡 при 𝑡 /∈ 𝐼𝑘𝑛 . Определим отображение 𝜙𝐴∖𝐴𝛽

: 𝑆𝐴 → 𝑆𝐴𝛽

формулой

𝜙𝐴∖𝐴𝛽
(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙𝐴,𝐼𝑘𝑛

(𝑡), если 𝑡 ∈ 𝐼𝑘𝑛;

𝑡, если 𝑡 /∈
⨆︁

𝑛∈N,𝑘∈Z

𝐼𝑘𝑛.

По предложению 2.1 это отображение является гомеоморфизмом. Далее,

поскольку (𝐴𝛽)1 = 𝐴𝛽+1 = ∅, применяем утверждение теоремы для множе

ства 𝐴𝛽 при 𝛼 = 1. Получаем, что существует гомеоморфизм 𝜙𝐴𝛽
: 𝑆𝐴𝛽

→ S

такой, что 𝜙𝐴𝛽
(𝑡) = 𝑡, когда 𝑡 /∈ 𝐼. Таким образом, отображение 𝜙𝐴 = 𝜙𝐴𝛽

∘

𝜙𝐴∖𝐴𝛽
: 𝑆𝐴 → S — искомый гомеоморфизм.

Случай 2. 𝛼 — предельный ординал. Тогда 𝐴𝛼 = ∅ и 𝐴𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐴𝛽 (если

𝐶𝛼 = ∅, то 𝐼 ∖ 𝐶𝛼 = (𝑎, 𝑏)). Пусть 𝐼 ∖ 𝐶𝛼 =
∞⨆︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛). Так же, как в слу

чае 1, для каждого 𝑛 ∈ N определим последовательность интервалов 𝐼𝑘𝑛 =

(𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛) ⊂ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) = 𝐼𝑛, так чтобы 𝐴 ∩ 𝐼𝑛 ⊂

∞⨆︁
𝑘=−∞

(𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛) ⊂ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) ⊂ 𝐼 ∖ 𝐶𝛼.

Для фиксированных 𝑛 ∈ N и 𝑘 ∈ Z рассмотрим систему замкнутых подмно

жеств {[𝑎𝑘𝑛, 𝑏𝑘𝑛] ∩ 𝐶𝛽}𝛽<𝛼. Если при любом 𝛽 < 𝛼 [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] ∩ 𝐶𝛽 ̸= ∅, то по

свойсту 3 эта система является центрированной в компакте [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛]. Следова

тельно, [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] ∩ 𝐶𝛼 = [𝑎𝑘𝑛, 𝑏

𝑘
𝑛] ∩ (

⋂︁
𝛽<𝛼

𝐶𝛽) =
⋂︁
𝛽<𝛼

([𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] ∩ 𝐶𝛽) ̸= ∅. Но это

невозможно, так как [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] ∩ 𝐶𝛼 = ∅. Таким образом, для каждого интер
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вала [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] существует ординал 𝛽𝑛𝑘

< 𝛼 такой, что [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] ∩ 𝐶𝛽𝑛𝑘

= ∅. Так

как концы интервала [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] не принадлежат множеству 𝐴, то по свойству 6

((𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛) ∩ 𝐴)𝛽𝑛𝑘

= (𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛) ∩ 𝐴𝛽𝑛𝑘

⊂ [𝑎𝑘𝑛, 𝑏
𝑘
𝑛] ∩ 𝐶𝛽𝑛𝑘

= ∅. По предположению ин

дукции существует гомеоморфизм 𝜙𝐴,𝐼𝑘𝑛
: 𝑆𝐴∩𝐼𝑘𝑛 → S такой, что 𝜙𝐴,𝐼𝑘𝑛

(𝑡) = 𝑡 при

𝑡 /∈ 𝐼𝑘𝑛 . По предложению 2.1 отображение

𝜙𝐴(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜙𝐴,𝐼𝑘𝑛

, если 𝑡 ∈ 𝐼𝑘𝑛;

𝑡, если 𝑡 /∈
⨆︁

𝑛∈N,𝑘∈Z

𝐼𝑘𝑛

является искомым гомеоморфизмом.

Теорема 2.3. Пусть подмножество 𝑃 ⊂ R. Если не существует подмноже

ства ∅ ≠ 𝑉 ⊂ 𝑃 , замкнутого в 𝑃 и такого, что 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 , то пространства

𝑆𝑃 и 𝑆 гомеоморфны.

Доказательство. По предложению 2.3 пространство 𝑆𝑃 гомеоморфно про

странству 𝑆𝑃∖𝑖𝑛𝑡𝑃 . Положим 𝐴 = 𝑃 ∖ int𝑃 . Так как 𝐴 замкнуто в 𝑃 , не су

ществует подмножества 𝑉 ⊂ 𝐴, замкнутого в 𝐴, такого, что 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 . По

предложению 2.5 имеем int𝐴 = ∅.

Рассмотрим систему замкнутых множеств {𝐶𝛼;𝛼 < 𝜔1} определенную

для множества 𝐴. По свойству 3 эта система является убывающей и, значит,

по теореме Бэра–Хаусдорфа [1, стр. 162] найдется ординал 𝛼0 < 𝜔1 такой,

что 𝐶𝛼0
= 𝐶𝛼0+1 = .... Если предположить, что 𝐶𝛼0

̸= ∅, то из соотношения

𝐶𝛼0
= 𝐶𝛼0+1 = 𝐴𝛼0

∖ 𝐴𝛼0
⊂ 𝐴𝛼0

⊂ 𝐶𝛼0
следует, что 𝐴𝛼0

∖ 𝐴𝛼0
= 𝐴𝛼0

̸= ∅. По

скольку 𝐴𝛼0
замкнуто в 𝐴, а значит и в 𝑃 , то, полагая 𝑉 = 𝐴𝛼0

, получаем

противоречие с условием теоремы. Таким обраом, 𝐶𝛼0
= ∅, а значит, и 𝐴𝛼0

= ∅.

Поскольку множество 𝐴 нигде не плотное в R, существует последовательность

точек {𝑥𝑛}+∞𝑛=−∞ такая, что inf
𝑛
𝑥𝑛 = −∞, sup

𝑛
𝑥𝑛 = +∞, 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛 ̸= 𝐴 для

любого 𝑛 ∈ Z. По свойству 6 имеем (𝐴 ∩ (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1))𝛼 = 𝐴𝛼∩(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = ∅. Тогда

по теореме 2.2 для всех 𝑛 ∈ Z существует гомеоморфизм 𝜙𝑛 : 𝑆𝐴∩(𝑥𝑛,𝑥𝑛+1) → S
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такой, что 𝜙𝑛(𝑡) = 𝑡, когда 𝑡 /∈ 𝐼𝑛. Поскольу 𝑆𝐴 =
∞⨆︁

𝑛=−∞
(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1] и для каждого

𝑛 ∈ Z полуинтервалы (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1] являются открыто-замкнутыми подмножества

ми в пространстве 𝑆𝐴, то отображение 𝜙 : 𝑆𝐴 → S, определенное формулой

𝜙(𝑡) = 𝜙𝑛(𝑡) при 𝑡 ∈ (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1], является гомеоморфизмом.

2.1.2. Доказательство теоремы: (2)⇒ (1)

Предложение 2.6. Пусть 𝑋1 и 𝑋2 подмножества топологического простран

ства 𝑋. Eсли 𝑋 – бэровское и 𝑋 = 𝑋1 ⊔ 𝑋2, то хотя бы одно из подпро

странств 𝑋1 или 𝑋2 второй категории.

Доказательство. Предположим, что оба пространства 𝑋1 и 𝑋2 первой кате

гории, т.е. 𝑋1 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑛 и 𝑋2 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐵𝑛, где 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 нигде не плотны в 𝑋1 и 𝑋2

соответственно для каждого 𝑛 ∈ N. Тогда, очевидно, множества 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 нигде

не плотны и в 𝑋 =

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
⊔

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐵𝑛

)︃
. А это означает, что 𝑋 – множество

первой категории, что невозможно, т.к. 𝑋 – бэровское.

Идею доказательства следующей леммы можно найти в работе [29].

Лемма 2.1. Пусть 𝑋 – подмножество в 𝑆𝑃 такое, что 𝑋 ⊂ 𝑃 или 𝑋 ⊂

𝑆𝑃 ∖ 𝑃 и 𝜙 : 𝑋 → S – гомеоморфизм. Тогда 𝑋 можно представить в виде

счетного объединения замкнутых в 𝑋 подмножеств, на каждом из которых

отображение 𝜙 является убывающим или возрастающим соответственно.

Доказательство. Пусть 𝑋 ⊂ 𝑃 . Для каждого 𝑛 ∈ N определим

𝐹𝑛 =

{︂
𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 < 𝑦 < 𝑥 +

1

𝑛
⇒ 𝜙(𝑦) < 𝜙(𝑥)

}︂
.

Докажем, что множество 𝐹𝑛 замкнуто в 𝑋. Действительно, если 𝑥0 ∈ 𝑋 – пре

дельная точка для множства 𝐹𝑛, то существует последовательность {𝑥𝑖}∞𝑖=1 ⊂
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𝐹𝑛 такая, что 𝑥𝑖+1 < 𝑥𝑖 для любого 𝑖 ∈ N и lim
𝑖→∞

𝑥𝑖 = 𝑥0. Для любой точки

𝑦 ∈
(︂
𝑥0, 𝑥0 +

1

𝑛

)︂
найдется номер 𝑖0 ∈ N такой, что 𝑥𝑖 < 𝑦 для всех 𝑖 > 𝑖0.

Поскольку 𝑥𝑖 ∈ 𝐹𝑛 и 𝑥𝑖 < 𝑦 < 𝑥0 +
1

𝑛
< 𝑥𝑖 +

1

𝑛
, то получаем 𝜙(𝑦) < 𝜙(𝑥𝑖)

для любого 𝑖 ∈ N и, следовательно, 𝜙(𝑦) ≤ 𝜙(𝑥0). Так как отображение 𝜙 –

гомеоморфизм, то 𝜙(𝑦) < 𝜙(𝑥0) и, значит, 𝑥0 ∈ 𝐹𝑛. Замкнутость множества 𝐹𝑛

в 𝑋 доказана. Нетрудно видеть, что 𝑋 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛.

Пусть теперь
{︀
𝐼𝑘𝑛
}︀∞
𝑘=1

– счетное семейство замкнутых интервалов, длины

меньше
1

𝑛
, образующих покрытие множества 𝐹𝑛. Тогда 𝐹 𝑘

𝑛 = 𝐹𝑛∩𝐼𝑘𝑛 – замкнутые

подмножества в 𝑋 и 𝑋 =
⋃︁

𝑛,𝑘∈N

𝐹 𝑘
𝑛 . Покажем, что на каждом множестве 𝐹 𝑘

𝑛

отображение 𝜙 является убывающим. Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 𝑘
𝑛 и 𝑥 < 𝑦. Поскольку

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼𝑘𝑛 , то 𝑥 < 𝑦 < 𝑥 +
1

𝑛
. Так как 𝑥 ∈ 𝐹𝑛, то 𝜙(𝑦) < 𝜙(𝑥).

В случае 𝑋 ⊂ 𝑆𝑃 ∖ 𝑃 определим подмножества

𝐹𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥− 1

𝑛
< 𝑦 < 𝑥⇒ 𝜙(𝑦) < 𝜙(𝑥)}

множества 𝑋 и так же, как и в предыдущем случае, доказываем, что отобра

жение 𝜙 является возрастающим на множествах 𝐹 𝑘
𝑛 .

Предложение 2.7. Пусть 𝑉 – подмножество вещественной прямой такое,

что 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 . Тогда верны следующие утверждения:

a) 𝑉 – совершенное множество, т.е. замкнутое без изолированных точек;

b) Все точки множества 𝑉 есть точки конденсации, т.е. любая окрестность

точки 𝑥 ∈ 𝑉 содержит несчетное число точек множества 𝑉 ;

с) Если 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏) ̸= ∅, то 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏) и 𝑉 ∖ 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏) – всюду плотное подмно

жество в 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏);

d) Если R ∖ 𝑉 =
∞⨆︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) и 𝐷 = {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ N} ∪ {𝑏𝑛 : 𝑛 ∈ N}, то 𝑉 ∖ 𝐷 –

всюду плотное подмножество в 𝑉 и для любого интервала (𝑎, 𝑏) множество

(𝑉 ∖𝐷) ∩ (𝑎, 𝑏) – всюду плотное подмножество в 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏).
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Доказательство. Свойство a) следует из равенства 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 . Доказатель

ство свойства b) можно найти в [1, стр. 147]. Свойство c) легко проверить, а

свойство d) вытекает из b) и с).

Рассмотрим теперь совершенное множество 𝐹 ⊂ R и обозначим через 𝐷

множество концов всех смежных к 𝐹 интервалов, т.е. 𝐷 = {𝑎𝑛 : 𝑛 ∈ N} ∪ {𝑏𝑛 :

𝑛 ∈ N}, где
∞⨆︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛) = R ∖ 𝐹 . Заметим, что точки множества 𝐷 и только они

могут быть изолированными в (𝐹, 𝜏0) или в (𝐹, 𝜏𝑆).

Предложение 2.8. Пусть множество 𝐹 – совершенное, нигде не плотное

подмножество R и множество 𝐷 – множество концов всех смежных к 𝐹

интервалов. Тогда существует отображение подобия 𝜙 между множеством

𝐹 ∖𝐷 и множеством всех иррациональных чисел 𝐽 ⊂ R и выполнены следую

щие утверждения:

1. отображение 𝜙 : (𝐹 ∖𝐷, 𝜏𝐸)→ (𝐽, 𝜏𝐸) является гомеоморфизмом,

2. отображение 𝜙 : (𝐹 ∖𝐷, 𝜏𝑃 )→ (𝐽, 𝜏𝜙(𝑃∩(𝐹∖𝐷))) является гомеоморфизмом

для любого множества 𝑃 ⊂ R.

Доказательство. Хорошо известно [1, стр. 147], что множество 𝐹 ∖𝐷 подобно

множеству всех иррациональных точек, т.е. существует отображение 𝜙 : 𝐹 ∖

𝐷 → 𝐽 такое, что 𝜙(𝑥) < 𝜙(𝑦) тогда и только тогда, когда 𝑥 < 𝑦. Отсюда

и из того, что топологии 𝜏𝐸, 𝜏0 и 𝜏𝑆 определяются с помощью естественного

порядка вещественной прямой и во множестве 𝐹 ∖𝐷 нет изолированных точек

ни в одной из этих топологий, следует справедливость утверждений 1. и 2.

Из этого предложения и следствия 1.2 получаем

Следствие 2.1. Пусть 𝐹 – совершенное, нигде не плотное подмножество

R. Для любого подмножества 𝑃 ⊂ R пространство (𝐹 ∖ 𝐷, 𝜏𝑃 ) является

бэровским и плотным в себе пространством.
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В следующей теореме используются следующие обозначения: если подмно

жество 𝑊 ⊂ R, то (𝑊, 𝜏𝐸) - это подпространство топологического простанства

(R, 𝜏𝐸). Запись (𝑊, 𝜏𝑆), (𝑊, 𝜏0), (𝑊, 𝜏𝑃 ) означает, что 𝑊 рассматривается как

подпространство S→, S, 𝑆𝑃 соответственно.

Предложение 2.9. Пусть 𝑃 ⊂ R – произвольное подмножество и 𝑉 ⊂ 𝑃 за

мкнутое в 𝑃 подмножество такое, что 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 . Тогда найдется интервал

(𝑎, 𝑏) (возможно бесконечный), в котором либо существует подмножество

𝑊1 ⊂ 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏), всюду плотное в (𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏), 𝜏𝐸) и такое, что (𝑊1, 𝜏𝑃 ) – плот

ное в себе пространство второй категории, либо существует подмножество

𝑊2 ⊂ (𝑉 ∖ 𝑉 ) ∩ (𝑎, 𝑏), всюду плотное в (𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏), 𝜏𝐸) и такое, что (𝑊2, 𝜏𝑃 ) –

плотное в себе пространство второй категории.

Доказательство. Рассмотрим следующие три случая.

Случай 1.Множество 𝑉 не является нигде не плотным подмножеством в R.

Это означает, что существует интервал (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑉 . Т.к. интервал (𝑎, 𝑏) - откры

тое подмножество в 𝑆𝑃 , то по следствию 1.2 пространство ((𝑎, 𝑏), 𝜏𝑃 ) является

бэровским, а т.к. (𝑎, 𝑏)∩𝑉 = ((𝑎, 𝑏)∩𝑉 )⊔((𝑎, 𝑏)∩𝑉 ∖𝑉 ), то по предложению 2.6

одно из множеств𝑊1 = 𝑉 ∩(𝑎, 𝑏) или𝑊2 = (𝑉 ∖𝑉 )∩(𝑎, 𝑏) является множеством

второй категории в топологии 𝜏𝑃 . Очевидно, что множества 𝑊1 и 𝑊2 – всюду

плотные подмножества а 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏) в топологии 𝜏𝐸. Покажем, что эти множе

ства являются плотными в себе в топологии 𝜏𝑃 . Действительно, пусть 𝑥0 ∈ 𝑊1

и 𝜀 > 0 такое, что (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) ⊂ (𝑎, 𝑏). Так как (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑉 , интервал (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀)

содержит точки множества 𝑉 , а это означает, что𝑊1 плотно в себе в топологии

𝜏𝑃 . Аналогично, пусть 𝑥0 ∈ 𝑊2 и 𝜀 > 0 такое, что (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0) ⊂ (𝑎, 𝑏). Так как

(𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 , интервал (𝑥0− 𝜀, 𝑥0) содержит точки множства 𝑉 ∖𝑉 , а это

означает, что множество 𝑊2 плотно в себе в топологии 𝜏𝑃 .

Случай 2. Множество 𝑉 – нигде не плотное подмножество в R и оба мно

жества 𝑉 ∖ 𝐷 и (𝑉 ∖ 𝑉 ) ∖ 𝐷 являются всюду плотными подмножествами в

(𝑉 ∖𝐷, 𝜏𝑃 ), где 𝐷 – множество концов всех смежных к 𝑉 интервалов. Заметим,
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что пространство (𝑉 ∖𝐷, 𝜏𝑃 ) плотно в себе и, следовательно, подпространства

𝑉 ∖ 𝐷 и (𝑉 ∖ 𝑉 ) ∖ 𝐷 также плотны в себе. По следствию 2.1 пространство

(𝑉 ∖𝐷, 𝜏𝑃 ) является бэровским, а значит, по предложению 2.6 либо множество

𝑊1 = 𝑉 ∖𝐷, либо 𝑊2 = (𝑉 ∖𝑉 )∖𝐷 является пространством второй категории в

топологии 𝜏𝑃 . Поскольку по условию 𝑊1 и 𝑊2 – всюду плотные подмножества

𝑉 ∖𝐷 и в топологии 𝜏𝐸, то, по предложению 2.7(d) 𝑊1 и 𝑊2 – всюду плотные

подмножества 𝑉 в топологии 𝜏𝐸.

Случай 3. Множество 𝑉 нигде не плотное подмножество в R, и хотя бы од

но из множеств 𝑉 ∖𝐷 или (𝑉 ∖𝑉 )∖𝐷 не является всюду плотным подмножеством

в (𝑉 ∖𝐷, 𝜏𝑃 ), где 𝐷 – множество концов всех смежных к 𝑉 интервалов.

Предположим, что множество (𝑉 ∖ 𝑉 ) ∖ 𝐷 не является всюду плотным

подмножеством в (𝑉 ∖𝐷, 𝜏𝑃 ). Это означает, что существуют точка 𝑥0 ∈ 𝑉 ∖𝐷

и число 𝜀 > 0 такие, что

[𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) ∩ ((𝑉 ∖ 𝑉 ) ∖𝐷) = ∅. (*)

Положим 𝑊1 = (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) ∩ (𝑉 ∖𝐷) = (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) ∩ (𝑉 ∖𝐷). Так как по след

ствию 2.1 ((𝑉 ∖𝐷), 𝜏𝑃 ) – бэровское плотное в себе пространство, то и открытое

подмножество 𝑊1 ⊂ ((𝑉 ∖𝐷), 𝜏𝑃 ) также является бэровским (следствие 1.2) и

плотным в себе пространством.

Покажем, что𝑊1 является всюду плотным подмножеством в 𝑉 ∩(𝑥0, 𝑥0+𝜀)

в топологии 𝜏𝐸. Пусть 𝑥 ∈ 𝑉 ∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀). По предложению 2.7(d), найдется

последовательность {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ⊂ (𝑉 ∖𝐷)∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) такая, что 𝑥𝑛 → 𝑥 в 𝜏𝐸. Так

как

(𝑉 ∖𝐷) ∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) = (𝑉 ∖𝐷) ∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) ⊔ (((𝑉 ∖ 𝑉 ) ∖𝐷) ∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀)),

то в силу (*) получаем, что 𝑥𝑛 = (𝑉 ∖𝐷)∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) = 𝑊1 и значит 𝑊1 всюду

плотное подмножество в (𝑉 ∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀), 𝜏𝐸).

Если 𝑉 ∖ 𝐷 не является всюду плотным подмножеством в (𝑉 ∖ 𝐷, 𝜏𝑃 ),

то существует точка 𝑥0 ∈ (𝑉 ∖ 𝑉 ) ∖ 𝐷 такая, что [𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) ∩ (𝑉 ∖ 𝐷) = ∅
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для некоторого 𝜀 > 0. Аналогично доказываем, что множество 𝑊2 = (𝑥0, 𝑥0 +

𝜀) ∩ ((𝑉 ∖ 𝑉 ) ∖ 𝐷) = (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) ∩ (𝑉 ∖ 𝐷) удовлетворяет условиям теоремы.

Теорема 2.4. Пусть 𝑃 ⊂ R. Если существует подмножество ∅ ̸= 𝑉 ⊂ 𝑃 ,

замкнутое в 𝑃 и такое, что 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 , то пространства 𝑆𝑃 и S негомео

морфны.

Доказательство. Предположим, что существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑆𝑃 → S.

В силу предложения 2.9 доказательство теоремы можно разбить на 2 случая.

Случай 1. Существует подмножество 𝑊1 ⊂ 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏), удовлетворяющее

всем условиям предложения 2.9. По лемме 2.1 существуют замкнутые подмноже

ства 𝐹𝑛 ⊂ 𝑊1 такие, что𝑊1 =
⋃︁
𝑛∈N

𝐹𝑛 и отображение 𝜙|𝐹𝑛
– убывающее для любо

го 𝑛 ∈ N. Поскольку пространство (𝑊1, 𝜏𝑃 ) второй категории, то для некоторого

𝑛 ∈ N множество 𝐹𝑛 не является нигде не плотным. Следовательно, существует

точка 𝑥0 ∈ 𝐹𝑛 такая, что 𝑊1∩ [𝑥0, 𝑥0 +𝜀) ⊂ 𝐹𝑛 и, значит, отображение 𝜙 на мно

жестве𝑊1∩[𝑥0, 𝑥0+𝜀) является убывающим. Так как множество (𝑊1, 𝜏𝑃 ) плотно

в себе, то существуют точки 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑊1∩ [𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) такие, что 𝑥0 ̸= 𝑥1 < 𝑥2. В

силу равенства 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 найдутся точки 𝑦1, 𝑦2 ∈ (𝑉 ∖𝑉 )∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀), 𝑦1 ̸= 𝑦2

и 𝑦1 < 𝑦2. Заметим, что точки 𝑦1, 𝑦2 /∈ 𝑃 , поскольку множество 𝑉 замкнуто в

𝑃 . Так как множество 𝑊1 всюду плотно в 𝑉 ∩ (𝑎, 𝑏) в 𝜏𝐸, то существуют после

довательности {𝑦𝑖𝑛}∞𝑛=1 ⊂ 𝑊1 ∩ (𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) такие, что 𝑦𝑖𝑛 → 𝑦𝑖 в 𝜏𝐸, где 𝑖 = 1, 2.

Не нарушая общности (переходя к подпоследовательностям), можно считать,

что последовательности {𝑦1𝑛}∞𝑛=1 и {𝑦2𝑛}∞𝑛=1 монотонны и удовлетворяют усло

вию 𝑦1𝑛 < 𝑦2𝑘 для любых 𝑛, 𝑘 ∈ N.

Если одна из последовательностей {𝑦1𝑛}∞𝑛=1 и {𝑦2𝑛}∞𝑛=1 является возрастаю

щей последовательностью, т.е. сходится к соответствующему 𝑦𝑖 в 𝜏𝑃 , то в силу

непрерывности отображения 𝜙 : 𝑆𝑃 → S последовательность {𝜙(𝑦𝑖𝑛)}∞𝑛=1 сходит

ся к 𝜙(𝑦𝑖) в топологии 𝜏0. С другой стороны, т.к. отображение 𝜙 на множестве

𝑊1 ∩ [𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) является убывающим, последовательность {𝜙(𝑦𝑖𝑛)}∞𝑛=1 убыва



51

ющая и, следовательно, является расходящейся в пространстве (𝑆, 𝜏0). Но это

противоречит непрерывности отображения 𝜙.

Предположим теперь, что обе последовательности {𝑦1𝑛}∞𝑛=1 и {𝑦2𝑛}∞𝑛=1 явля

ются убывающими, т.е. расходящимися в 𝑆𝑃 . Поскольку 𝜙 – гомеоморфизм, то

последовательности {𝜙(𝑦1𝑛)}∞𝑛=1 и {𝜙(𝑦2𝑛)}∞𝑛=1 являются расходящимися в S. С

другой стороны, отображение 𝜙 на множестве 𝑊1 ∩ [𝑥0, 𝑥0 + 𝜀) является убы

вающим, следовательно, последовательности {𝜙(𝑦1𝑛)}∞𝑛=1 и {𝜙(𝑦2𝑛)}∞𝑛=1 возраста

ющие и 𝜙(𝑦2𝑛) < 𝜙(𝑦1𝑛) для любых 𝑛 ∈ N. Получаем противоречие с тем, что

возрастающая и ограниченная сверху последовательность {𝜙(𝑦2𝑛)}∞𝑛=1 является

расходящейся в (R, 𝜏0).

Случай 2. Существует подмножество 𝑊2 ⊂ (𝑉 ∖ 𝑉 ) ∩ (𝑎, 𝑏) удовлетворя

ющее всем условиям предложения 2.9. Доказательство проводится аналогично

случаю 1.

2.1.3. Доказательство теоремы: (2)⇔ (3)

(3)⇒(2). Пусть 𝑃 является множеством типа 𝐹𝜎 и 𝐺𝛿 в R. Предположим,

что существует замкнутое в 𝑃 множество ∅ ̸= 𝑉 ⊂ 𝑃 такое, что 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 .

Следовательно, множество 𝑉 явлется множеством типа 𝐹𝜎 и 𝐺𝛿 в R. Так как

множество 𝑉 типа 𝐹𝜎, то 𝑉 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛, где множества 𝐹𝑛 ⊂ R замкнуты в R

для любого 𝑛 ∈ N. Поскольку множество 𝑉 типа 𝐺𝛿, то оно метризуемо полной

метрикой, а значит найдется такой номер 𝑛 ∈ N, что int𝑉 𝐹𝑛 ̸= ∅, т.е. найдется

точка 𝑥0 ∈ 𝐹𝑛 такая, что [𝑥0−𝜀, 𝑥0+𝜀]∩𝑉 ⊂ 𝐹𝑛 для некоторого 𝜀 > 0. Получаем,

что множество

[𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀] ∩ 𝐹𝑛 = [𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀] ∩ 𝑉 ∩ 𝐹𝑛 = [𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀] ∩ 𝑉

является компактом. Пусть 𝑦0 ∈ (𝑉 ∖ 𝑉 ) ∩ (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀). Тогда существует

последовательность {𝑦𝑛}∞𝑛=1 такая, что 𝑦𝑛 ∈ 𝑉 ∩ (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀) и lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 =
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𝑦0. Поскольку 𝑦0 /∈ 𝑉 , то получаем противоречие с компактностью множества

[𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀] ∩ 𝑉 .

(2)⇒(3). Поскольку множество 𝐴 = 𝑃 ∖ int𝑃 замкнуто в 𝑃 , то и в 𝐴 нет

подмножеств 𝑉 ̸= ∅, замкнутых в 𝐴, удовлетворяющих условию 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 . В

теореме 2.3 доказано, что в этом случае существует ординал 𝛼 < 𝜔1 такой, что

𝐶𝛼 = ∅. Тогда 𝐴 =
⨆︁

06𝛽<𝛼

(𝐴𝛽 ∖ 𝐴𝛽+1) =
⨆︁

06𝛽<𝛼

𝐵𝛽+1. По свойству 8 множество

𝐵𝛽+1 замкнуто в R ∖ 𝐶𝛽+1 для каждого ординала 𝛽 и, следовательно, является

множством типа 𝐹𝜎 в R. Так как счетное объединение множеств типа 𝐹𝜎 явля

ется множеством типа 𝐹𝜎, то множество 𝐴, а следовательно, и множество 𝑃 ,

также типа 𝐹𝜎 в R.

Покажем, что множество 𝐴 имеет тип 𝐺𝛿. Так как 𝐴 = (𝐴 ∖ 𝐶𝛾) ⊔ 𝐶𝛾, то

достаточно показать, что для любого ординала 𝛾 множество 𝐴 ∖ 𝐶𝛾 имеет тип

𝐺𝛿. Докажем это используя метод трансфинитной индукции.

Если 𝛾 = 1, то множество 𝐴∖𝐶1 = 𝐴∖𝐴1 = 𝐵1 – замкнутое подмножество

в R ∖ 𝐶1 и, следовательно, имеет тип 𝐺𝛿.

Предположим, что для всех 𝛽 < 𝛾 множество 𝐴 ∖ 𝐶𝛽 имеет тип 𝐺𝛿.

Если 𝛾 – непредельный ординал , то по свойству 7 множество 𝐴∖𝐶𝛾 = (𝐴∖

𝐴𝛾−1)∪(𝐴𝛾−1∖𝐴𝛾) = (𝐴∖𝐶𝛾−1)∪𝐵𝛾 имеет тип 𝐺𝛿, поскольку по предположению

индукции множество 𝐴 ∖𝐶𝛾−1 имеет тип 𝐺𝛿, а множество 𝐵𝛾 замкнуто в R ∖𝐶𝛾

и, следовательно, имеет тип 𝐺𝛿.

Пусть теперь 𝛾 – предельный ординал. Известно, что в сепарабельном мет

рическом пространстве множество имеет тип 𝐺𝛿, если оно имеет тип 𝐺𝛿 в каж

дой своей точке [4, стр. 366]. Пусть 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐶𝛾. Поскольку 𝐴 ∖ 𝐶𝛾 = 𝐴 ∖ 𝐴𝛾 =⨆︁
06𝛽<𝛾

𝐵𝛽+1, то 𝑥 ∈ 𝐵𝛽0+1 для некоторого 𝛽0 < 𝛾. Так как 𝐵𝛽0+1∩𝐶𝛽0+1 = ∅, то су

ществует 𝜀 > 0 такое, что (𝑥−𝜀, 𝑥+𝜀)∩𝐶𝛽0+1 = ∅. При 𝛽 > 𝛽0+1 имеем 𝐵𝛽+1 ⊂

𝐴𝛽 ⊂ 𝐶𝛽 ⊂ 𝐶𝛽0+1 и, следовательно, (𝑥0−𝜀, 𝑥0+𝜀)∩ (
⨆︁

𝛽0+1≤𝛽<𝛾

𝐵𝛽+1) = ∅. Отсюда

(𝑥−𝜀, 𝑥+𝜀)∩(𝐴∖𝐶𝛾) = (𝑥−𝜀, 𝑥+𝜀)∩(
⨆︁

𝛽0+16𝛽<𝛾

𝐵𝛽+1) = (𝑥−𝜀, 𝑥+𝜀)∩(𝐴∖𝐶𝛽0+1).
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По предположению индукции множество 𝐴∖𝐶𝛽0+1, а следовательно, множество

(𝑥− 𝜀, 𝑥+ 𝜀)∩ (𝐴 ∖𝐶𝛽0+1) типа 𝐺𝛿 в R. Таким образом множество 𝐴 ∖𝐶𝛾 имеет

тип 𝐺𝛿 в каждой своей точке в R.

�

В работе [25] доказано, что подмножества 𝑋 ⊂ S гомеомрфны S тогда и

только тогда, когда 𝑋 является плотным в себе 𝐹𝜎 и 𝐺𝛿 в S. Отсюда получаем

Следствие 2.2. Пусть подмножество 𝑃 ⊂ R таково, что пространства 𝑆𝑃

и S гомеомрфны. Тогда

1. если 𝑃 плотное в себе подмножество в (R, 𝜏𝑆), то 𝑃 и S гомеоморфны;

2. если S∖𝑃 плотное в себе подмножество в S, то S∖𝑃 и S гомеоморфны.

2.2. О гомеоморфности пространств 𝑆𝑃 и 𝑆𝑄

В предыдущем параграфе мы показали, что пространства S и 𝑆𝑄 не го

меоморфны (теорема 2.1) и, следовательно, теореме 2.1 𝑆P не гомеоморфно 𝑆Q,

если множество 𝑃 является множеством типа и 𝐹𝜎 и 𝐺𝛿 подмножеством в R. В

данном параграфе обсуждается вопрос о гомеоморфности пространств 𝑆𝑃 и 𝑆Q.

Для счетных множеств 𝑃 ⊂ R получены необходимое и достаточное условия

гомеоморфности пространств 𝑆𝑃 и 𝑆Q.

Теорема 2.5. Пусть 𝑃 ⊂ R счетное множество. Пространство 𝑆𝑃 гомео

морфно пространству 𝑆Q тогда и только тогда, когда подмножество 𝑃 ⊂ R

всюду плотно в S.

Доказательство. (⇐) Так как 𝑃 плотно в S, то 𝑃 плотно в R. Известно

[23, 4.3H], что для счетного плотного подпространства 𝑃 ⊂ R существует го

меоморфизм 𝜙 : R → R такой, что 𝜙(𝑃 ) = Q и условие 𝑎𝑖 < 𝑎𝑗 равносильно

𝜙(𝑎𝑖) < 𝜙(𝑎𝑗) для любых 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 из множества 𝑃 , т.е. отображение 𝜙|𝑃 явля

ется монотонно возрастающим. Поскольку подмножество 𝑃 всюду плотно на
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прямой, то 𝜙 : R → R является монотонно возрастающей функцией. Следова

тельно, отображение 𝜙 : 𝑆𝐴 → 𝑆Q – гомеоморфизм.

(⇒) Пусть 𝜙 : 𝑆𝑃 → 𝑆Q – гомеоморфизм. Предположим, что множество 𝑃

не является всюду плотным в S, т.е. 𝑃 ̸= S. Рассмотрим интервал (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑆𝑃 ∖𝑃

и положим 𝐽 = (𝑎, 𝑏) ∖ 𝜙−1(Q). По лемме 2.1 𝐽 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛, где множества 𝐹𝑛 за

мкнуты в 𝐽 и такие, что 𝜙|𝐹𝑛
– возрастающая функция для каждого 𝑛 ∈ N.

Поскольку интервал (𝑎, 𝑏) гомеоморфен S и, значит, является бэровским про

странством, а множество 𝐽 – всюду плотное и типа 𝐺𝛿 в интервале (𝑎, 𝑏), то

𝐽 – бэровское пространство (следствие 1.2). Это означает, что для некоторого

𝑛 ∈ N множество 𝐹𝑛 содержит внутреннюю точку, т.е. существует интервал

(𝑐, 𝑑) такой, что 𝐽 ∩ (𝑐, 𝑑) = (𝑐, 𝑑) ∖ 𝜙−1(Q) ⊂ 𝐹𝑛. Так как множество 𝜙−1(Q)

всюду плотно в 𝑆𝑃 , то существует точка 𝑞0 ∈ Q такая, что 𝜙−1(𝑞0) ∈ (𝑐, 𝑑). Рас

смотрим последовательность {𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝐽 ∩ (𝑐, 𝑑), сходящуюся к точке 𝜙−1(𝑞0)

в пространстве 𝑆𝐴. Не нарушая общности, можно считать, что последователь

ность {𝑥𝑘}∞𝑘=1 является возрастающей. Так как 𝜙|𝐽∩(𝑐,𝑑) – возрастающее отоб

ражение, то {𝜙(𝑥𝑘)}∞𝑘=1 является возрастающей последовательностью. В силу

непрерывности отображения 𝜙 эта последовательность сходится к точке 𝑞0 воз

растая, что невозможно, так как монотонно возрастающие последовательности

в 𝑆Q могут сходиться только к точкам из множества 𝑆Q ∖Q.

Заметим, что подмножество 𝑃 ⊂ S счетно и не всюду плотно в S, но суще

ствует интервал 𝐼 такой, что 𝑃 ∩ 𝐼 – всюду плотное подмножество в 𝐼, то мы

получаем попарно негомеоморфные пространства S, 𝑆𝑃 , 𝑆Q. Действительно, по

теоремe 2.5 пространство 𝑆𝑃 не гомеоморфно пространству 𝑆Q, а по теореме 2.1

пространство 𝑆𝑃 не гомеоморфно и пространству S.

Теорема 2.6. Пусть 𝑃 и его дополнение S∖𝑃 – несчетные в любом интервале

(𝑎, 𝑏) в S, а подмножество 𝐷 ⊂ S – счетно. Тогда пространства 𝑆𝐴 и 𝑆𝐷

не гомеоморфны.
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Доказательство. Предположим, что существует гомеоморфизм 𝜙 : 𝑆𝑃 → 𝑆𝐷.

Поскольку подмножество 𝑆𝑃 ∖ 𝜙−1(𝐷) всюду плотное и типа 𝐺𝛿 в 𝑆𝑃 , то оно

является бэровским пространством (следствие 1.2). Тогда по предположению

одно из пространств 𝑃 = 𝑃 ∖ 𝜙−1(𝐷) или �̃� = (S ∖ 𝑃 ) ∖ 𝜙−1(𝐷) является про

странством второй категории. Для определенности, пусть 𝑃 – пространство

второй категории. Заметим, что 𝜙(𝑃 ) ⊂ S ∖ 𝐷 ⊂ S. Тогда по лемме 2.1 мно

жество 𝑃 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛, где 𝐹𝑛 замкнуты в 𝑃 и отображение 𝜙|𝐹𝑛
является убы

вающим для каждого 𝑛 ∈ N. Так как пространство 𝑃 второй категории, то

существует 𝑛 ∈ N такое, что множество 𝐹𝑛 содержит внутреннюю точку, т.е.

существует интервал (𝑎, 𝑏) такой, что (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑃 ⊂ 𝐹𝑛. По условию теоремы су

ществует точка 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) ∩ (S ∖ 𝑃 ) ∖ 𝜙−1(𝐷). Рассмотрим последовательность

{𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑃 , сходящуюся к точке 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑃 в пространстве 𝑆𝑃 . Не

нарушая общности, можно считать, что последовательность {𝑥𝑘}∞𝑘=1 является

возрастающей. Так как 𝜙|𝑃∩(𝑎,𝑏) – убывающее отображение, то {𝜙(𝑥𝑘)}∞𝑘=1 яв

ляется убывающей последовательностью. В силу непрерывности отображения

𝜙 эта последовательность сходится к точке 𝜙(𝑥0) справа, что невозможно, так

как монотонно убывающие последовательности в 𝑆𝐷 могут сходиться только к

точкам из множества 𝐷, а 𝑥0 /∈ 𝜙−1(𝐷).

Заметим, что гомеоморфизм множеств 𝐴 и 𝐵 не влечет гомеоморфизм про

странств 𝑆𝐴 и 𝑆𝐵. Например, пространства 𝑆Q и 𝑆Q∩(0,1) не гомеоморфны, хотя

множества Q и Q ∩ (0, 1) являются гомеоморфными. С другой стороны, про

странства 𝑆(0,1) и 𝑆[0,1] гомеоморфны, так как гомеоморфны S (по теореме 2.1).

В работе [25] дан критерий гомеоморфности подмножеств S всему про

странству S. В частности доказано, что если 𝑋 ⊂ S замкнутое, плотное в себе

подмножество, то 𝑋 гомеоморфно S. Очевидно, что подобное утверждение для

пространства 𝑆Q неверно, поскольку существуют замкнутые и плотные в себе

подмножества 𝑋 ⊂ 𝑆Q такие, что 𝑋 ⊂ 𝑆Q ∖ Q и, значит, 𝑋 гомеоморфно S.
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Нетрудно видеть, что необходимым условием гомеоморфности подмножества

𝑋 ⊂ 𝑆Q и 𝑆Q является условие 𝑋 ∩Q𝑋
= 𝑋. Следующий пример показывает,

что это условие не является достаточным.

Пример 2.1. Пусть 𝐶 – ограниченное, совершенное, нигде не плотное под

множество на прямой R, 𝐵 = {𝑏𝑛}∞𝑛=1 – правые концы смежных интервалов

множества 𝐶 и 𝐶∩Q = 𝐵. Тогда подмножество 𝐶 ⊂ 𝑆Q не гомеоморфно 𝑆Q.

Доказательство. Действительно, предположим, что существует гомеомор

физм 𝜙 : 𝑆Q → 𝐶. Рассмотрим множество 𝐽 = 𝑆Q∖(Q∪𝜙−1(𝐵)) ⊂ S. Поскольку

𝜙(𝐽) ⊂ 𝐶 ∖ 𝐵 ⊂ S, то по лемме 2.1 𝐽 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛, где множества 𝐹𝑛 замкнуты в

𝐽 и такие, что 𝜙|𝐹𝑛
– возрастающая функция для каждого 𝑛 ∈ N. Так как 𝑆Q

– бэровское пространство, а 𝐽 – всюду плотное подмножество типа 𝐺𝛿 в 𝑆Q, то

пространство 𝐽 – бэровское по следствию 1.2. Это означает, что для некоторо

го 𝑛 ∈ N множество 𝐹𝑛 содержит внутреннюю точку, т.е. существует интервал

(𝑎, 𝑏) такой, что 𝐽 ∩ (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐹𝑛. Рассмотрим точку 𝑥0 ∈ 𝐽 ∩ (𝑎, 𝑏) и возрастаю

щую последовательность {𝑥𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝐽 ∩ (𝑎, 𝑏), сходящаяся к точке 𝑟0 < 𝑥0 в про

странстве R. Это означает, что в пространстве 𝑆Q последовательность {𝑥𝑘}∞𝑘=1

не имеет предельных точек. Так как 𝜙|𝐹𝑛
– монотонно возрастающее отображе

ние, то последовательность {𝜙(𝑥𝑘)}∞𝑘=1 является возрастающей и ограниченной

сверху числом 𝜙(𝑥0). Следовательно, последовательность {𝜙(𝑥𝑘)}∞𝑘=1 сходится

к некоторой точке 𝑦0 ≤ 𝜙(𝑥0) в евклидовой топологии прямой R. Нетрудно ви

деть, что 𝑦0 ∈ 𝐶 ∖𝐵 и, значит, последовательность {𝜙(𝑥𝑘)}∞𝑘=1 сходится к точке

𝑦0 в топологии пространства 𝑆Q. Полученное противоречие доказывает, что не

существует гомеоморфизма между 𝐶 и 𝑆Q.

2.3. Гомеоморфность пространств 𝐻(𝐴)

В работе В. Четыро и У. Хаттори [27] было доказано, что для всех замкну

тых счетных подпространств 𝐴 ⊂ R, пространство 𝐻(𝐴) гомеоморфно S. В
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этой работе был поставлен вопрос: останется ли этот результат верным, если

множество 𝐴 имеет счетное замыкание в R? Необходимое и достаточное условия

были получены Дж. Кулеза в 2017 году [35, Теорема 6].

Теорема 2.7. Пространства 𝐻(𝐴) и S гомеоморфны тогда и только тогда,

когда 𝐴 разреженное.

Мы дадим альтернативное доказательество необходимости (предложение

2.11 ниже) теоремы Дж. Кулезы оновываясь на концепции Е.В. Щепина о ём

кости [22]. Введем следующее определение.

Пусть (𝑋, 𝜏) — топологическое пространство. Отображение 𝜑 : 𝑋 × 𝜏 →

[0,+∞) называется предёмкостью (a precapacity), если выполняются следую

щие условия:

(i) если 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏 такие, что 𝑉 ⊂ 𝑈 , то 𝜑(𝑥, 𝑈) ≤ 𝜑(𝑥, 𝑉 ),

(ii) если 𝑥 ∈ 𝑋 и каждая линейно упорядоченная система множеств (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 ⊂

𝜏 , то 𝜑(𝑥,
⋃︁
𝑖∈𝐼

𝑈𝑖) = inf
𝑖∈𝐼

𝜑(𝑥, 𝑈𝑖).

Ёмкостью на 𝑋 наывается предёмкость, удовлетворяющая следующим

условиям:

(iii) 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑈 ∈ 𝜏 , то 𝑥 ∈ 𝑈 тогда и только тогда, когда 𝜑(𝑥, 𝑈) = 0,

(iv) для каждого 𝑈 ∈ 𝜏 отображение 𝜑(·, 𝑈) : 𝑋 → R вляется непрерыв

ным.

Хорошо известно и нетрудно видеть, что отображение 𝜑 : S× 𝜏 → [0,+∞)

определенное правилом 𝜑(𝑥, 𝑈) = min{1, 𝑑(𝑥, 𝑈 ∩ (−∞, 𝑥]}, где 𝑑 естественная

метрика на вещественной прямой (с условием 𝑑(𝑥, ∅) = 1), является ёмкостью

в смысле Е.В. Щепина на прямой Зоргенфрея.

Идею следующего предложения можно найти в работе Г. Бенетта и Д. Лат

зера в [24, лемма 2.6]. Если (𝑋,<) линейно упорядоченное множество и 𝑥 ∈ 𝑋,

то обозначим (𝑥,→) множество {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑥 < 𝑦} (множества [𝑥,→), (←, 𝑥],

(←, 𝑥) определяются аналогично).
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Предложение 2.10. Пусть (𝑋, 𝜏,<) линейно упорядоченное топологическое

пространство такое, что для любого 𝑥 ∈ 𝑋 множества вида (𝑥,→), (←, 𝑥],

(←, 𝑥) принадлежат 𝜏 , предёмкость 𝜑 : 𝑋 × 𝜏 → [0,+∞) такая, что для

каждого 𝑦 ∈ 𝑋 𝜑(·, (𝑦,→)) непрерывное в каждой точке 𝑥 ∈ (←, 𝑦]. Тогда

отображение 𝑓𝜑 : 𝑋 → R определенное правилом 𝑓𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥, (𝑥,→)), полуне

прерывно сверху.

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝛿 > 0 такие, что 𝜑(𝑥, (𝑥,→)) < 𝛿. Если

(𝑥,→) =
⋃︁
𝑦>𝑥

(𝑦,→), то по (ii) существует точка 𝑦 > 𝑥 такая, что 𝜑(𝑥, (𝑦,→]) < 𝛿.

Поскольку 𝜑(·, (𝑦,→)) непрерывно в точке 𝑥, то существует окрсность 𝑉 точки

𝑥 в (𝑋, 𝜏) такая, что 𝜑(𝑡, (𝑦,→)) < 𝛿 для всех 𝑡 ∈ 𝑉 . Пусть 𝑊 = (←, 𝑦) ∩ 𝑉 .

Тогда 𝑊 — окрестность точки 𝑥 в (𝑋, 𝜏) и для каждого 𝑡 ∈ 𝑊 по (i) 𝜑(𝑡, (𝑡,→

)) ≤ 𝜑(𝑡, (𝑦,→)) < 𝛿.

Если (𝑥,→) ̸=
⋃︁
𝑦>𝑥

(𝑦,→), то (←, 𝑥] — окрестность точки 𝑥 в (𝑋, 𝜏). Дей

ствительно, если (𝑥,→) ̸=
⋃︁
𝑦>𝑥

(𝑦,→), то существует точа 𝑧 такая, что 𝑧 > 𝑥 и

𝑧 /∈
⋃︁
𝑦>𝑥

(𝑦,→). Тогда (←, 𝑧) – открытое множество и (←, 𝑧) = (←, 𝑥] (если бы

(←, 𝑧) ⊂ (←, 𝑥], то нашелся бы 𝑦 такой, что 𝑥 < 𝑦 < 𝑧 и 𝑧 ∈ (𝑦,→) ⊂
⋃︁
𝑦>𝑥

(𝑦,→),

что невозможно). Положим 𝑊 = (←, 𝑥] ∩𝑊 . Тогда для любого 𝑡 ∈ 𝑊 по (i)

𝜑(𝑡, (←, 𝑡)) ≤ 𝜑(𝑡, (←, 𝑥)) = 𝜑(𝑡, (←, 𝑥]) < 𝛿.

Отображение 𝑓𝜑 из предложения 2.10 ткже используется в следующей лем

ме.

Лемма 2.2. Если на 𝐻(𝐴) существует κ-метрика 𝜑, то 𝐴 = 𝑓−1𝜑 ({0}). В

частности, множество 𝐴 имеет тип 𝐺𝛿 в 𝐻(𝐴), а значит 𝐴 имеет тип 𝐺𝛿

в R.

Доказательство. Из определения пространства𝐻(𝐴) следует, что для каждо

го 𝑥 ∈ 𝐻(𝐴), 𝑥 ∈ (𝑥,→) тогда и только тогда, когда 𝑥 ∈ 𝐴. Другими словами, по
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(iii), 𝑓−1𝜑 ({0}) = 𝐴. Поскольку 𝑓𝜑 полунепрерывно сверху (предложение 2.10),

то множество 𝑓−1𝜑 ({0}) имеет тип 𝐺𝛿 в 𝐻(𝐴). Поскольку точки множества 𝐴

в 𝐻(𝐴) имеют окрестности евклидовой прямой, то множество 𝐴 имеет тип 𝐺𝛿

в R.

Предложение 2.11. Пусть множество 𝐴 ⊂ R такое, что пространства

𝐻(𝐴) и S гомеоморфны. Тогда 𝐴 — разреженное.

Доказательство. Поскольку пространство S и 𝐻(𝐴) гомеоморфны и на S

существует ёмкость, то на 𝐻(𝐴) также существует ёмкость. По лемме 2.2 мно

жество 𝐴 имеет тип 𝐺𝛿 в R и в силу предложения 1.3 множество 𝐴 счетно.

Следовательно, множество 𝐴 — разреженное (аналогично рассуждению в пред

ложении 1.10).
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3. Пространства непрерывных функций

В этом параграфе все рассматриваемые топологические пространства пред

пологаются вполне регулярными.

Через 𝐶𝑝(𝑋) обозначается множество всех непрерывных отображений 𝐶(𝑋)

из 𝑋 в R, наделенное топологией поточечной сходимости, которое являетя то

пологическим векторным пространством.

Стандартная база просранства 𝐶𝑝(𝑋) состоит из множеств вида

𝑊 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑈1, . . . , 𝑈𝑛),

где 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑈1, . . . , 𝑈𝑛 – открытые множества в R, 𝑛 ∈ N, и

𝑊 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑈1, . . . , 𝑈𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) : 𝑓(𝑥𝑖) ∈ 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛}.

Для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 определим функционал 𝛿𝑥 : 𝐶𝑝(𝑋) → R правилом

𝛿𝑥(𝑓) = 𝑓(𝑥) при всех 𝑓 ∈ 𝐶𝑝(𝑋). Хорошо известно следующее

Предложение 3.1. Для любого 𝑥 ∈ 𝑋 отображение 𝛿𝑥 : 𝐶𝑝(𝑋)→ R является

линейным непрерывным функционалом.

Если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 и 𝑥 ̸= 𝑦, то сущестует функция 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) такая, что 𝑓(𝑥) ̸=

𝑓(𝑦). Следовательно, 𝛿𝑥(𝑓) = 𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑦) = 𝛿𝑦(𝑓). Таким образом отображение

𝑥→ 𝛿𝑥 инъективное. В дальнейшем будем отождествлять функционал 𝛿𝑥 с 𝑥.

В линейном пространстве 𝐶𝑝𝐶𝑝(𝑋) рассмотрим подпространство линейных

функционалов

𝐿𝑝(𝑋) =

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖 ∈ 𝐶𝑝𝐶𝑝(𝑋) : 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋,𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 ∈ R, 𝑛 ∈ N

}︃
,

алгебраически порожденное множеством 𝑋. Будем считать, что если функци

онал не яввляется тождественно равным нулю, т.е. 𝑓 ̸≡ 0 то все 𝑥𝑖 различны

и 𝛼𝑖 ̸= 0. В этом случае, для 𝑓 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖, положим l(𝑓) = 𝑛. Если 𝑓 ≡ 0, то

l(𝑓) = 0. Известно, что по отношению к естественным операциям сложения и
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умножения на скаляр в 𝐶𝑝𝐶𝑝(𝑋) пространство 𝐿𝑝(𝑋) – наименьшее линейное

подпространство линейного топологического пространства 𝐶𝑝𝐶𝑝(𝑋), содержа

щее множество 𝑋 (точнее, содержащее образ 𝑋 при гомеоморфном вложении

𝑋 в 𝐶𝑝𝐶𝑝(𝑋)) и множество {𝛿𝑥}𝑥∈𝑋 – алгебраический базис в 𝐿𝑝(𝑋) (базис

Гамеля).

В дальнейшем мы будем иcпользовать некоторые факты, которые можно

найти например в [37], [3].

Предложение 3.2. 𝐿𝑝(𝑋) – локально выпуклое линейное топологическое про

странство над полем R, причем 𝑋 – замкнутое подпространство простран

ства 𝐿𝑝(𝑋).

Предложение 3.3. 𝐿𝑝(𝑋) = (𝐶𝑝(𝑋))⋆

Предложение 3.4. Пусть 𝑋 и 𝑌 топологические пространства. Тогда 𝐶𝑝(𝑋)

и 𝐶𝑝(𝑌 ) линейно гомеоморфны тогда и только тогда, когда 𝐿𝑝(𝑋) и 𝐿𝑝(𝑌 )

линейно гомеоморфны.

Пусть 𝑋 и 𝑌 топологические пространства и пусть 𝑇 : 𝐶𝑝(𝑌 ) → 𝐶𝑝(𝑋)

линейная функция. Для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 носителем в 𝑌 точки 𝑥 относительно

𝑇 называется множество 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥) всех 𝑦 ∈ 𝑌 удовлетворяющих условию: для

любой окрестности 𝑈 точки 𝑦 существует функция 𝑓 ∈ 𝐶(𝑌 ) такая, что 𝑓(𝑌 ∖

𝑈) ⊆ {0} и 𝑇 (𝑓)(𝑥) ̸= 0. Существует альтернативное определение носителей

для линейных непрерывных отображений 𝑇 [37].

Пусть 𝑋 и 𝑌 – топологические пространства и 𝑇 : 𝐶𝑝(𝑌 ) → 𝐶𝑝(𝑋) – ли

нейное непрерывное отображение. Определим сопряженное отображение 𝑇 * :

𝐿𝑝(𝑋) → 𝐿𝑝(𝑌 ) по формуле 𝑇 *(𝐹 ) = 𝐹 ∘ 𝑇 для любого 𝐹 ∈ 𝐿𝑝(𝑋). Тогда

для любой точки 𝑥 ∈ 𝑋 верно 𝑇 *𝑥 ∈ 𝐿𝑝(𝑌 ) и, следовательно, 𝑇 *𝑥 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖,

где 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥) = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛}. Если 𝑇 *𝑦 ≡ 0, то 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑦) = 0. Длиной носителя

называют число |𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥)|. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶𝑝(𝑌 ) верно 𝑇 (𝑓)(𝑥) =

(𝛿𝑥 ∘ 𝑇 )(𝑓) = (𝑇 *𝛿𝑥)(𝑓) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑓(𝑦𝑖).
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Пусть 𝑋 и 𝑌 топологичесие пространства и 𝐹 : 𝑋 → 𝑌 – многозначное

отображение. Многозначное отображение 𝐹 называется полунепрерывным сни

зу в точке 𝑥0 ∈ 𝑋, если для любого открытого множества 𝑉 ⊂ 𝑌 такого,

что 𝐹 (𝑥0) ∩ 𝑉 ̸= ∅ найдется открытая окрестность 𝑈 точки 𝑥0 такая, что

𝐹 (𝑥)∩𝑉 ̸= ∅ для любого 𝑥 ∈ 𝑈 . Если 𝐹 – полунепрерывно снизу в каждой точке

𝑥 ∈ 𝑋, то оно называется полунепрерывным снизу. Если для непрерывного отоб

ражения 𝑇 : 𝐶𝑝(𝑌 ) → 𝐶𝑝(𝑋) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥) ̸= ∅, то многозначное

отображение 𝜙 : 𝑋 → 2𝑌 заданное правилом 𝜙(𝑥) = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥) полунепрерывно

снизу [37].

Положим 𝐿𝑛
𝑝(𝑋) = {𝑧 ∈ 𝐿𝑝(𝑋); l(𝑧) ≤ 𝑛} и 𝑀𝑛

𝑝 (𝑋) = {𝑧 ∈ 𝐿𝑝(𝑋); l(𝑧) =

𝑛} = 𝐿𝑛
𝑝(𝑋) ∖ 𝐿𝑛−1

𝑝 (𝑋). Известно [3], 𝐿𝑛
𝑝(𝑋) замкнуто в 𝐿𝑝(𝑋) для каждого

𝑛 ∈ N и верна следующая теорема о базе точки 𝑦 ∈𝑀𝑛
𝑝 (𝑋) в 𝐿𝑛

𝑝(𝑋).

Теорема 3.1. Пусть 𝑋 – топологическое пространство и 𝑦 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖 ∈

𝑀𝑛
𝑝 (𝑋). Тогда семейство множеств вида 𝑂(𝑉1, . . . , 𝑉𝑛, 𝜀) = {𝑦′ =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼′𝑖𝑥
′
𝑖 :

|𝛼′𝑖 − 𝛼𝑖| < 𝜀, (𝛼𝑖 − 𝜀, 𝛼𝑖 + 𝜀) ∈ R ∖ {0}, 𝑥′𝑖 ∈ 𝑉𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛}, где 𝑉𝑖 – открытые,

попарно непересекающиеся множества в 𝑋 и число 𝜀 > 0, – база точки 𝑦 в

пространстве 𝐿𝑛
𝑝(𝑋).

Напомним, что топологическое пространство 𝑋 называется совершенным,

если любое открытое подмножество имеет тип 𝐹𝜎 в 𝑋. Нетрудно видеть, что в

совешнном пространстве разность двух замкнутых множеств имеет тип 𝐹𝜎.

Лемма 3.1. Пусть 𝑋 и 𝑌 топологические пространства, 𝑋 – совершенное,

𝑇 : 𝐶𝑝(𝑌 ) → 𝐶𝑝(𝑋) – линейное непрерывное отображение и 𝑋𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 :

|𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥)| = 𝑛} и 𝑋0 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑇 *𝑥 = 0}. Тогда 𝑇 *(𝑋𝑛) ⊂ 𝑀𝑛
𝑝 (𝑌 ) и множе

ство 𝑋𝑛 имеет тип 𝐹𝜎 в 𝑋.

Доказательство. Докажем, что для любого 𝑛 ∈ N ножества 𝑍𝑛 = 𝑋 ∖(︃
𝑛⨆︁

𝑖=1

𝑋𝑖

)︃
– открыты в𝑋. Ясно, что𝑋0 – замкнуто в𝑋 и, следовательно, 𝑍0 – от
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крыто в𝑋. Пусть 𝑥0 ∈ 𝑍𝑛. Тогда 𝑇
*(𝑥0) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥0)𝑦𝑖(𝑥0), где𝑚 > 𝑛. Тогда для

каждого 𝑖 = 1,𝑚 существуют попарно непересекающиеся окрестности 𝑈𝑖 точек

𝑦𝑖(𝑥0). Отображение 𝜙 переводит точку 𝑥0 во множество {𝑦𝑖(𝑥0)}𝑚𝑖=1. Поскольку

это отображение 𝜙 является полунепрерывным снизу, то существует окрест

ность 𝑂𝑥0
точки 𝑥0 такая, что для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑂𝑥0

имеем 𝜙(𝑥) ∩ 𝑈𝑖 ̸= ∅

для любого 𝑖 = 1,𝑚. Таким образом, 𝑂𝑥0
⊂ 𝑍𝑛, и значит 𝑍𝑛 открыто в 𝑋 для

любого 𝑛 ∈ N ∪ {0}, а
𝑛⨆︁

𝑖=0

𝑋𝑖 замкнуто для любого 𝑛 ∈ N ∪ {0}.

Поскольку 𝑋 – совершенное пространство, то 𝑋𝑛 =

(︃
𝑛⨆︁

𝑖=0

𝑋𝑖

)︃
∩𝑍𝑛−1 имеет

тип 𝐹𝜎 в 𝑋.

Следствие 3.1. Пусть 𝑋 и 𝑌 топологические пространства, 𝑋 – совер

шенное и 𝑇 : 𝐶𝑝(𝑌 ) → 𝐶𝑝(𝑋) – линейное непрерывное отображение. Если

множество 𝑉 замкнуто в 𝑋, то 𝑉 =
∞⨆︁
𝑛=1

∞⋃︁
𝑖=1

𝐹 𝑛
𝑖 , где 𝐹 𝑛

𝑖 замкнуты в 𝑋 и

𝑇 *(𝐹 𝑛
𝑖 ) ⊂𝑀𝑛

𝑝 (𝑌 ).

Доказательство. По предыдущей теореме 𝑋𝑛 =
∞⋃︁
𝑖=1

Φ𝑛
𝑖 , где множества Φ𝑛

𝑖

замкнуты в 𝑋. Тогда множества 𝐹 𝑛
𝑖 = 𝑉 ∩ Φ𝑛

𝑖 замкнуты в 𝑋 для любых нату

ральных 𝑛 и 𝑖.

Лемма 3.2. Пусть 𝑋 и 𝑌 топологические пространства, 𝑇 : 𝐶𝑝(𝑌 )→ 𝐶𝑝(𝑋)

линейное непрерывное отображение и 𝑋𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑥)| = 𝑛}, т.е. для

любого 𝑥 ∈ 𝑋𝑛 𝑇 *(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥)𝑦𝑖. Тогда множества 𝑋𝑘
𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋𝑛 : |𝛼𝑖(𝑥)| ≤

𝑘, 𝑖 = 1, 𝑛} замкнуты в 𝑋𝑛 для любого 𝑘 ∈ N.

Доказательство. Пусть точка 𝑥0 ∈ 𝑋𝑛 – предельная для 𝑋𝑘
𝑛 . Поскольку

𝑥0 ∈ 𝑋𝑛, то 𝑇
*𝑥0 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥0)𝑦
0
𝑖 . Предположим, что |𝛼𝑗(𝑥0)| > 𝑘 для некоторого
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𝑗 = 1, 𝑛. Рассмотрим окрестность точки 𝑇 *𝑥0 𝑂(𝑈1, . . . , 𝑈𝑛, 𝜀) в 𝐿𝑛
𝑝(𝑌 ), где 𝜀 <

|𝛼𝑗(𝑥0)| − 𝑘. В силу неприрывности отображения 𝑇 * существует окрестность

𝑈𝑥0
такая, что 𝑇 *𝑈𝑥0

⊂ 𝑂(𝑈1, . . . , 𝑈𝑛, 𝜀). Тогда для точки 𝑥 ∈ 𝑋𝑘
𝑛 ∩ 𝑈𝑥0

верно

|𝛼𝑖(𝑥0)− 𝛼𝑖(𝑥)| < 𝜀 для всех 𝑖 = 1, 𝑛. Следовательно получаем противоречие в

силу того, что 𝜀 > |𝛼𝑗(𝑥0)− 𝛼𝑗(𝑥)| ≥ |𝛼𝑗(𝑥0)| − |𝛼𝑗(𝑥)| > |𝛼𝑗(𝑥0)| − 𝑘.

Пусть 𝑇 : 𝐶𝑝(S) → 𝐶𝑝(𝑆𝐴) – линейный гомеоморфизм. В силу того, что

R линейно упорядоченно для каждой точки 𝑡 ∈ 𝑆𝐴 и её носителя 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑡) =

{𝑞1, . . . , 𝑞𝑛} будем пологать 𝑞1 < . . . < 𝑞𝑛, т.е. нумерация точек в носителе

соответствует естественному порядку во множестве вещественных чисел.

Для любого 𝑛 ∈ N определим отображение 𝜋𝑗 : 𝑀𝑛
𝑝 (S) → S правилом

𝜋𝑗

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑞𝑖

)︃
= 𝑞𝑗. Учитывая теорему 3.1 нетрудно видеть, что отображение

𝜋𝑗 является непрерывным на 𝑀𝑛
𝑝 (S) для любого 𝑗 = 1, 𝑛.

Лемма 3.3. Пусть 𝑇 : 𝐶𝑝(S) → 𝐶𝑝(𝑆𝐴) – линейный гомеоморфизм и множе

ство 𝐵 ⊂ 𝑆𝐴 такое, что |𝐵| ≥ ℵ0 и 𝑇 *(𝐵) ⊂𝑀𝑛
𝑝 (S). Тогда существует номер

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 такой, что |(𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)(𝐵)| ≥ ℵ0.

Доказательство. Предположим противное, т.е. для любого 𝑗 = 1, 𝑛 мно

жество (𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)(𝐵) конечно. Поскольку множество (𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *) (𝐵) конечно, то

существует множество 𝐵1 ⊂ 𝐵 такое, что |𝐵1| ≥ ℵ0 и |(𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)(𝐵1)| = 1, т.е.

существует точка 𝑞01 ∈ S такая, что для любого 𝑏 ∈ 𝐵1 имеем 𝑇 *(𝑏) = 𝛼1(𝑏)𝑞
0
1 +

𝑛∑︁
𝑖=2

𝛼𝑖(𝑏)𝑞𝑖(𝑏). Повторяя аналогичное рассуждение для каждого 𝑗 ≤ 𝑛 получаем

набор множеств 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛 таких, что 𝐵𝑗+1 ⊂ 𝐵𝑗, |𝐵𝑗| ≥ ℵ0, |(𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)(𝐵𝑗)| = 1

для любого 𝑗 = 1, 𝑛. Это означает, что существуют точки 𝑞0𝑗 ∈ S, 𝑞01 < . . . < 𝑞0𝑛

такие, что для любой точки 𝑏 ∈ 𝐵𝑛 имеем 𝑇 *(𝑏) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖(𝑏)𝑞
0
𝑖 . Поскольку 𝐵𝑛 –

бесконечно, то существует множество попарно различных точек {𝑏1, . . . , 𝑏𝑛+1} ⊂

𝐵𝑛. Так как 𝑇 * – линейная биекция и множество {𝑏1, . . . , 𝑏𝑛+1} ⊂ 𝐿𝑝(𝑆𝐴) линей

но независимое, то множество {𝑇 *(𝑏1), . . . , 𝑇 *(𝑏𝑛+1)} ⊂ 𝐿𝑝(S) так же линейно
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независимое. Но тогда и векторы 𝛼(𝑏𝑘) = (𝛼1(𝑏𝑘), . . . , 𝛼𝑛(𝑏𝑘)) ∈ R𝑛, где 𝑘 =

1, 𝑛 + 1 линейно независимы, что невозможно.

Теорема 3.2. Пусть 𝐴 ⊂ R. Следующие условия равносильны:

(i) пространства S и 𝑆𝐴 гомеоморфны;

(ii) пространства 𝐶𝑝(S) и 𝐶𝑝(𝑆𝐴) линейно гомеоморфны.

Доказательство. Импликация (i)⇒(ii) очевидна.

(i)⇐(ii). Пусть 𝑇 : 𝐶𝑝(S) → 𝐶𝑝(𝑆𝐴) линейный гомеоморфизм. Тогда отоб

ражение 𝑇 * : 𝐿𝑝(𝑆𝐴) → 𝐿𝑝(S) также линейный гомеоморфизм. Поскольку 𝑆𝐴

замкнуто в 𝐿𝑝(𝑆𝐴), то 𝑇 *(𝑆𝐴) замкнуто в 𝐿𝑝(S). Предположим теперь, что 𝑆𝐴 и

S не являются линейно гомеоморфными. Тогда по теореме 2.1 существует мно

жество 𝑉 ⊂ R, замкнутое в 𝐴 такое, что 𝑉 = 𝑉 ∖ 𝑉 . Положим 𝑉
′
= 𝑉 ∖ 𝐸, где

𝐸 – множество 𝜏𝐴-изолированных точек из 𝑉 . Поскольку 𝑉
′
замкнуто в 𝑆𝐴, то

по следствию 3.1 𝑉
′
=
∞⨆︁
𝑛=1

∞⋃︁
𝑚=1

𝐹 𝑛
𝑚, где 𝐹

𝑛
𝑚 – замкнуты в 𝑆𝐴 и 𝑇 *(𝐹 𝑛

𝑚) ⊂𝑀𝑛
𝑝 (S).

Возможны два взаимоисключающие случая:

1. Либо существует интервал (𝑎, 𝑏) такой, что (𝑎, 𝑏)∩𝑉 ′ ⊂ 𝑉 , либо существует

интервал (𝑎, 𝑏) такой, что (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑉
′ ⊂ 𝑉 ∖ 𝑉 .

2. Для любого интервала (𝑎, 𝑏) верно, что 𝐵 = (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑉
′ ∩ 𝑉 ̸= ∅ тогда и

только тогда, когда 𝐶 = (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑉
′ ∩ (𝑉 ∖ 𝑉 ) ̸= ∅.

Случай 1. Поскольку множество (𝑎, 𝑏) открыто в 𝑆𝐴, а 𝑉
′
- бэровское (так как 𝑉

′

замкнуто в наследственно бэровском пространстве 𝑆𝐴), то множество (𝑎, 𝑏)∩𝑉 ′

- бэровское. Тогда (𝑎, 𝑏)∩𝐹 𝑛
𝑚 замкнуты в (𝑎, 𝑏)∩𝑉 ′ при 𝑛,𝑚 ∈ N. Следовательно,

существуют 𝑛,𝑚 ∈ N и интервал 𝐼 ⊂ (𝑎, 𝑏) такие, что 𝐼∩𝑉 ′ ⊂ 𝐹 𝑛
𝑚 и 𝑇 *(𝐼∩𝑉 ′) ⊂

𝑀𝑛
𝑝 (S).

Пусть интервал (𝑎, 𝑏) такой, что (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑉
′ ⊂ 𝑉 .

Поскольку 𝐼 ∩ 𝑉
′
бэровское, то по лемме 2.1 существует интервал 𝐼1 ⊂ 𝐼

такой, что отображения 𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *|𝐼1∩𝑉 ′ невозрастающее для каждого 𝑗 = 1, 𝑛.
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Положим

𝑅𝑘 =

{︃
𝑡 ∈ 𝐼1 ∩ 𝑉

′
: 𝑇 *(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑡)𝑞𝑖(𝑡), |𝛼𝑖(𝑡)| ≤ 𝑘, 𝑖 = 1, 𝑛

}︃
.

Множества 𝑅𝑘 замкнуты в 𝑋𝑛 по лемме 3.2 и 𝐼1 ∩ 𝑉
′
=
∞⋃︁
𝑘=1

𝑅𝑘. Так как 𝐼1 ∩ 𝑉
′

бэровское, то сущетвуют номер 𝑘 ∈ N и интервал 𝐼2 такие, что 𝐼2 ∩ 𝑉
′ ⊂ 𝑅𝑘.

Поскольку 𝐼2 ∩ 𝑉 ̸= ∅, то существуют точки 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝐼2 ∩ (𝑉 ∖ 𝑉 ), 𝑥0 < 𝑥1,

а так как 𝐼2 ∩ 𝑉
′ ⊂ 𝑉 , то 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝐸, т.е. изолированные в 𝜏𝐴. Пусть точка

𝑡0 ∈ 𝐼2 ∩ 𝑉
′
такая, что 𝑥0 < 𝑡0 < 𝑥1. Выберем убывающую последовательность

{𝑡𝑙}∞𝑙=1 ⊂ 𝐼2 ∩ 𝑉
′
, 𝑡𝑖 < 𝑡0, сходящуюся в евклидовой топологии к точке 𝑡0. Это

означает, что последовательность {𝑡𝑙}∞𝑙=1 в 𝑆𝐴 является расходящейся. Посколь

ку точки 𝑡𝑙 ∈ 𝑅𝑘, то 𝑇 *(𝑡𝑙) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖(𝑡𝑙)𝑞𝑖(𝑡𝑙) и |𝛼𝑖(𝑡𝑙)| ≤ 𝑘 для всех 𝑖, 𝑙 ∈ N. Так

как отображение (𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)|𝐼1∩𝑉 ′ невозрастающее и последовательность {𝑡𝑙}∞𝑙=1

убывающая, то последоательности {𝑞𝑗(𝑡𝑙)}∞𝑙=1 возрастающие и 𝑞𝑗(𝑡𝑙) ≤ 𝑞𝑗(𝑡0) при

всех 𝑗 = 1, 𝑛 и 𝑙 ∈ N. Следовательно последовательности {𝑞𝑗(𝑡𝑙)}∞𝑙=1 сходится к

точкам 𝑞𝑗 в S для каждого 𝑗 = 1, 𝑛. В силу того, что |𝛼1(𝑡𝑙)| ≤ 𝑘, существует

подпоследовательность
{︁
𝑡
(1)
𝑙

}︁∞
𝑙=1

такая, что lim
𝑙→∞

𝛼1

(︁
𝑡
(1)
𝑙

)︁
= 𝛼1. Далее выбира

ем подпоследовательность {𝑡(2)𝑙 }∞𝑙=1 ⊂ {𝑡
(1)
𝑙 }∞𝑙=1 такую, что lim

𝑙→∞
𝛼2(𝑡

(2)
𝑙 ) = 𝛼2. На

n-том шаге получаем подпоследовательность {𝑡(𝑛)𝑙 }∞𝑙=1, для которой существуют

пределы lim
𝑙→∞

𝛼𝑖(𝑡
(𝑛)
𝑙 ) = 𝛼𝑖 для каждого 𝑖 = 1, 𝑛. Нетрудно видеть, что последо

вательность
{︁
𝑇 *
(︁
𝑡
(𝑛)
𝑙

)︁}︁∞
𝑙=1

сходится к точке
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑞𝑖. Таким образом получаем

противоречие тому, что отображение 𝑇 * гомеоморфизм.

Случай, когда существует интервал (𝑎, 𝑏) такой, что (𝑎, 𝑏) ∩ 𝑉
′ ⊂ 𝑉 ∖ 𝑉 ,

доказывается аналогично.

Случай 2. В силу того, что 𝑆𝐴 наследственно бэровское пространство мно

жество 𝑉
′ ⊂ 𝑆𝐴 бэровское и, следовательно, существуют 𝑛,𝑚 ∈ N и интервал

𝐼 такие, что 𝐼 ∩ 𝑉
′ ⊂ 𝐹 𝑛

𝑚 и 𝑇 *(𝐼 ∩ 𝑉
′
) ⊂𝑀𝑛

𝑝 (S).

Поскольку 𝐼 открыто в 𝑆𝐴, а 𝑉
′
– бэровское, то 𝐼 ∩ 𝑉

′
– бэровское [45,
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стр.228]. В данном случае из условия следует, что 𝐼 ∩𝑉 ′ = 𝐵 ⊔𝐶, где 𝐵,𝐶 ̸= ∅.

Следовательно, в силу предложения 2.6 хотя бы одно из множеств 𝐵 или 𝐶 –

второй категории.

Пусть множество 𝐵 второй категории. Тогда по лемме 2.1 𝐵 =
∞⋃︁
𝑘=1

𝐵𝑘,

где 𝐵𝑘 – замкнутые в 𝐵 множеста и отображение (𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)|𝐵𝑘
невозрастающее

для каждого 𝑗 = 1, 𝑛. В силу того, что 𝐵 второй категории, существуют номер

𝑘 ∈ N и интервал 𝐼1 такой, что ∅ ̸= 𝐼1 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐵𝑘. Пусть 𝑡 ∈ 𝐼1 ∩ 𝐶. Тогда

существует возрастающая последовательность {𝑡𝑙}∞𝑙=1 точек множества 𝐼1 ∩ 𝐵

сходящаяся в 𝑆𝐴 к точки 𝑡. В слилу леммы 3.3 существует номер 𝑗 = 1, 𝑛 такой,

что множество {(𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)(𝑡𝑙)}∞𝑙=1 бесконечно. Поскольку отображение 𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *

невозрастающее и последовательность {𝑡𝑙}∞𝑙=1 возрастающая, то она переходит

в убывающую последовательность {(𝜋𝑗 ∘ 𝑇 *)(𝑡𝑙)}∞𝑙=1, т.е. расходится в S. Таким

образом, получаем противоречие, т.к. отображение 𝜋𝑗 ∘ 𝑇 * непрерывное.

Случай, когда множество 𝐶 второй категории доказывается аналогично.
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4. Функции первого класса Бэра

В данной главе мы даем характеристику функций первого класса Бэра

заданных на модификациях прямой Зоргенфрея и пространствах Хаттори. Ре

зультаты этой главы опубликованы в работе [9].

Пусть 𝑋 – топологическое пространство. Отображение 𝑓 : 𝑋 → R называ

ется функцией первого класса Бэра, если существует последовательность непре

рывных функций {𝑓𝑖}∞𝑖=1, поточечно сходящаяся к функции 𝑓 на множестве 𝑋.

Множество всех функций первого класса Бэра обозначается𝐵1(𝑋). В силу того,

что топология 𝑆𝐴 тоньше, чем евклидовая топология прямой, 𝐵1(R) ⊂ 𝐵1(𝑆𝐴),

но обратное включение не верно.

Пример 4.1. Пусть 𝐾 ⊂ (R, 𝜏𝐸) – канторово множество. Тогда

R ∖𝐾 = (−∞, 0) ∪

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

(𝑎𝑛, 𝑏𝑛)

)︃
∪ (1,+∞).

Пусть 𝐵 = {𝑏𝑛}𝑛∈N и возрастающие последовательности {𝑏𝑘𝑛}𝑘∈N, 𝑏𝑘𝑛 ∈ (𝑎𝑛, 𝑏𝑛)

сходятся к точкам 𝑏𝑛. Определим непрерывные функции 𝑓𝑖 : S → R следую

щим образом: 𝑓𝑖(𝑏𝑛) = 1 и 𝑓𝑖(𝑏
𝑖
𝑛) = 0, если 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑖, 𝑓𝑖 линейны на каждом

множестве [𝑏𝑖𝑛, 𝑏𝑛] и 𝑓𝑖(𝑥) = 0, если 𝑥 ∈ R∖
𝑖⨆︁

𝑛=1

[𝑏𝑖𝑛, 𝑏𝑛]. Заметим, что функция

𝑓𝑖 ∈ 𝐶(S), но 𝑓𝑖 /∈ 𝐶(R), так как они имеют разрывы в точках множества

{𝑏1, · · · , 𝑏𝑖}. Нетрудно видеть, что lim
𝑖→∞

𝑓𝑖(𝑥) = 𝜒𝐵(𝑥), где 𝑥 ∈ R и 𝜒𝐵 – харак

теристическая функция множества 𝐵. Таким образом, характеристическая

функция 𝜒𝐵 является функцией первого класса Бэра на S. Так как функция

𝜒𝐵|𝐾 не имеет точек непрерывности на замкнутом в евклидовой топологии

множестве 𝐾, то по теорема Бэра [5] 𝜒𝐵 /∈ 𝐵1(R).

Тот факт, что пространства 𝐵1(R) и 𝐵1(S) различны также следует из [40]

ввиду того, что 𝐵1(R) секвенциально сепарабельно, а 𝐵1(S) - нет (напомним,

что пространство𝑋 называется секвенциально сепарабельным, если существует
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счетное подмножество 𝐷 ⊂ 𝑋 такое, что любая точка 𝑥 ∈ 𝑋 есть предел

некоторой последовательности точек из множества 𝐷).

Функцию 𝑓 , заданную на топологическом пространстве 𝑋 со значениями

в вещественной прямой называют cliquish в точке 𝑥 ∈ 𝑋, если для любого

𝜀 > 0 и любой окрестности 𝑈 точки 𝑥 существует открытое множество ∅ ̸=

𝐺 ⊂ 𝑈 такое, что |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑧)| < 𝜀 для любых двух точек 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺. Функцию

𝑓 называют кликовой, если она кликовая в каждой точке 𝑥 ∈ 𝑋, а множество

всех таких функций обозначается 𝐶𝐿(𝑋). В работе [39] показано, что для любой

кликовой функции 𝑓 , заданной на топологическом пространстве 𝑋, множество

точек разрыва 𝐷𝑓 первой категории в 𝑋. Из этого вытекает следующее

Предложение 4.1. Пусть 𝑋 – бэровское пространство, 𝑓 ∈ 𝐶𝐿(𝑋) и 𝐶𝑓

– множество точек непрерывности функции 𝑓 . Тогда множество 𝐶𝑓 всюду

плотно в 𝑋.

Доказательство. Поскольку 𝑓 ∈ 𝐶𝐿(𝑋) и в силу того, что множество 𝐷𝑓

первой категории, то 𝐷𝑓 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛, где множества 𝐹𝑛 нигде не плотны. Следова

тельно,

𝐶𝑓 = 𝑋 ∖𝐷𝑓 = 𝑋 ∖

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛

)︃
⊇ 𝑋 ∖

(︃ ∞⋃︁
𝑛=1

𝐹𝑛

)︃
=
∞⋂︁
𝑛=1

(𝑋 ∖ 𝐹𝑛).

Тогда множества 𝑋 ∖ 𝐹𝑛 открыты, всюду плотны и поскольку пространство 𝑋

– бэровское, то
∞⋂︁
𝑛=1

(︀
𝑋 ∖ 𝐹𝑛

)︀
всюду плотно в 𝑋. Следовательно, множество 𝐶𝑓

всюду потно в 𝑋.

Теорема 4.1. Пусть 𝑋 – бэровское пространство. Тогда 𝐵1(𝑋) ⊂ 𝐶𝐿(𝑋).

Доказательство. Пусть множество 𝑈 открыто в 𝑋. Тогда подпространство

𝑈 – бэровское (см. [45]). Пусть функция 𝑔 ∈ 𝐵1(𝑋) и 𝑓 = 𝑔|𝑈 . Очевидно, что

𝑓 ∈ 𝐵1(𝑈). Рассмотрим последовательность непрерывных функций {𝑓𝑛}𝑛∈N по

точечно сходящуюся к функции 𝑓 на множестве 𝑈 . Тогда, для любой точки
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𝑥 ∈ 𝑈 последовательность {𝑓𝑛(𝑥)}𝑛∈N является фундаментальной в R. Зафик

сируем 𝜀 > 0 и положим 𝐹𝑝 =
⋂︁

𝑛,𝑚≥𝑝
{𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| ≤ 𝜀

3
}. Ясно,

что 𝑈 =
⋃︁
𝑝∈N

𝐹𝑝. Заметим, что 𝐹𝑝 ∩ 𝑈 – замкнуто в 𝑈 , 𝑈 =
⋃︁
𝑝∈N

(𝐹𝑝 ∩ 𝑈). По

скольку подпространство 𝑈 бэровское, то найдется номер 𝑝0 ∈ N такой, что

int𝑈(𝐹𝑝0 ∩ 𝑈) ̸= ∅. Тогда множество 𝑉 = int𝑈(𝐹𝑝0 ∩ 𝑈) открыто в 𝑈 , а следова

тельно, открыто в 𝑋, и 𝑉 ⊂ 𝐹𝑝0 ∩ 𝑈 . Это означает, что для любых 𝑛,𝑚 ≥ 𝑝0

и точки 𝑥 ∈ 𝑉 верно неравенство |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓𝑚(𝑥)| ≤ 𝜀

3
. Переходя к пределу при

𝑚 → ∞ получаем, что |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜀

3
для любой точки 𝑥 ∈ 𝑉 и 𝑛 ≥ 𝑝0.

В силу непрерывности функции 𝑓𝑝0 существует окрестность 𝑊 ⊂ 𝑉 такая,

что для любых 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑊 и 𝑛 ≥ 𝑝0 верно неравенство |𝑓𝑝0(𝑦) − 𝑓𝑝0(𝑧)| < 𝜀

3
.

Применяя неравенство треугольника для любых 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑊 ⊂ 𝑉 , получаем

|𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑧)| ≤ |𝑓(𝑦)− 𝑓𝑝𝑜(𝑦)||𝑓𝑝𝑜(𝑦)− 𝑓𝑝0(𝑧)|+ |𝑓𝑝0(𝑧)− 𝑓(𝑧)| < 𝜀.

Из предложения 4.1 и теоремы 4.1 получаем

Предложение 4.2. Пусть 𝑋 – наследственно бэровское пространство и функ

ция 𝑓 ∈ 𝐵1(𝑋). Тогда для любого замкнутого множества 𝐹 ⊂ 𝑋 функция 𝑓 |𝐹
на множестве 𝐹 имеет точку непрерывности.

Доказательство следующих трех лемм повторяет доказательства этих утвер

ждений для метризуемых пространств [5]. Мы приведем доказательство только

последней из них.

Лемма 4.1. Пусть 𝑋 – топологическое пространство. Если последователь

ность функций первого класса Бэра {𝑓𝑛}∞𝑛=1, 𝑓𝑛 : 𝑋 → R сходится равномерно

к функции 𝑓 : 𝑋 → R, то 𝑓 ∈ 𝐵1(𝑋).

Лемма 4.2. Пусть 𝑋 – совершенно нормальное пространство. Если 𝑋 =
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖, где множества 𝐴𝑖 имеют тип 𝐹𝜎, то существуют попрано непересе

кающиеся множества 𝐵1, . . . 𝐵𝑛 имеющие тип 𝐹𝜎 в 𝑋 такие, что 𝑋 =
𝑛⨆︁

𝑖=1

𝐵𝑖
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и 𝐵𝑖 ⊂ 𝐴𝑖 для любого 𝑖 = 1, 𝑛.

Лемма 4.3. Пусть 𝑋 – нормальное пространство и 𝑓 : 𝑋 → {𝑐0, . . . , 𝑐𝑛}, где

числа 𝑐0 < . . . < 𝑐𝑛 из R. Если множества 𝐸𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑘} имеют

тип 𝐹𝜎 при 𝑘 = 0, 𝑛, то функция 𝑓 ∈ 𝐵1(𝑋).

Доказательство. Пусть 𝐸𝑘 =
∞⋃︁
𝑖=1

𝐹 𝑘
𝑖 , где множества 𝐹 𝑘

𝑖 замкнуты в 𝑋. Поло

жим 𝐿𝑘
𝑚 =

𝑚⋃︁
𝑖=1

𝐹 𝑘
𝑖 , 𝐿𝑚 =

𝑛⋃︁
𝑘=1

𝐿𝑘
𝑚 и определим функцию 𝜙𝑚 : 𝐿𝑚 → R следующим

образом: 𝜙𝑚(𝑥) = 𝑐𝑘, если 𝑥 ∈ 𝐿𝑘
𝑚. Заметим, что все множества 𝐿𝑘

𝑚 непере

секающиеся и замкнуты в 𝑋 и, следовательно, функция 𝜙𝑚 непрерывная на

𝐿𝑚. Тогда в силу теоремы Титце-Урысона [23] существует непрерывное продол

жение ̃︁𝜙𝑚 : 𝑋 → R такое, что ̃︁𝜙𝑚(𝑥) = 𝜙𝑚(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝐿𝑚. Нетрудно

видеть, что lim
𝑚→∞

̃︁𝜙𝑚(𝑥) = 𝑓(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋.

Для функций первого класса Бэра заданных на метризуемых простран

ствах хорошо известны теорема Лебега и теорема Бэра. Следующие теоремы

являются их аналогами в случае наследственно линделефовых пространств.

Теорема 4.2. Пусть 𝑋 – наследственно линделефово пространство и функ

ция 𝑓 : 𝑋 → R. Функция 𝑓 ∈ 𝐵1(𝑋) тогда и только тогда, когда для любого

открытого множества 𝑈 ⊂ R, его прообраз 𝑓−1(𝑈) имеет тип 𝐹𝜎.

Доказательство. Пусть множество 𝑈 открыто в R. Тогда 𝑈 =
∞⋃︁
𝑘=1

𝐹𝑘, где мно

жества 𝐹𝑘 замкнуты в R и 𝐹𝑘 ⊂ intR 𝐹𝑘+1 для 𝑘 ∈ N. Если функция 𝑓 ∈ 𝐵1(𝑋),

то существует последовательность непрерывных функций {𝑓𝑛}𝑛∈N такая, что

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥). Тогда 𝑓−1(𝑥) =
∞⋃︁
𝑘=1

∞⋂︁
𝑛=𝑘

𝑓−1𝑛 (𝐹𝑘) и, следовательно, множество

𝑓−1(𝑈) имеет тип 𝐹𝜎.

Предположим теперь, что для любого открытого множества 𝑈 ⊂ R, его

прообраз 𝑓−1(𝑈) имеет тип 𝐹𝜎 и функция 𝑓 ограничена сверху и снизу точками
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𝑎 и 𝑏 соответственно. Разобьём множество значений на конечное число проме

жутков точками 𝑎 = 𝑐0 < 𝑐1 < . . . < 𝑐𝑛 = 𝑏 длины не больше
1

𝑛
и положим

𝐴0 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑐1}, 𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑐𝑘−1 < 𝑓(𝑥) < 𝑐𝑘+1}, где 𝑘 = 1, 𝑛− 1

и 𝐴𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑐𝑛−1}. Заметим, что для любого 𝑘 = 0, 𝑛 множества

𝐴𝑘 имеют тип 𝐹𝜎. Тогда для пространства 𝑋 =
𝑛⋃︁

𝑘=0

𝐴𝑘 по лемме 4.2 существу

ют множества 𝐵0, . . . , 𝐵𝑛 типа 𝐹𝜎 такие, что 𝑋 =
𝑛⨆︁

𝑘=0

𝐵𝑘, 𝐵𝑘 ⊂ 𝐴𝑘 для любого

𝑘 = 0, 𝑛.

Введем функцию 𝑓𝑛 : 𝑋 → R, пологая 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑐𝑘 при 𝑥 ∈ 𝐵𝑘 для любого

𝑘 = 0, 𝑛. Согласно лемме 4.3, функция 𝑓𝑛 ∈ 𝐵1(𝑋). Зафиксируем точку 𝑥 ∈ 𝑋.

Тогда для некоторого номера 𝑘 имеем, что 𝑥 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ 𝐴𝑘. Значит 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑐𝑘, а

𝑐𝑘−1 < 𝑓(𝑥) < 𝑐𝑘+1. Отсюда ясно, что |𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| < 1

𝑛
.

Таким образом, при 𝑛→∞ функции 𝑓𝑛 равномерно стремятся к функции

𝑓 и, стало быть по лемме 4.1, функция 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵1(𝑋).

Пусть теперь для любого открытого множества 𝑈 ⊂ R его прообраз 𝑓−1(𝑈)

имеет тип 𝐹𝜎 и функция 𝑓 неограниченная. Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥) = arctg 𝑓(𝑥).

Очевидно, что для любого открытого множества 𝑈 ⊂ R прообраз 𝑔−1(𝑈) есть

множество типа 𝐹𝜎. Функция 𝑔 ограниченая и, следовательно, по предыдущему

рассуждению является функцией первого класса Бэра. Тогда 𝑓(𝑥) = tg(𝑔(𝑥))

есть функция первого класса Бэра.

Теорема 4.3. Пусть пространство 𝑋 наследственно линделефово и функция

𝑓 : 𝑋 → R. Если на всяком непустом замкнутом множестве 𝐹 имеются

точки непрерывности индуцированной функции 𝑓 |𝐹 , то 𝑓 ∈ 𝐵1(𝑋).

Доказательство. В силу теоремы 4.2 достаточно показать, что прообраз от

крытого множества имеет тип 𝐹𝜎.

Пусть 𝑝, 𝑞 ∈ R, 𝑝 < 𝑞. Положим 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) > 𝑝}, 𝑄 = {𝑥 ∈

𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑞}. Тогда 𝑋 = 𝑃 ∪ 𝑄. Используя метод трансфинитной индукции,
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определим 𝜔1-последовательности замкнутых множеств {𝐹𝛽 ⊂ 𝑋 : 𝛽 < 𝜔1} и

открытых множеств {𝑈𝛽 ⊂ 𝑋 : 𝛽 < 𝜔1} таких, что 𝐹𝛼 ⊂ 𝐹𝛽 при 𝛽 < 𝛼 и для

любого 𝛽 либо 𝑈𝛽 ∩ 𝐹𝛽 ⊂ 𝑃 , либо 𝑈𝛽 ∩ 𝐹𝛽 ⊂ 𝑄. Пусть 𝐹0 = 𝑋 и 𝑈0 – окрест

ность некоторой точки непрерывности функции 𝑓 такая, что 𝑈0 принадлежит 𝑃

или 𝑄. Предположим, что для всех 𝛽 < 𝛼 определены семейство открытых мно

жеств {𝑈𝛽}𝛽<𝛼 и убывающее семейство замкнутых множеств {𝐹𝛽}𝛽<𝛼 таких, что

если 𝛽 – непредельный ординал, то 𝐹𝛽 = 𝐹𝛽−1 ∖𝑈𝛽−1, 𝑈𝛽−1 – окрестность точки

непрерывности функции 𝑓 |𝐹𝛽−1
такая, что для каждого 𝑥 ∈ 𝑈𝛽−1 либо 𝑓(𝑥) > 𝑝,

либо 𝑓(𝑥) < 𝑞, и если 𝛽 – предельный ординал, то 𝐹𝛽 =
⋂︁
𝛾<𝛽

𝐹𝛾, 𝑈𝛽 – окрест

ность точки непрерывности функции 𝑓 |𝐹𝛽
такая, что 𝑓(𝑈𝛽−1∩𝐹𝛽−1) ⊂ (𝑝,+∞),

либо 𝑓(𝑈𝛽−1 ∩ 𝐹𝛽−1) ⊂ (−∞, 𝑞). Если 𝛼 такое, что существует 𝛼 − 1, положим

𝐹𝛼 = 𝑋 ∖(𝑈0 ∪ . . . ∪ 𝑈𝛼−1). Заметим, что 𝐹𝛼 = 𝐹𝛼−1∖𝑈𝛼−1 и 𝐹𝛼 ⊆ 𝐹𝛼−1. Если 𝛼 –

предельный ординал, то 𝐹𝛼 =
⋂︁
𝛽<𝛼

𝐹𝛽. Пусть 𝑈𝛼 – окрестность точки непрерывно

сти функции 𝑓 |𝐹𝛼
такая, что множество 𝑈𝛼∩𝐹𝛼 входит в 𝑃 или 𝑄. Если для лю

юого 𝛼 < 𝜔1 𝐹𝛼 ̸= ∅, то мы получаем убывающую систему замкнутых множеств

{𝐹𝛼}𝛼<𝜔1
, причем 𝐹𝛼+1 ̸= 𝐹𝛼 по построению. Но тогда возрастающая система

открытых множеств {𝑋 ∖𝐹𝛼}𝛼<𝜔1
является открытым покрытием подпростран

ства
⋃︁
𝛼<𝜔1

(𝑋 ∖ 𝐹𝛼) ⊂ 𝑋. Но это противоречит наследственной линделефовости

пространства 𝑋, так как из этого покрытия нельзя счетного подпокрытия (в си

лу условий 𝑋 ∖𝐹𝛼 $ 𝑋 ∖𝐹𝛼+1, 𝑈𝛼 $ 𝑈𝛼+1). Следовательно, существует наимень

ший ординал 𝛼 < 𝜔1 такой, что 𝐹𝛼 = ∅. Но тогда 𝑋 =
⨆︁
𝛽<𝛼

(𝐹𝛽 ∖ 𝐹𝛽+1).Положим

𝑇 = {𝛽 < 𝛼 : 𝐹𝛽∖𝐹𝛽+1 ⊂ 𝑃}, 𝐿 = {𝛽 < 𝛼 : 𝐹𝛽∖𝐹𝛽+1 ⊂ 𝑄}∖𝑇 . Ясно, что 𝐿∩𝑇 = ∅

и 𝐿 ∪ 𝑇 = [0, 𝛼). Тогда 𝑋 = 𝐴 ∪𝐵, где 𝐴 =
⋃︁
𝛽∈𝑇

(𝐹𝛽 ∖ 𝐹𝛽+1), 𝐵 =
⋃︁
𝛽∈𝐿

(𝐹𝛽 ∖ 𝐹𝛽+1).

Поскольку 𝑋 – наследственно линделефово пространство для любого 𝛽 < 𝛼

множества 𝐹𝛽 ∖𝐹𝛽+1 = 𝐹𝛽 ∩ (𝑋 ∖ 𝐹𝛽+1) имеют тип 𝐹𝜎 и, значит, множества 𝐴 и

𝐵 имеют тип 𝐹𝜎. Заметим, что 𝐴 ⊂ 𝑃 , 𝐵 ⊂ 𝑄 и 𝐴 ∩𝐵 = ∅.

Таким образом, для любых чисел 𝑝, 𝑞 ∈ R, где 𝑝 < 𝑞 верно, что 𝑋 = 𝐴∩𝐵,
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𝐴 ⊂ 𝑃 , 𝐵 ⊂ 𝑄, множества 𝐴, 𝐵 имеют тип 𝐹𝜎. Фиксируем число 𝑝 ∈ R и

последовательность 𝑞1 > 𝑞2 > . . . такую, что 𝑝 = lim
𝑛→∞

𝑞𝑛. Для каждой пары 𝑝,

𝑞𝑛 построим множества 𝑃 , 𝑄𝑛, 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, как это сделано выше для пары 𝑝, 𝑞.

Для каждого 𝑛 ∈ N 𝑋 = 𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛, где 𝐴𝑛 ∩ 𝐵𝑛 = ∅, множества 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 имеют

тип 𝐹𝜎, 𝐴𝑛 ⊂ 𝑃 , 𝐵𝑛 ⊂ 𝑄𝑛, а 𝑄𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥) < 𝑞𝑛}. Положим 𝑅 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐴𝑛,

𝑊 =
∞⋂︁
𝑛=1

𝐵𝑛. Тогда 𝑅 ∩ 𝑊 = ∅, 𝑋 = 𝑅 ⊔ 𝑊 и множество 𝑅 имеет тип 𝐹𝜎.

Покажем, что 𝑃 = 𝑅. Пусть 𝑥 ∈ 𝑃 . Тогда найдется число 𝑛 ∈ N такое, что

𝑓(𝑥) > 𝑞𝑛 и 𝑥 ̸= 𝑄𝑛. Значит 𝑥 ̸= 𝑊 . Следовательно 𝑥 ∈ 𝑅. Таким образом,

множество 𝑃 имеет тип 𝐹𝜎. Аналогичный результат справедлив для множества

𝑄. Отсюда получаем, что множество 𝑓−1(𝑝, 𝑞) имеет тип 𝐹𝜎 для любых 𝑝 < 𝑞.

Следовательно прообраз любого открытого множества имеет тип 𝐹𝜎.

Из предложения 4.2 и теоремы 4.3 получеем следующий критерий для

функций первого класса Бэра.

Теорема 4.4. Пусть пространство 𝑋 наследственно линделефово и наслед

ственно бэровское. Функция 𝑓 : 𝑋 → R принадлежит 𝐵1(𝑋) тогда и только

тогда, когда для любого непустого замкнутого подмножества 𝐹 ⊂ 𝑋 функ

ция 𝑓 |𝐹 имеет точку непрерывности.

Заметим, что пространства 𝑆𝐴 и пространства Хаттори 𝐻(𝐴) удовлетво

ряют условию теоремы 4.4 и, следовательно, получен критерий для веществен

нозначных функций первого класса Бэра заданных на этих пространствах.

Теорема 4.5. Пусть 𝐴 ⊂ R – произвольное подмножество, 𝐸 = 𝑆𝐴 или

𝐸 = 𝐻(𝐴). Функция 𝑓 : 𝐸 → R принадлежит 𝐵1(𝐸) тогда и только тогда,

когда для любого непустого замкнутого подмножества 𝐹 ⊂ 𝐸 функция 𝑓 |𝐹
имеет точку непрерывности.
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Заключение

По итогам проведенного исследования получены следующие результаты:

∙ установлены свойства модификаций прямой Зоргенфрея и пространств

Хаттори;

∙ получены необходимые и достаточные условия гомеоморфности прямой

Зоргенфрея и ее модификаций;

∙ получено необходимое условие гомеоморфности прямой Зоргенфрея и

пространств Хаттори;

∙ получены необходимые и достаточные условия l-эквивалентности про

странств непрерывных функций, заданных на прямой Зоргенфрея и ее моди

фикациях в топологии поточечной сходимости;

∙ получены характеристики функций первого класса Бэра, заданных на

прямой Зоргенфрея, ее модификациях и пространствах Хаттори.

Дальнейшие исследования могут быть посвящены линейной гомеоморф

ной (равномерной топологической) классификации пространств непрерывных

функций, заданных на пространствах Хаттори.



Список условных обозначений

В работе принята двойная нумерация теорем и формул, самостоятельная

в каждой главе.

N – множество натуральных чисел;

Z – множество целых чисел;

Q – множество рациональных чисел;

R – пространство вещественных чисел, наделенное стандартной евклидо

вой топологией 𝜏𝐸;

S – прямая Зоргенфрея (или «стрелка»), представляющая собой множе

ство вещественных чисел, топология в котором порождена базой {(𝑎, 𝑏] : 𝑎, 𝑏 ∈

R, 𝑎 < 𝑏} и обозначется 𝜏0.

𝑋 обозначается замыкание множества 𝑋 ⊂ R в пространстве (R, 𝜏𝐸);

𝑋
𝑌
обозначается замыкание множества 𝑋 ⊂ 𝑌 в пространстве (𝑌, 𝜏);

int𝑋 – внутренность множества 𝑋 в пространстве (R, 𝜏𝐸);

int𝑌 𝑋 – внутренность множества 𝑋 ⊂ 𝑌 в пространстве (𝑌, 𝜏);

|𝑋| – мощность множества 𝑋;

Если {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 – семейство попарно непересекающихся множеств, то для объ

единения этх множеств используется обозначение
⨆︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 вместо
⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖.

𝜔 – первый бесконечный ординал;

𝜔1 – первый несчетный ординал;

𝑖𝑑 – тождественное отображение;

𝑓 |𝐴 – сужение отображения 𝑓 : 𝑋 → R на множество 𝐴 ⊂ 𝑋;

𝜒𝐴 – характеристическая функция множества 𝐴 ⊂ 𝑋;

𝐶𝑝(𝑋) – пространство непрерывных вещественнозначных функций задан

ных на вполне регулярном тихоновском пространстве 𝑋 и наделенное тополо

гией поточечной сходимости. База окрестностей нуля состоит из множеств вида

𝑈(0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝜀) = {𝑥 ∈ 𝐶𝑝(𝑋) : |𝑥(𝑡𝑖)| < 𝜀, 𝑡𝑖 ∈ 𝑋, 𝑖 = 1, 𝑛};
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𝐵1(𝑋) – множество всех вещественнозначных функций первого класса

Запись 𝑋 ∼ 𝑌 означает, что линейные топологические пространства 𝑋 и

𝑌 линейно гомеоморфны;

� – конец доказательства.
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