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Список обозначений

В данной работе под словом «группа» понимается абелева группа.

Обозначаются группы большими латинскими буквами 𝐴, 𝐵, . . . .

N – множество натуральных чисел;

P – множество всех простых чисел, расположенных в порядке

возрастания;

Q – полная рациональная группа;

Z – группа целых чисел;

Z(𝑛) — циклическая группа порядка 𝑛 ;⨁︀
– прямая сумма;∏︀
– прямое произведение;

Hom(𝐴, 𝐵) – группа гомоморфизмов из группы 𝐴 в группу 𝐵 ;

𝐸(𝐴) – кольцо эндоморфизмов группы 𝐴 ;

𝐽(𝑅) — радикал Джекобсона кольца 𝑅 ;

Im(𝑓) — образ гомоморфизма 𝑓 ;

Ker(𝑓) — ядро гомоморфизма 𝑓 ;
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𝐴 /𝐵 – факторгруппа группы 𝐴 по подгруппе 𝐵 ;

⟨𝑀⟩ — подгруппа, порождённая подмножеством 𝑀 ;

𝐴[𝑛] — подгруппа {𝑎 ∈ 𝐴 | 𝑛𝑎 = 0} группы 𝐴 ;

𝐴𝑝 — 𝑝–компонента группы 𝐴 ;

ℎ(𝑎) — высота элемента 𝑎 ;

𝑜(𝑎) — порядок элемента 𝑎 ;

𝑝 — простое число;

Q — группа или поле всех рациональных чисел;

Q𝑝 — группа или кольцо всех рациональных чисел, знаменатели

которых взаимно просты с простым числом 𝑝 ;

Q𝜋 — группа или кольцо всех рациональных чисел, знаменатели

которых взаимно просты с каждым 𝑝 из 𝜋 , где 𝜋 — некоторое

подмножество множества всех простых чисел;

𝑡(𝐴) — тип однородной абелевой группы без кручения 𝐴 .
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Введение

Актуальность темы. Пусть 𝑅 — кольцо с единицей. Элемент 𝑟

кольца 𝑅 называется чистым, если его можно представить в виде 𝑟 =

𝑢+𝑒 , где 𝑒 — идемпотент, а 𝑢 — обратимый элемент кольца 𝑅 . Кольцо

𝑅 называется чистым, если всякий его элемент является чистым.

Понятие чистого кольца было предложено Николсоном в 1977 году как

пример кольца, в котором идемпотенты поднимаются по модулю любо-

го левого (правого) идеала [23]. То есть каждое чистое кольцо является

заменяемым кольцом. Кроме того, Николсоном было доказано [23], что

кольцо с центральными идемпотентами является чистым тогда и только

тогда, когда оно заменяемо. В то же время имеется пример регулярно-

го кольца, которое не является чистым [20]. Согласно [23], регулярные

кольца являются заменяемыми кольцами, следовательно, класс чистых

колец является собственным подклассом класса заменяемых колец.

В 1936 году фон Нейман предложил определение регулярного элемен-

та: элемент 𝑟 кольца 𝑅 называется регулярным, если найдется такой
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элемент 𝑥 ∈ 𝑅 , что 𝑟 = 𝑟𝑥𝑟 ; кольцо 𝑅 называется регулярным (по

фон Нейману), если каждый его элемент 𝑟 — регулярный. Элемент 𝑟

кольца 𝑅 называется обратимо-регулярным, если найдется такой эле-

мент 𝑣 ∈ 𝑈(𝑅) , что 𝑟 = 𝑟𝑣𝑟 , или, что эквивалентно, 𝑟 = 𝑢 · 𝑒 , где 𝑒

— идемпотент, а 𝑢 — обратимый элемент кольца 𝑅 . Кольцо 𝑅 называ-

ется обратимо-регулярным, если всякий его элемент является обратимо-

регулярным. Таким образом, чистые кольца являются аддитивным ана-

логом обратимо-регулярных колец.

Доказано, что полусовершенные и обратимо-регулярные кольца явля-

ются чистыми [10] , [9]. Кроме того, если кольцо не содержит бесконеч-

ных множеств ортогональных идемпотентов, то свойства кольца быть

заменяемым, чистым и полусовершенным совпадают [9].

Понятие чистоты также было рассмотрено применительно к кольцам

без единицы, в том числе была показана справедливость приведённого

выше результата: кольцо с центральными идемпотентами является чи-

стым тогда и только тогда, когда оно заменяемо [26] (согласно определе-

нию Ара [6]).

Ряд авторов продолжил изучение чистых колец, наделённых дополни-

тельными свойствами. Например, рассмотрены примеры чистых колец, в

которых разложение каждого элемента кольца в виде суммы идемпотен-

та и обратимого элемента определены единственным образом. Удалось
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показать связь колец, удовлетворяющих данному свойству, с булевыми

кольцами [27].

Отдельным направлением в изучении чистоты колец стали строго чи-

стые кольца: в этом случае каждый элемент кольца должен быть пред-

ставим в виде суммы идемпотентного и обратимого элементов, которые

коммутируют между собой [12], [24].

Большое количество работ посвящено изучению чистоты и строгой

чистоты треугольных матриц [14], [7], а также произвольных матриц над

различными кольцами [29]: коммутативными [15], [13], [8], локальными

[21], [30].

В случае, когда 𝑅 является кольцом эндоморфизмов некоторого мо-

дуля, появляются новые описания свойства чистоты, которые могут ока-

заться полезными при изучении условий чистоты кольца 𝑅 . В частности,

если 𝑓 — чистый элемент кольца эндоморфизмов модуля 𝑀 , это озна-

чает, что существует такой идемпотентный эндоморфизм 𝑒 модуля 𝑀 ,

что 𝑓 совпадает на Ker (𝑒) с некоторым автоморфизмом модуля 𝑀 .

Эта тематика привлекла в последнее время внимание многих специали-

стов. Например, было доказано, что является чистым кольцо линейных

операторов векторного пространства над полем произвольной размерно-

сти [28]. Впоследствии была доказана справедливость данного результа-

та для векторного пространства над телом [25]. Кроме того, доказана
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чистота колец эндоморфизмов непрерывного модуля [11], проективного

модуля над правым совершенным кольцом [25].

Следует отметить, что в теории абелевых групп большой интерес вы-

зывает вопрос о связи элементов кольца эндоморфизмов абелевых групп

и его обратимых элементов - автоморфизмов [17], в том числе те случаи,

когда эндоморфизмы представимы в виде суммы автоморфизмов [22]. В

связи с этим появляется дополнительный интерес к изучению свойства

чистоты таких колец.

В своей работе [18] Голдсмит и Вамош рассмотрели вопросы чистоты

колец эндоморфизмов периодических абелевых групп. Было показано,

что кольцо эндоморфизмов тотально проективной периодической группы

является чистым тогда и только тогда, когда эта группа ограничена.

Отметим, что чистые кольца также привлекают внимание российских

учёных: данному классу колец посвящён параграф в монографии Туган-

баева А.А. [4].

Таким образом, изучение свойства чистоты колец эндоморфизмов раз-

личных модулей, в том числе абелевых групп, является актуальной за-

дачей, привлекающей внимание специалистов в области теории колец,

модулей и абелевых групп.

Цель работы. Целью диссертационной работы является изучение
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вопросов чистоты колец эндоморфизмов различных классов абелевых

групп: вполне разложимых групп (группы без кручения), прямых сумм

циклических групп (периодические группы), SP-групп (смешанные груп-

пы).

Общая методика исследования. В диссертации используются ме-

тоды и приёмы теории абелевых групп, колец и модулей.

Научная новизна. Все основные результаты диссертационной рабо-

ты являются новыми. Ниже перечислены основные результаты.

∙ Дано полное описание вполне разложимых групп с чистыми коль-

цами эндоморфизмов.

∙ Найдены достаточные условия чистоты эндоморфизмов прямых сумм

циклических групп.

∙ Доказана чистота колец эндоморфизмов самомалых 𝑆𝑃 -групп ко-

нечного ранга без кручения.

∙ Найдены достаточные условия, при которых чистота кольца эн-

доморфизмов 𝑆𝑃 –группы конечного ранга влечет самомалость самой

группы.

∙ Доказана чистота колец эндоморфизмов 𝑆𝑃 –групп ранга 1 и 2 с

циклическими 𝑝–компонентами без бесконечных периодических прямых

слагаемых.

∙ Найдены достаточные условия чистоты эндоморфизмов 𝑆𝑃 –групп
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конечного ранга с циклическими p-компонентами.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты диссерта-

ционной работы имеют теоретическое значение и могут быть использо-

ваны в исследованиях по теории абелевых групп и колец, а также при

чтении спецкурсов для бакалавров, магистрантов и аспирантов.

Апробация результатов. Результаты диссертационной работы до-

кладывались на Международных молодежных научных форумах

«Ломоносов-2011», «Ломоносов-2013» (Москва, 2011. 2013), на всерос-

сийских симпозиумах «Абелевы группы и модули» (Бийск, 2010. 2012),

на Всероссийской конференции по математике и механике, посвященной

135–летию Томского государственного университета и 65–летиюМеханико–

математического факультета (Томск, 2013).

Основные результаты неоднократно докладывались на семинарах кафед-

ры алгебры Томского государственного университета и дважды — на се-

минаре кафедры алгебры Московского педагогического государственно-

го университета (2011, 2013). По теме диссертации опубликовано 9 работ,

три из них — в журналах, которые включены в перечень российских ре-

цензируемых научных изданий, рекомендованных Высшей аттестацион-

ной комиссией при Министерстве образования и науки Российской Феде-

рации для опубликования основных научных результатов диссертаций.

Структура и объём работы. Диссертационная работа состоит из
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введения, списка обозначений, двух глав и списка литературы. Работа

изложена на 110 страницах. Библиография содержит 30 наименований.

Содержание работы. Все рассматриваемые в работе группы явля-

ются абелевыми.

В первой главе диссертации рассматриваются вопросы чистоты колец

эндоморфизмов для некоторых классов абелевых групп: вполне разло-

жимых абелевых групп (группы без кручения) и прямых сумм цикличе-

ских групп (периодические группы).

В первом параграфе данной главы вводится ключевое понятия чисто-

ты кольца, излагаются общие результаты, дающие необходимые и доста-

точные условия чистоты кольца эндоморфизмов абелевой группы. Ниже

приведено определение чистого кольца.

Пусть 𝑅 — кольцо с единицей. Элемент 𝑟 кольца 𝑅 называется чи-

стым, если его можно представить в виде 𝑟 = 𝑢+𝑒 , где 𝑒 — идемпотент,

а 𝑢 — обратимый элемент кольца 𝑅 . Кольцо 𝑅 называется чистым, если

всякий его элемент является чистым.

Во втором параграфе приводятся достаточные условия чистоты эн-

доморфизмов прямых сумм циклических групп. Основным результатом

второго параграфа является следующая теорема.

Теорема 1.13 Пусть 𝐴 =
∞⨁︀
𝑛=1

𝐵𝑛 , где 𝐵𝑛 =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑛

< 𝑎𝑖𝑛 > , < 𝑎𝑖𝑛 > ∼=
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Z(𝑝𝑛) , 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) . Если 𝐿 =
⨁︀
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 , где 𝐽 ⊆ N , причём 𝑓(𝐴) ⊆ 𝐿 и

𝑓 |𝐿— чистый элемент кольца 𝐸(𝐿) , то 𝑓 — чистый элемент в 𝐸(𝐴) .

В третьем параграфе даётся полное описание вполне разложимых

групп с чистыми кольцами эндоморфизмов. Основным результатом тре-

тьей главы является следующая теорема.

Теорема 1.16 Если 𝐵 — вполне разложимая группа с редуцирован-

ной частью 𝐴 , то кольцо эндоморфизмов группы 𝐵 — чистое тогда

и только тогда, когда

𝐴 =
⨁︀
𝑝∈Π

(
𝑛𝑝⨁︀
𝑖=1

𝐴𝑖
𝑝) ,

где Π — некоторое множество простых чисел, 𝐴𝑖
𝑝 ∼= Q𝑝 (𝑝 ∈ Π, 𝑖 =

1, ..., 𝑛𝑝, 𝑛𝑝 ∈ N) .

Во второй главе изучаются 𝑆𝑃 –группы с чистыми кольцами эндомор-

физмов. Данные группы были введены в работах А. А. Фомина [16] и П.

А. Крылова [2]. В начале главы приводится определение 𝑆𝑃 –группы.

Напомним опеределение 𝑆𝑃 –группы.

Редуцированная смешанная абелева группа 𝐴 с бесконечным чис-

лом ненулевых 𝑝–компонент называется 𝑆𝑃 –группой, если естествен-

ное вложение
⨁︀
𝑝
𝐴𝑝 −→

∏︀
𝑝
𝐴𝑝 продолжается до сервантного вложения

𝐴 −→
∏︀
𝑝
𝐴𝑝 . Здесь и далее предполагается, что 𝑝 пробегает множество

всех простых чисел P , относящихся к 𝐴 , то есть таких, что 𝐴𝑝 ̸= 0 .
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В первом параграфе приводятся результаты, описывающие самома-

лые 𝑆𝑃 –группы с чистыми кольцами эндоморфизмов. Ниже приведены

основные результаты данного параграфа.

Теорема 2.2 Пусть 𝐴 — самомалая 𝑆𝑃 –группа конечного ранга.

Тогда кольцо 𝑅 является чистым.

Теорема 2.5 Пусть 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа конечного ранга, не имеющая

бесконечных периодических прямых слагаемых, и 𝐴𝑝
∼= Z𝑝 для всякого

𝑝 ∈ P . Если при этом кольцо 𝑅 является чистым, то 𝐴 — самомалая

группа.

Второй параграф посвящён исследованию строения колец эндомор-

физмов SP-групп ранга 1 с циклическими 𝑝 -компонентами: доказана их

чистота, найдено описание радикала Джекобсона колец эндоморфизмов

данных групп. Основные результаты данного параграфа приведены в

следующих теоремах.

Теорема 2.7 Для любого эндоморфизма 𝑓 𝑆𝑃 –группы группы 𝐴

ранга 1 с циклическими 𝑝–компонентами найдётся такое конечное

множество Ω ⊂ P , что справедливо одно из условий:

∙ 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 (если 𝑓𝐴 ⊆ 𝑇 (𝐴) ),

∙ 1− 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 (если 𝑓𝐴 * 𝑇 (𝐴) ),

где 𝐶 — дополнительное прямое слагаемое к
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 .
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Теорема 2.9 𝐽(𝐸(𝐴)) = 𝐻(𝐴) .

В теореме 𝐻(𝐴) = {𝛼 ∈ 𝐸(𝐴) | 𝛼 |𝐴[𝑝]∈ 𝐻(𝐴𝑝) для каждого 𝑝 ∈ P}

— аналог идеала Пирса для 𝑆𝑃 –групп, предложенный Крыловым П.А.

(см. [3]).

Третий параграф содержит результаты, дающие достаточные условия

чистоты эндоморфизмов 𝑆𝑃 –групп конечного ранга с циклическими p-

компонентами, а также доказательство чистоты колец эндоморфизмов

𝑆𝑃 –групп ранга 2 с циклическими 𝑝–компонентами. Ниже приведены

основные результаты данного раздела.

Теорема 2.11 Пусть 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа конечного ранга с цикличе-

скими p-компонентами. Для любого эндоморфизма 𝑓 ∈ Hom(𝐴, 𝑇 (𝐴))

найдётся такое конечное множество Ω ⊂ P , что 1 − 𝑓 — автомор-

физм группы 𝐶 , где 𝐶 — дополнительное прямое слагаемое к
⨁︀
𝑝∈Ω

𝐴𝑝 .

Теорема 2.13 Кольцо эндоморфизмов 𝑆𝑃 –группы ранга 2 с цикличе-

скими 𝑝 -компонентами, не имеющей бесконечных периодических пря-

мых слагаемых, является чистым.

Автор выражает искреннюю признательность научному руководите-

лю профессору Петру Андреевичу Крылову за неоценимый вклад в раз-

витие данной работы: помощь в постановке задачи, внимание к научной

работе, помощь в оформлении статей и данной диссертации.
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Глава 1

Некоторые классы абелевых групп с

чистыми кольцами эндоморфизмов

В данной главе вводится понятие чистого кольца, приводятся приме-

ры чистых колец, рассматриваются основные результаты, позволяющие

свести изучение чистоты колец эндоморфизмов абелевых групп к реду-

цировнному случаю. Далее рассматриваются вопросы чистоты колец эн-

доморфизмов прямых сумм циклических 𝑝–групп и вполне разложимых

групп без кручения, приводятся необходимые и достаточные условия чи-

стоты эндоморфизмов перечисленных групп.
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1.1 Понятие чистого кольца, примеры и общие фак-

ты

Определение 1.1. Элемент кольца называется чистым1, если он явля-

ется суммой обратимого и идемпотентного элементов этого кольца.

Определение 1.2. Кольцо называется чистым, если каждый его эле-

мент является чистым элементом этого кольца.

Следующая лемма описывает связь локальных и чистых колец.

Лемма 1.1. Пусть 𝑅 — неразложимое кольцо, тогда 𝑅 — локальное

тогда и только тогда, когда 𝑅 — чистое.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝑅 –– локальное кольцо, тогда

для каждого 𝑟 ∈ 𝑅 либо 𝑟 , либо 1 − 𝑟 обратим. Если обратим 𝑟 , то

𝑟 = 𝑟 + 0 . Если обратим 1− 𝑟 , то 𝑟 = 1 + (𝑟 − 1) . По определению 1.1

𝑅 –– чистое кольцо.

Достаточность. Пусть 𝑅 — чистое, тогда для каждого 𝑟 ∈ 𝑅 𝑟 =

𝑒+𝑢 , где 𝑒 –– идемпотент, 𝑢 –– обратимый. Так как 𝑅 –– неразложимое

кольцо, то 𝑒 = 0 , либо 𝑒 = 1 . Тогда для всякого 𝑟 ∈ 𝑅 либо 𝑟 обратим

и 𝑟 = 0 + 𝑟 , либо 1–𝑟 обратим и 𝑟 = 1 + (𝑟 − 1 ). Следовательно, 𝑅 ––

локальное кольцо.
1в англоязычной терминологии clean
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Рассмотрим далее один из примеров чистых колец - локальные под-

кольца поля рациональных чисел.

Теорема 1.2. Подкольцо 𝑅 $ Q — локальное кольцо тогда и только

тогда, когда 𝑅 = Q𝑝 для некоторого простого числа 𝑝 .

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝑅 = Q𝜋 , где 𝜋 = {𝑝𝑖}𝑖∈𝐼 —

некоторое множество простых чисел, упорядоченных по возрастанию,

𝐼 ⊆ N . Известно, что 𝑅 — локальное кольцо тогда и только тогда, когда

для любого элемента 𝑎 ∈ 𝑅 либо 𝑎 , либо 1−𝑎 обратим. Так как 𝑎 ∈ 𝑅 ,

то найдутся такие 𝑛 ∈ Z , 𝑚 ∈ N , что 𝑎 = 𝑛
𝑚 , (𝑚, 𝑝𝑖) = 1 , для всякого

𝑖 ∈ 𝐼 . Элемент 𝑎 обратим тогда и только тогда, когда (𝑛, 𝑝𝑖) = 1 для

всякого 𝑖 ∈ 𝐼 .

Предположим, что существуют по крайней мере два простых числа 𝑝1

и 𝑝2 , отличных друг от друга и принадлежащих 𝜋 . Рассмотрим элемент

𝑎 = 𝑝1
𝑝1−𝑝2

. Покажем, что 𝑎 ∈ 𝑅 , то есть (𝑝1 − 𝑝2, 𝑝𝑖) = 1 для всякого

𝑖 ∈ 𝐼 .

Действительно, если бы 𝑝1 − 𝑝2 делилось на 𝑝1 , либо на 𝑝2 , то 𝑝1 и 𝑝2

не были бы взаимно просты. Поскольку |𝑝1 − 𝑝2| < 𝑝2 < 𝑝𝑖 для всякого

𝑖 > 2 , то (𝑝1 − 𝑝2, 𝑝𝑖) = 1 для всякого 𝑖 ∈ 𝐼 . Следовательно, 𝑎 ∈ 𝑅 .

Так как 𝑝1 ∈ 𝜋 , то 𝑎 не обратим. Элемент

1− 𝑎 = 1− 𝑝1
𝑝1−𝑝2

= − 𝑝2
𝑝1−𝑝2
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так же не обратим, поскольку 𝑝2 ∈ 𝜋 .

Таким образом, в случае, когда множество 𝜋 содержит более одного

простого числа, кольцо 𝑅 = Q𝜋 не является локальным. Значит, 𝑅 =

Q𝑝 .

Достаточность. Пусть 𝑅 = Q𝑝 для некоторого простого числа 𝑝 . До-

кажем, что 𝑅 — локальное кольцо. Для этого достаточно показать, что

для любого элемента 𝑎 ∈ 𝑅 либо 𝑎 , либо 1 − 𝑎 обратим. Пусть 𝑎 ∈ 𝑅

и 𝑎 = 𝑛
𝑚 , где 𝑛 ∈ Z , 𝑚 ∈ N , (𝑚, 𝑝) = 1 .

Предположим, что элемент 𝑎 не обратим, тогда 𝑛
...𝑝 и 𝑛 = 𝑝𝑘 · 𝑟 , 𝑟 ∈ Z ,

𝑘 ∈ N , (𝑟, 𝑝) = 1 . Имеем

1− 𝑎 = 1− 𝑛
𝑚 = 𝑚−𝑛

𝑚 = 𝑚−𝑝𝑘·𝑟
𝑚

и (𝑚 − 𝑝𝑘 · 𝑟, 𝑝) = 1 , так как в противном случае (𝑚, 𝑝) ̸= 1 . Таким

образом, 𝑅 — локальное кольцо.

Следствие 1.3. Подкольцо 𝑅 $ Q — чистое кольцо тогда и только

тогда, когда 𝑅 = Q𝑝 для некоторого простого числа 𝑝 .

Доказательство. Непосредственно вытекает из леммы 1.1 и теоремы

1.2.

Данный результат будет полезен при изучении вполне разложимых

групп без кручения в третьем параграфе данной главы.
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Определение 1.3 ([11]). Модуль называется непрерывным, если он удо-

влетворяет следующим двум условиям:

1. каждый подмодуль модуля — существенный подмодуль в некотором

прямом слагаемом модуля;

2. каждый подмодуль модуля, изоморфный прямому слагаемому мо-

дуля, сам является прямым слагаемым модуля.

Лемма 1.4. Делимые абелевы группы являются непрерывными Z–модулями.

Доказательство. Пусть 𝐷 — делимая группа, 𝐵 — её подгруппа, то-

гда 𝐷 содержит делимую оболочку группы 𝐵 , обозначим её через 𝐻 .

Так как 𝐻 — делимая группа, то подгруппа 𝐻 –– прямое слагаемое в

𝐷 . Так как 𝐻 — делимая оболочка группы 𝐵 , то 𝐵 — существенная

подгруппа в 𝐻 (см. [5]). Таким образом, первое условие из определения

непрерывного модуля (определение 1.3) выполнено.

Пусть 𝐵 — подгруппа группы 𝐷 , 𝐷 = 𝐴
⨁︀

𝐶 и 𝐵 ∼= 𝐴 . Так как 𝐴

— прямое слагаемое делимой группы 𝐷 , то 𝐴 — делимая группа. Как

эпиморфный образ делимой группы 𝐵 — делимая группа. Получаем,

что 𝐵 — прямое слагаемое группы 𝐷 (см. [5]). Таким образом, второе

условие из определения непрерывного модуля выполнено. Значит, 𝐷 —

непрерывный Z–модуль.

Следствие 1.5. Кольцо эндоморфизмов делимой группы является чи-
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стым.

Доказательство. Согласно [11] кольцо эндоморфизмов непрерывного мо-

дуля является чистым. Так как абелевы группы являются Z–модулями,

то этот результат для них также справедлив.

Заметим, что с прямым доказательством данного результата (без об-

ращения к результатам [11]) можно ознакомиться в статье [18].

Следующий результат позволяет свести рассмотрение чистоты колец

эндоморфизмов абелевых групп к редуцированному случаю.

Теорема 1.6. Группа имеет чистое кольцо эндоморфизмов тогда и

только тогда, когда её редуцированная часть имеет чистое кольцо эн-

доморфизмов.

Доказательство. Согласно [5] всякая группа 𝐴 является прямой сум-

мой делимой группы 𝐷 и редуцированной группы 𝐶 . Тогда по [1]

𝐸(𝐴) ∼=

⎛⎜⎜⎝ 𝐸(𝐷) Hom(𝐶,𝐷)

Hom(𝐷,𝐶) 𝐸(𝐶)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝𝐸(𝐷) Hom(𝐶,𝐷)

0 𝐸(𝐶)

⎞⎟⎟⎠ .

Здесь Hom(𝐷,𝐶) = 0 , так как для любого 𝛼 ∈ Hom(𝐷,𝐶) образ

Im(𝛼) — делимая подгруппа в 𝐶 . Поскольку 𝐶 — редуцированная груп-

па, то Im(𝛼) = 0 , т.е. 𝛼 = 0 . Применяя [19], получаем, что 𝐸(𝐴) — чи-

стое кольцо тогда и только тогда, когда 𝐸(𝐷) и 𝐸(𝐶) — чистые кольца.
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Кольцо 𝐸(𝐷) является чистым. Тогда 𝐸(𝐴) — чистое кольцо тогда и

только тогда, когда 𝐸(𝐶) — чистое.

Лемма 1.7. Пусть 𝐴 =
⨁︀
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖 — прямая сумма вполне характеристи-

ческих подгрупп. Кольцо 𝐸(𝐴) — чистое тогда и только тогда, когда

кольцо 𝐸(𝐴𝑖) — чистое для каждого 𝑖 ∈ 𝐼 .

Доказательство. Поскольку подгруппы 𝐴𝑖 — вполне характеристиче-

ские, то 𝐸(𝐴) ∼=
∏︀
𝑖∈𝐼

𝐸(𝐴𝑖) . Применив [19], мы получим, что кольцо 𝐸(𝐴)

— чистое тогда и только тогда, когда кольца 𝐸(𝐴𝑖) — чистые ( 𝑖 ∈ 𝐼 ).

Ниже представлены результаты, дающие достаточные условия чисто-

ты эндоморфизмов абелевых групп. Кроме того, в предложении 1.9 опи-

сывается связь свойства чистоты и радикала Джекобсона кольца эндо-

морфизмов.

Предложение 1.8. Пусть 𝐴 — группа, 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) и существует та-

кое 𝑘 ∈ N , что 𝑓𝑘 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐴) , причём 𝑓𝑘 = 𝑢+𝑒 ,

где 𝑒 — идемпотент а 𝑢 — обратимый элемент 𝐸(𝐴) . Если Ker(𝑒) и

Im(𝑒) — 𝑓 – и 𝑢–инвариантны, то 𝑓 — чистый элемент в 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Поскольку 𝑢 — автоморфизм группы 𝐴 , а Ker(𝑒) и

Im(𝑒) — 𝑓 – и 𝑢–инвариантны, то 𝑢|Ker(𝑒) — автоморфизм Ker(𝑒) , а

𝑢|Im(𝑒) — автоморфизм Im(𝑒) . Обозначим Ker(𝑒) через 𝐵 , а Im(𝑒) через

𝐶 . Получим:
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𝑓𝑘|𝐵 = (𝑢+ 𝑒)|𝐵 = 𝑢|𝐵 — автоморфизм 𝐵 ,

(𝑓 − 1)(𝑓𝑘 + 𝑓𝑘−1 + ...+ 𝑓 + 1)|𝐶 = (𝑓𝑘 − 1)|𝐶 = (𝑓𝑘 − 𝑒)|𝐶 = 𝑢|𝐶 —

автоморфизм 𝐶 .

Так как подгруппа 𝐵 — 𝑓𝑘−1 –инвариантна, а 𝐶 — (𝑓𝑘+𝑓𝑘−1+...+𝑓+1)–

инвариантна, то 𝑓𝑘−1|𝐵 — автоморфизм 𝐵 , а (𝑓𝑘 + 𝑓𝑘−1 + ...+ 𝑓 + 1)|𝐶

— автоморфизм 𝐶 . Имеем,

𝑓 |𝐵 = (𝑓𝑘−1)−1𝑢|𝐵 — автоморфизм 𝐵 ,

(𝑓 − 1)|𝐶 = (𝑓𝑘 + 𝑓𝑘−1 + ...+ 𝑓 + 1)−1𝑢|𝐶 — автоморфизм 𝐶 .

Зададим отображение 𝑢′ : 𝐴 → 𝐴 следующим образом:

𝑢′(𝑥) = (𝑓𝑘−1)−1𝑢(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝐵 и

𝑢′(𝑦) = (𝑓𝑘 + 𝑓𝑘−1 + ...+ 𝑓 + 1)−1𝑢(𝑦) для любого 𝑦 ∈ 𝐶 .

По построению 𝑢′ — автоморфизм группы 𝐴 и 𝑓 = 𝑢′+𝑒 . Следователь-

но, 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Предложение 1.9. Пусть 𝐴 — группа, 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) и существует та-

кое 𝑘 ∈ N , что 𝑓𝑘 ∈ 𝐽(𝐸(𝐴)) . Тогда 𝑓 — чистый элемент кольца

𝐸(𝐴) .

Доказательство. Так как 𝑓𝑘 ∈ 𝐽(𝐸(𝐴)) , то 1 − 𝑓𝑘 — обратимый эле-

мент кольца 𝐸(𝐴) . Следовательно, 𝑓𝑘 = 1+ (−(1− 𝑓𝑘)) — чистый эле-

мент в 𝐸(𝐴) . Условия предложения 1.8 выполнены, поскольку в данном
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случае 𝑒 = 1 и Ker(𝑒) = 0 , а Im(𝑒) = 𝐴 . Значит верно и его заключение

и 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .
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1.2 Прямые суммы циклических 𝑝–групп с чистыми

кольцами эндоморфизмов

После рассмотрения некоторых общих результатов переходим непо-

средственно к изучению чистоты колец эндоморфизмов абелевых групп,

а именно - прямых сумм циклических 𝑝–групп. Далее будут приведены

некоторые вспомогательные результаты, рассмотрены вопросы чистоты

ограниченных групп [18], а также основной результат данного параграфа

— теорема 1.13, дающая достаточные условия чистоты эндоморфизмов

прямых сумм циклических 𝑝–групп.

Предложение 1.10. Пусть 𝐴 =
⨁︀
𝑝∈Π

𝐴𝑝 — прямая сумма 𝑝–групп,

где Π— некоторое множество простых чисел. Кольцо 𝐸(𝐴) — чистое

тогда и только тогда, когда кольцо 𝐸(𝐴𝑝) — чистое для всякого 𝑝 ∈ Π .

Доказательство. Непосредственно следует из леммы 1.7.

Теорема 1.11 ([18]). Пусть 𝐴— ограниченная 𝑝–группа, тогда 𝐸(𝐴)—

чистое кольцо.

Доказательство. Поскольку 𝐴 — ограниченная 𝑝–группа, то её мож-

но представить в виде 𝐴 =
𝑙⨁︀

𝑛=1
𝐵𝑛 , где 𝐵𝑛 =

⨁︀
𝑖∈𝐼𝑛

< 𝑎𝑖𝑛 > , < 𝑎𝑖𝑛 > ∼=

Z(𝑝𝑛) . Обозначим кольцо 𝐸(𝐴) через 𝑅 . Известно [1, следствие 20.5],

что 𝐽(𝑅) = 𝐻(𝐴) , где
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𝐻(𝐴) = {𝛼 ∈ 𝑅 | 𝑥 ∈ 𝐴[𝑝] , ℎ(𝑥) < ∞ =⇒ ℎ(𝑥) < ℎ(𝛼𝑥)} .

Поэтому идеал 𝐽(𝑅) нильпотентен и, следовательно, идемпотенты коль-

ца 𝑅 поднимаются по модулю 𝐽(𝑅) . Кроме того, имеется описание фак-

торкольца 𝑅/𝐽(𝑅) [1, следствие 20.14]. Именно, 𝑅/𝐽(𝑅) ∼=
𝑙−1∏︀
𝑛=0

𝐿𝑛 , где

𝐿𝑛— кольцо линейных операторов Z𝑝 –пространства размерности 𝑓𝑛(𝐴) ,

𝑓𝑛(𝐴)— 𝑛–ый инвариант Ульма-Капланского группы 𝐴 . Согласно [25]

𝐿𝑛— чистое кольцо (𝑛 = 0, ..., 𝑙 − 1 ). Применив [19, предложение 7],

мы получим, что 𝑅/𝐽(𝑅) ∼=
𝑙−1∏︀
𝑛=0

𝐿𝑛— чистое кольцо. Следовательно, в

соответствии с [19, предложение 6], 𝐸(𝐴) = 𝑅— чистое кольцо.

Следствие 1.12. Кольцо эндоморфизмов ограниченной группы чистое.

Доказательство. Ограниченную группу можно представить в виде пря-

мой суммы ограниченных 𝑝–групп. Согласно теореме 1.11 кольцо эн-

доморфизмов ограниченной 𝑝–группы чистое. Применяя теорему 1.10,

получим, что кольцо эндоморфизмов ограниченной группы чистое.

Теорема 1.13. Пусть 𝐴 =
∞⨁︀
𝑛=1

𝐵𝑛 , где 𝐵𝑛 =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑛

< 𝑎𝑖𝑛 > , < 𝑎𝑖𝑛 > ∼=

Z(𝑝𝑛) , 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) . Если 𝐿 =
⨁︀
𝑗∈𝐽

𝐵𝑗 , где 𝐽 ⊆ N , причём 𝑓(𝐴) ⊆ 𝐿 и

𝑓 |𝐿— чистый элемент кольца 𝐸(𝐿) , то 𝑓 — чистый элемент в 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Обозначим через 𝑆 множество всех пар (𝑊, 𝑔) , где

𝑊 =
⨁︀
𝑛∈Λ

(
⨁︀
𝑖∈𝑀𝑛

< 𝑎𝑖𝑛 >) , 𝐽 ⊆ Λ ⊆ N , 𝑀𝑛 ⊆ 𝐼𝑛 ,𝑔
2 = 𝑔 ∈ 𝐸(𝑊 ) , 𝑓 |𝑊 − 𝑔

— автоморфизм 𝐸(𝑊 ) . Поскольку 𝑓 |𝐿 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐿) ,
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то существует такой 𝑔 ∈ 𝐸(𝐿) , что (𝐿, 𝑔) ∈ 𝑆 . Зададим на множестве

𝑆 частичный порядок: (𝑊1, 𝑔1) ≤ (𝑊2, 𝑔2) , если 𝑊1 ⊆ 𝑊2 и 𝑔2 |𝑊1
= 𝑔1 .

Предположим, что {(𝑊𝛼 =
⨁︀
𝑛∈Λ𝛼

(
⨁︀

𝑖∈𝑀𝛼
𝑛

< 𝑎𝑖𝑛 >), 𝑔𝛼) | 𝛼 ∈ Ω}— линей-

но упорядоченное подмножество множества 𝑆 . Положим Λ0 =
⋃︀
𝛼∈Ω

Λ𝛼 и

𝑊 =
⨁︀
𝑛∈Λ0

(
⨁︀

𝑖∈
⋃︀

𝛼∈Ω

𝑀𝛼
𝑛

< 𝑎𝑖𝑛 >) . По построению 𝑊𝛼 ⊆ 𝑊 (𝛼 ∈ Ω ). Опреде-

лим 𝑔 ∈ End(𝑊 ) :

𝑔(𝑥) = 𝑔𝛼(𝑥) (𝛼 ∈ Ω , 𝑥 ∈ 𝑊𝛼 ).

Тогда (𝑊, 𝑔) ∈ 𝑆 и (𝑊𝛼, 𝑔𝛼) ≤ (𝑊, 𝑔) для всех 𝛼 ∈ Ω . Условия лем-

мы Цорна выполнены, значит существует максимальный элемент (𝑈, ℎ)

множества 𝑆 . Для того, чтобы доказать теорему, осталось проверить,

что 𝐴 и 𝑈 совпадают.

Можно записать 𝐴 = 𝑈
⨁︀

𝐷 , где 𝐷 — подгруппа группы 𝐴 . Пред-

положим, что 𝐴 ̸= 𝑈 . Тогда 𝑈 =
⨁︀
𝜆∈Λ

𝐵𝜆 , 𝐽 ⊆ Λ $ N . Отсюда 𝐷 =⨁︀
𝜆∈N∖Λ

𝐵𝜆 . Обозначим через 𝑑 один из ненулевых образующих 𝑎𝑖𝑛 ∈ 𝐷 ,

причём 𝑓(< 𝑑 >) ⊆ 𝑈 . Считаем, что ℎ действует на слагаемом < 𝑑 >

тождественно. Имеем, ℎ2 = ℎ ∈ End(𝑈
⨁︀

< 𝑑 >) . Покажем, что

𝑓 |𝑈 ⨁︀
<𝑑> − ℎ — автоморфизм группы 𝑈

⨁︀
< 𝑑 > . Действительно, для

любого элемента 𝑢+ 𝑘𝑑 ∈ 𝑈
⨁︀

< 𝑑 >

(𝑓 − ℎ)([(𝑓 − ℎ)|𝑈 ]−1(𝑢+ 𝑓(𝑘𝑑))− 𝑘𝑑) = 𝑢+ 𝑘𝑑 .

Если 𝑢1 + 𝑘1𝑑, 𝑢2 + 𝑘2𝑑 ∈ 𝑈
⨁︀

< 𝑑 > , причём (𝑓 − ℎ)((𝑢1 + 𝑘1𝑑)− (𝑢2 +
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𝑘2𝑑)) = 0 , то

(𝑓 − ℎ)(𝑢1 − 𝑢2) + 𝑓(𝑘1𝑑− 𝑘2𝑑) = ℎ(𝑘1𝑑− 𝑘2𝑑) = (𝑘1𝑑− 𝑘2𝑑) .

Поскольку левая часть последнего равенства принадлежит 𝑈 , а правая

— < 𝑑 > , то 𝑘1𝑑−𝑘2𝑑 = 0 . Следовательно, 𝑓(𝑘1𝑑−𝑘2𝑑) = 0 , а, значит, и

(𝑓−ℎ)(𝑢1−𝑢2) = 0 . Поскольку (𝑓−ℎ)|𝑈 — автоморфизм, то 𝑢1−𝑢2 = 0 .

Тем самым (𝑈
⨁︀

< 𝑑 >, ℎ) ∈ 𝑆 , что противоречит максимальности

элемента (𝑈, ℎ) .

Следствие 1.14. Пусть 𝐴 =
⨁︀
𝑝∈Π

(
∞⨁︀
𝑛=1

𝐵𝑛,𝑝) , где Π — некоторое мно-

жество простых чисел, 𝐵𝑛,𝑝 =
⨁︀

𝑖∈𝐼𝑛,𝑝
< 𝑎𝑖𝑛,𝑝 > , < 𝑎𝑖𝑛,𝑝 >

∼= Z(𝑝𝑛) , 𝑓 ∈

End(𝐴) . Если существуют такие 𝑠𝑝 ∈ N , что 𝑓(𝐴) ⊆
⨁︀
𝑝∈Π

(
𝑠𝑝⨁︀
𝑛=1

𝐵𝑛,𝑝) ,

то 𝑓 — чистый элемент End(𝐴) .

Доказательство. Обозначим группу
⨁︀
𝑝∈Π

(
𝑠𝑝⨁︀
𝑛=1

𝐵𝑛,𝑝) через 𝐿 и 𝑝–компоненту

группы 𝐴 через 𝐴𝑝 . Поскольку каждая 𝑝–компонента группы 𝐿 огра-

ничена, то согласно теоремам 1.11 и 1.13 𝑓 |𝐴𝑝
— чистый элемент кольца

End(𝐴𝑝) (𝑝 ∈ Π ). Применяя теорему 1.10 получим, что 𝑓 — чистый

элемент End(𝐴) .
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1.3 Вполне разложимые группы с чистыми кольца-

ми эндоморфизмов

В данном параграфе продолжается изучение свойств чистоты колец

эндоморфизмов абелевых групп на примере вполне разложимых групп

без кручения. Напомним определение вполне разложимой группы.

Определение 1.4. Абелева группа без кручения называется вполне раз-

ложимой, если она является прямой суммой групп ранга 1 .

Связь между кольцами эндоморфизмов групп без кручения ранга 1 и

подкольцами поля Q описывает следующее предложение.

Предложение 1.15 ([1]). Пусть 𝐴 — группа без кручения ранга 1 .

Тогда кольцо End(𝐴) изоморфно подкольцу поля Q , порождённому 1

и всеми такими дробями 1
𝑝 (𝑝 – простое), что 𝑝𝐴 = 𝐴 .

Ответ на вопрос, когда подкольцо поля Q является чистым, был дан

в следствии 1.3.

Докажем теперь основной результат, который даёт полное описание

вполне разложимых групп с чистыми кольцами эндоморфизмов.

Теорема 1.16. Если 𝐵 — вполне разложимая группа с редуцированной

частью 𝐴 , то кольцо эндоморфизмов группы 𝐵 — чистое тогда и

только тогда, когда
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𝐴 =
⨁︀
𝑝∈Π

(
𝑛𝑝⨁︀
𝑖=1

𝐴𝑖
𝑝) ,

где Π — некоторое множество простых чисел, 𝐴𝑖
𝑝 ∼= Q𝑝 (𝑝 ∈ Π, 𝑖 =

1, ..., 𝑛𝑝, 𝑛𝑝 ∈ N) .

Доказательство. Достаточность. Для всякого 𝑝 ∈ Π обозначим через

𝐴𝑝 группу
𝑛𝑝⨁︀
𝑖=1

𝐴𝑖
𝑝 . Тогда для любого 𝑝 ∈ Π имеем

𝑡(𝐴𝑝) = 𝑡(Q𝑝) = (∞,∞, ...,∞, 0,∞,∞, ...) ,

где 0 соответствует простому числу 𝑝 . Так как 𝐴𝑝 — вполне инвари-

антные подгруппы группы 𝐴 , то

𝐸(𝐴) ∼=
∏︀
𝑝∈Π

𝐸(𝐴𝑝) .

Применяя [19], получим, что 𝐸(𝐴) — чистое кольцо тогда и только тогда,

когда 𝐸(𝐴𝑝) — чистое кольцо. Так как 𝐴𝑖
𝑝 ∼= Q𝑝 (𝑝 ∈ Π, 𝑖 = 1, ..., 𝑛𝑝 ),

то из предложения 1.15 следует, что

𝐸(𝐴𝑖
𝑝) ∼= 𝐸(Q𝑝) ∼= Q𝑝 .

Применяя следствие 1.3, получим, что 𝐸(𝐴𝑖
𝑝) — чистое (𝑝 ∈ Π, 𝑖 =

1, ..., 𝑛𝑝 ). Тогда по [4] 𝐸(𝐴𝑝) — чистое кольцо (𝑝 ∈ Π ). Таким образом,

𝐸(𝐴) — чистое кольцо. Из теоремы 1.6 следует, что 𝐸(𝐵) — чистое

кольцо.

Необходимость. Пусть {𝑒𝑖𝑡}𝑖∈𝐼𝑡,𝑡∈𝑇 — ортогональная система идемпо-

тентов, соответствующая каноническому разложению
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𝐴 =
⨁︀
𝑡∈𝑇

(
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑡

𝐴𝑖
𝑡) (т.е. 𝐴𝑖

𝑡 = 𝑒𝑖
𝑡𝐴, 𝑖 ∈ 𝐼𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 )

группы 𝐴 . Так как 𝐴𝑖
𝑡 ( 𝑖 ∈ 𝐼𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 ) — группы ранга 1 , то 𝑒𝑖

𝑡 —

примитивные идемпотенты. Из условия и теоремы 1.6 следует, что 𝐸(𝐴)

— чистое кольцо. Тогда из [19] получаем, что 𝑒𝑖
𝑡 — локальные идем-

потенты, т.е. 𝑒𝑖
𝑡𝐸(𝐴)𝑒𝑖

𝑡 — локальное кольцо, а значит, чистое кольцо

( 𝑖 ∈ 𝐼𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 ). Согласно [1] имеем соотношения

𝐸(𝐴𝑖
𝑡) = 𝐸(𝑒𝑖

𝑡𝐴) ∼= 𝑒𝑖
𝑡𝐸(𝐴)𝑒𝑖

𝑡 .

Тогда 𝐸(𝐴𝑖
𝑡) — чистое кольцо ( 𝑖 ∈ 𝐼𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 ). По предложению 1.15

𝐸(𝐴𝑖
𝑡) — подкольцо в Q ( 𝑖 ∈ 𝐼𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 ). Применяя следствие 1.3, полу-

чим, что 𝐸(𝐴𝑖
𝑡) ∼= Q𝑝𝑡 для некоторого простого 𝑝𝑡 ( 𝑖 ∈ 𝐼𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 ). Тогда

по 1.15 получаем, что 𝐴𝑖
𝑡 ∼= Q𝑝𝑡 ( 𝑖 ∈ 𝐼𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 ).Таким образом,

𝐴 =
⨁︀
𝑝∈Π

(
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑝

𝐴𝑖
𝑝) ,

где 𝐴𝑖
𝑝 ∼= Q𝑝 ( 𝑖 ∈ 𝐼𝑝, 𝑝 ∈ Π ), Π — некоторое множество простых чисел,

причём 𝐸(𝐴) — чистое кольцо. Согласно доказательству достаточности,

𝐸(𝐴) — чистое кольцо тогда и только тогда, когда 𝐸(𝐴𝑝) — чистое

кольцо (𝑝 ∈ Π ), в нашем случае 𝐴𝑝 =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑝

𝐴𝑖
𝑝 .

Предположим, что 𝐼𝑝 — бесконечное множество. Тогда

EndZ(
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑝

𝐴𝑖
𝑝) ∼= EndQ𝑝

(Q𝑝
(𝐼𝑝)) — чистое кольцо.

Так как Q𝑝 — полулокальное кольцо, применяя [11, теорема 5.1] (эта

теорема верна и в случае card 𝐼 > card N , где 𝐼 — индексное мно-
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жество), получим, что Q𝑝 — правое совершенное кольцо. Тогда по [4]

Q𝑝 — полуартиново кольцо. Но Q𝑝 не является полуартиновым (так как

содержит бесконечно убывающую цепь главных идеалов, порожденных

элементами вида 1
𝑝𝑘
, 𝑘 = 0, 1, ... ). Таким образом, имеем

𝐴 =
⨁︀
𝑝∈Π

(
𝑛𝑝⨁︀
𝑖=1

𝐴𝑖
𝑝) , где 𝐴𝑖

𝑝 ∼= Q𝑝 (𝑝 ∈ Π, 𝑖 = 1, ..., 𝑛𝑝, 𝑛𝑝 ∈ N ),

что завершает доказательство.
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Глава 2

SP-группы конечного ранга с

чистыми кольцами эндоморфизмов

В данной главе изучаются вопросы чистоты колец эндоморфизмов

одного из классов смешанных абелевых групп — 𝑆𝑃 –групп конечного

ранга. В начале главы вводится определение 𝑆𝑃 –группы, приводятся

некоторые свойства, далее рассматриваются вопросы чистоты колец эн-

доморфизмов самомалых 𝑆𝑃 –групп конечного ранга, а также SP-групп

конечного ранга с циклическими p-компонентами: изучается строение

колец эндоморфизмов данных групп, приводятся необходимые и доста-

точные условия чистоты эндоморфизмов данных групп.

На всем протяжении данной главы под группой 𝐴 будет пониматься

𝑆𝑃 –группа конечного ранга (под рангом смешанной группы 𝐴 понима-

ется ранг без кручения, то есть ранг факторгруппы 𝐴/𝑇 (𝐴) ).

Для удобства будем использовать далее следующие обозначения:
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𝑅 — кольцо эндоморфизмов группы 𝐴

𝑅𝑝 — кольцо эндоморфизмов 𝑝 -компоненты группы 𝐴

𝑅𝑡 — идеал кольца эндоморфизмов группы 𝐴 , образы которых лежат в

периодической части группы 𝐴

𝑆 — факторкольцо 𝑅/𝑅𝑡 .

2.1 Самомалые SP-группы

Определение 2.1. Редуцированная смешанная абелева группа 𝐴 с бес-

конечным числом ненулевых 𝑝–компонент называется 𝑆𝑃 –группой, ес-

ли естественное вложение
⨁︀
𝑝
𝐴𝑝 −→

∏︀
𝑝
𝐴𝑝 продолжается до сервантного

вложения 𝐴 −→
∏︀
𝑝
𝐴𝑝 . Здесь и далее предполагается, что 𝑝 пробегает

множество всех простых чисел P , относящихся к 𝐴 , то есть таких, что

𝐴𝑝 ̸= 0 .

Определение 2.2. Группа 𝐴 называется самомалой, если образ каж-

дого гомоморфизма 𝐴 →
⨁︀

ℜ𝐴 (ℜ — произвольный кардинал) содер-

жится в сумме конечного числа слагаемых 𝐴 .

Лемма 2.1. Пусть 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа, тогда справедливы следующие

утверждения.

1. 𝐴 = 𝐴𝑝

⨁︀
𝐵𝑝 для всякого простого 𝑝 , причём 𝑝𝐵𝑝 = 𝐵𝑝 .
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2. Если 𝐴 — группа конечного ранга, то 𝑆 — конечномерная Q–

алгебра.

Доказательство. 1. Пусть 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа, тогда естественное вло-

жение
⨁︀
𝑝
𝐴𝑝 −→

∏︀
𝑝
𝐴𝑝 продолжается до сервантного вложения 𝐴 −→∏︀

𝑝
𝐴𝑝 . Поскольку 𝐴𝑝 ⊆ 𝐴 и

∏︀
𝑝
𝐴𝑝 = 𝐴𝑞

⨁︀ ∏︀
𝑝 ̸=𝑞

𝐴𝑝 , то в группе 𝐴 также

можно выделить прямое слагаемое 𝐴𝑞 :

𝐴 = 𝐴𝑞

⨁︁
(𝐴

⋂︁∏︁
�̸�=𝑞

𝐴𝑝).

Возьмем произвольный вектор 𝑎 = (..., 𝑎𝑝, ...) ∈
∏︀
𝑝 ̸=𝑞

𝐴𝑝 . Заметим, что

𝑜(𝑎𝑝) = 𝑝𝑘 (𝑘 ∈ N
⋃︀
{0} ) для любого 𝑝 , поэтому (𝑜(𝑎𝑝), 𝑞) = 1 . Тогда

существуют такие 𝑢, 𝑣 ∈ Z , что 𝑢 · 𝑜(𝑎) + 𝑣 · 𝑞 = 1 . Имеем,

𝑎𝑝 = 1 · 𝑎𝑝 = (𝑢 · 𝑜(𝑎𝑝) + 𝑣 · 𝑞) · 𝑎 = 𝑞 · (𝑣 · 𝑎).

Следовательно, 𝑎𝑝 делится на 𝑞 . Получаем, что
∏︀
𝑝 ̸=𝑞

𝐴𝑝 — 𝑞 –делимая

группа. Поскольку 𝐴 — сервантная подгруппа группы
∏︀
𝑝
𝐴𝑝 и

∏︀
𝑝 ̸=𝑞

𝐴𝑝 —

𝑞 –делимая группа, 𝐴
⋂︀ ∏︀

�̸�=𝑞

𝐴𝑝 — 𝑞 –делимая группа.

2. Любому эндоморфизму 𝛼 ∈ 𝐸(𝐴) можно поставить в соответствие

элемент �́� ∈ 𝐸(𝐴/𝑇 (𝐴)) следующим образом: для любого элемента �̄� =

𝑎+ 𝑇 (𝐴) ∈ 𝐴/𝑇 (𝐴) определим

�́��̄� = 𝛼(𝑎) + 𝑇 (𝐴).
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Поскольку 𝛼 — эндоморфизм, в случае, когда 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑇 (𝐴) , имеем

𝛼(𝑎− 𝑏) ∈ 𝑇 (𝐴) . Тем самым отображение �́� задано корректно.

Рассмотрим произвольный элемент �̄� = 𝛼+𝑅𝑡 ∈ 𝑆 = 𝐸(𝐴)/Hom(𝐴, 𝑇 (𝐴)) .

Построим вложение 𝜙 из 𝑆 в 𝐸(𝐴/𝑇 (𝐴)) : каждому �̄� поставим в со-

ответствие �́� .

Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 и 𝛼− 𝛽 ∈ 𝑅𝑡 . Тогда для всякого 𝑎 ∈ 𝐴

𝜙(�̄�)�̄� = �́��̄� = 𝛼(𝑎) + 𝑇 (𝐴),

𝜙(𝛽)�̄� = 𝛽�̄� = 𝛽(𝑎) + 𝑇 (𝐴).

И далее получаем

𝜙(�̄�− 𝛽)�̄� = 𝜙(�̄�)�̄�− 𝜙(𝛽)�̄� = (𝛼(𝑎) + 𝑇 (𝐴))− (𝛽(𝑎) + 𝑇 (𝐴)) =

= (𝛼− 𝛽)𝑎+ 𝑇 (𝐴) = 0 + 𝑇 (𝐴).

То есть 𝜙(�̄�− 𝛽) = 0́ . Тем самым вложение 𝜙 задано корректно.

Покажем теперь, что 𝜙 — мономорфизм. Пусть имеются два таких

элемента �̄� , 𝛽 ∈ 𝑆 , что 𝜙�̄� = 𝜙𝛽 . В таком случае для всякого 𝑎 ∈ 𝐴

справедливы следующие равенства

0̄ = 0 + 𝑇 (𝐴) = 𝜙(�̄�− 𝛽)�̄� = 𝜙(�̄�)�̄�− 𝜙(𝛽)�̄� = (𝛼(𝑎) + 𝑇 (𝐴))− (𝛽(𝑎) + 𝑇 (𝐴)) =

= (𝛼− 𝛽)𝑎+ 𝑇 (𝐴).

Откуда следует, что (𝛼 − 𝛽)𝑎 ∈ 𝑇 (𝐴) для любого 𝑎 ∈ 𝐴 . Значит,

𝛼− 𝛽 = �̄�− 𝛽 = 0̄ и 𝜙 действительно мономорфизм.
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Для завершения доказательства достаточно убедиться, что 𝐸(𝐴/𝑇 (𝐴))

— конечномерная Q–алгебра. Действительно, рассмотрим произвольный

элемент �̄� ∈ 𝐴/𝑇 (𝐴) . Покажем, что �̄� делится на 𝑛 для любого нату-

рального 𝑛 . Запишем 𝑛 = 𝑝𝑠11 ·...·𝑝𝑠𝑘𝑘 , где 𝑝𝑖 — различные простые числа,

𝑠𝑖 — неотрицательные числа ( 𝑖 = 1, ..., 𝑘 ), 𝑘 — натуральное число. Из

пункта 1 следует, что имеет место равенство

𝐴 = (
⨁︁

𝑝∈{𝑝1,...,𝑝𝑘}

𝐴𝑝)
⨁︁

𝐵,

причём 𝐵 — 𝑝1, ..., 𝑝𝑘 –делимая группа. Тогда найдутся такие 𝑎𝑝𝑖 ∈ 𝐴𝑝𝑖

и 𝑏 ∈ 𝐵 , что 𝑎 = 𝑎𝑝1 + ...+ 𝑎𝑝𝑘 + 𝑏 . Но �̄� = �̄� , следовательно, �̄� делится

на 𝑛 .

Имеем, 𝐴/𝑇 (𝐴) — делимая группа, а, значит, и Q–пространство.

Учитывая конечный ранг группы 𝐴 , получаем, что 𝐸(𝐴/𝑇 (𝐴)) — ко-

нечномерная Q–алгебра.

Теорема 2.2. Пусть 𝐴 — самомалая 𝑆𝑃 –группа конечного ранга. То-

гда кольцо 𝑅 является чистым.

Доказательство. Пусть 𝛼 — произвольный эндоморфизм группы 𝐴 .

Рассмотрим �̄� ∈ 𝑆 . Так как 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа конечного ранга, то по

лемме 2.1 𝑆 — конечномерная Q–алгебра. Поэтому 𝑆 — чистое кольцо

и �̄� = 𝑒+ �̄� , где 𝑒 — идемпотентый, а �̄� — обратимый элементы кольца
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𝑆 [25]. Это означает, что найдутся такие 𝑟𝑖 ( 𝑖 = 1, 4 ) и 𝑣 ∈ 𝑅 , что

𝛼 = 𝑒+ 𝑢+ 𝑟1,

𝑒2 − 𝑒 = 𝑟2,

𝑢𝑣 = 𝑣𝑢+ 𝑟3 = 1 + 𝑟4,

где 𝑣 — обратный к �̄� .

Так как 𝐴 — самомалая 𝑆𝑃 –группа конечного ранга, то согласно [2]

𝑅𝑡 =
⨁︀
𝑝
𝑅𝑝 . Значит, существует такое конечное подмножество простых

чисел 𝜋 ⊂ P , что 𝑟𝑖𝐴 ⊆
⨁︀
𝑝∈𝜋

𝐴𝑝 . В силу того, что 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа,

по лемме 2.1 получаем, что 𝐴 = С
⨁︀

𝐵 , где 𝐶 = (
⨁︀
𝑝∈𝜋

𝐴𝑝) , а 𝐵 —

𝑝–делимая группа (𝑝 ∈ 𝜋 ), причём 𝑟𝑖𝐶 ⊆ 𝐶 и 𝑟𝑖𝐵 = 0 ( 𝑖 = 1, 4 ),

поскольку 𝑟𝑖 ∈ 𝑅𝑡 . Следует также отметить, что 𝐶 и 𝐵 — вполне ха-

рактеристические подгруппы (следует из доказательства леммы 2.1).

Рассмотрим теперь сужение эндоморфизма 𝛼 |𝐵= 𝑒 |𝐵 +𝑢 |𝐵 . Имеют

место равенства:

𝑒 |𝐵2 − 𝑒 |𝐵= 0,

𝑢 |𝐵 𝑣 |𝐵= 𝑣 |𝐵 𝑢 |𝐵= 1 |𝐵 .

Следовательно, 𝛼 |𝐵 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐵) .

По условию теоремы группа 𝐴 — самомалая 𝑆𝑃 –группа конечного

ранга, поэтому, учитывая [2], 𝑅𝑝 — конечные и, следовательно, чистые

кольца. Тогда и 𝐸(𝐶) =
∏︀
𝑝∈𝜋

𝑅𝑝 — чистое кольцо.
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Таким образом мы показали, что 𝛼 |𝐵 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐵)

и 𝛼 |𝐶 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐶) . Принимая во внимание тот

факт, что 𝐴 = 𝐶
⨁︀

𝐵 и то, что 𝐶 и 𝐵 — вполне характеристические

подгруппы группы 𝐴 , согласно [19] получаем, что 𝛼 — чистый элемент

кольца 𝑅 .

Рассмотрим далее некоторые следствия доказанной теоремы.

Лемма 2.3. Пусть у группы 𝐴 существует разложение 𝐴 = 𝐵
⨁︀

𝐶 ,

где 𝐶 — самомалая 𝑆𝑃 –группа конечного ранга, а 𝐵 — бесконечная

периодическая группа. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если 𝐵 — ограниченная группа, то 𝐸(𝐴) — чистое кольцо.

2. Если 𝐵 содержит в качестве прямого слагаемого бесконечную

прямую сумму циклических 𝑝–групп, порядки которых не ограни-

чены в совокупности, то 𝐸(𝐴) не является чистым кольцом.

Доказательство. 1. Согласно [18] кольцо эндоморфизмов ограниченной

периодической группы является чистым. Так как 𝐶 — самомалая группа

конечного ранга, то, как следует из теоремы 2.2, кольцо эндоморфизмов

𝐶 также является чистым. Поскольку 𝐴 = 𝐵
⨁︀

𝐶 , принимая во внима-

ние [19], получаем, что 𝐸(𝐴) — чистое кольцо.

2. Согласно [18], в случае, если 𝑝–группа содержит в качестве прямого

слагаемого бесконечную прямую сумму циклических групп, чьи поряд-
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ки не ограничены, то кольцо эндоморфизмов такой группы не является

чистым. Тем самым 𝐸(𝐴𝑝) не является чистым кольцом. Поскольку 𝐴𝑝

является вполне характеристическим прямым слагаемым группы 𝐴 , то

согласно [19] 𝐸(𝐴) не является чистым кольцом.

Следующая лемма даёт достаточное условие чистоты элемента кольца

эндоморфизмов 𝑆𝑃 –группы.

Лемма 2.4. Пусть 𝑓 — эндоморфизм группы 𝐴 и 𝑓𝐴 — ограниченная

группа. Тогда 𝑓 — чистый элемент кольца E(𝐴) .

Доказательство. Пусть 𝑓 — эндоморфизм группы 𝐴 и 𝑓𝐴 — огра-

ниченная группа. В таком случае найдётся такое конечное множество

простых чисел Λ ⊂ P , что 𝑓𝐴 ⊆
⨁︀

𝑝∈Λ𝐴𝑝 , так как в противном слу-

чае порядки элементов группы 𝑓𝐴 не будут ограничены в совокупности.

Обозначим группу
⨁︀

𝑝∈Λ𝐴𝑝 через 𝐶 . Тогда, согласно лемме 2.1, группу

𝐴 можно представить в виде 𝐴 = 𝐶
⨁︀

𝐷 , где группы 𝐶 и 𝐷 являются

вполне характеристическими.

Согласно результатам, представленным в [19], 𝑓 |𝐶 — чистый элемент

E(𝐶) . Затем, 𝑓 |𝐷 = 0 = 1+(−1) — также чистый элемент E(𝐷) . Тогда,

согласно [19], 𝑓 — чистый элемент кольца E(𝐴) .

Возникает вопрос, в каких случаях справедлива импликация, обрат-

ная сформулированной в теореме 2.2. Другими словами, при каких усло-
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виях свойства чистоты кольца эндоморфизмов и самомалость группы

совпадают? Следующий результат даёт частичный ответ на данный во-

прос.

Теорема 2.5. Пусть 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа конечного ранга, не имеющая

бесконечных периодических прямых слагаемых, и 𝐴𝑝
∼= Z𝑝 для всякого

𝑝 ∈ P . Если при этом кольцо 𝑅 является чистым, то 𝐴 — самомалая

группа.

Доказательство. Предположим противное. В этом случае, согласно [2],

найдётся такой эндоморфизм 𝑓 ∈ 𝑅𝑡 , что 𝑓(𝐴𝑝) ̸= 0 для бесконечного

числа простых чисел 𝑝 , множество которых мы обозначим через Λ .

По условию теоремы 𝑓 — чистый элемент кольца 𝑅 , следовательно,

найдутся такие обратимый и идемпотентный элементы 𝑢 и 𝑒 кольца 𝑅 ,

что 𝑓 = 𝑒 + 𝑢 . При этом, поскольку 𝐴𝑝
∼= Z𝑝 для каждого 𝑝 ∈ P , 𝑒

действует на 𝐴𝑝 либо как тождественный, либо как нулевой эндомор-

физм (то есть группа 𝐴𝑝 допускает только тривиальное разложение).

Пользуясь свойствами идемпотента 𝑒 , можно записать:

𝐴 = Ker(𝑒)
⨁︁

Im(𝑒),

причём

𝑓 |Ker(𝑒)= (𝑢+ 𝑒) |Ker(𝑒)= 𝑢 |Ker(𝑒),

𝑓 |Im(𝑒)= (𝑢+ 𝑒) |Im(𝑒)= (𝑢+ 1) |Im(𝑒) .
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Так как 𝑓 совпадает на подгруппе Ker(𝑒) с автоморфизмом 𝑢 , то

Ker(𝑒) ∩ Ker(𝑓) = 0,

Ker(𝑒) = 𝑓(Ker(𝑒)) ⊆ T(𝐴).

В таком случае, поскольку по условию теоремы группа 𝐴 не имеет бес-

конечных периодических слагаемых, а группа Ker(𝑒) — периодическая

группа, то это конечная группа. Значит,

Ker(𝑒) =
⨁︁
𝑝∈𝜋

𝐴𝑝,

где 𝜋 ⊂ Λ — конечное подмножество простых чисел. Тогда оставшиеся

𝑝–компоненты 𝐴𝑝 лежат в Im(𝑒) для всякого 𝑝 ∈ Λ
′
= Λ∖𝜋 .

Предположим, что существует ненулевой элемент 𝑎 ∈ 𝐴𝑝 такой, что

𝑓𝑎 = 0 . Поскольку 𝑎 ∈ Im(𝑒) , то

𝑓𝑎 = (𝑢+ 1)𝑎 = 0,

откуда следует, что 𝑢𝑎 = −𝑎 . Учитывая, что 𝐴𝑝
∼= Z𝑝 , можно записать

𝑎 = 𝑚𝑐 , где 𝑐 — образующий элемент группы 𝐴𝑝 , o(𝑐) = 𝑝 , 1 ≤ 𝑚 < 𝑝 .

Тогда

−𝑚𝑐 = −𝑎 = 𝑢𝑎 = 𝑢(𝑚𝑐) = 𝑚 · 𝑢𝑐.

То есть

𝑚 · (𝑢𝑐+ 𝑐) = 0. (2.1)
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Поскольку 𝑢 — автоморфизм, то o(𝑢𝑐) = o(𝑐) = 𝑝 . Тогда найдётся

такое 𝑙 ∈ N , что 𝑢𝑐 = 𝑙𝑐 . C учётом этого равенство (2.1) примет вид

𝑚(𝑙 + 1)𝑐 = 0.

Так как (𝑚, 𝑝) = 1 (в противном случае 𝑎 равнялось бы нулю), то

(𝑙 + 1)
...𝑝 , то есть 𝑙 + 1 = 𝑝 . В таком случае 𝑢𝑐 = −𝑐 , а 𝑓𝑐 = (𝑢+ 1)𝑐 =

−𝑐+ 𝑐 = 0 , что противоречит выбору множества Λ . Следовательно,

𝐴𝑝 ∩ Ker(𝑓) = 0, (2.2)

для всякого 𝑝 ∈ Λ
′
.

С другой стороны,

𝑓(𝐴) ⊆ 𝑇 (𝐴), (2.3)

откуда следует, что 𝐴
⋂︀∏︀

𝑝∈Λ′ 𝐴𝑝 не содержит бесконечных векторов из

𝐴 , иначе мы получили бы противоречие с (2.2) или (2.3).

Таким образом,

𝐴
⋂︁ ∏︁

𝑝∈Λ′

𝐴𝑝 =
⨁︁
𝑝∈Λ′

𝐴𝑝,

причём справедливо равенство

𝐴 = (𝐴
⋂︁ ∏︁

𝑝∈Λ′

𝐴𝑝)
⨁︁

(𝐴
⋂︁ ∏︁

𝑝∈P∖Λ′

𝐴𝑝).

Действительно, обозначим 𝐴
⋂︀∏︀

𝑝∈Λ′ 𝐴𝑝 через 𝐵 , а 𝐴
⋂︀∏︀

𝑝∈P∖Λ′ 𝐴𝑝

через 𝐶 . Ясно, что 𝐵 ∩ 𝐶 = 0 . Покажем, что 𝐴 = 𝐵 + 𝐶 .
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Пусть 𝑎 ∈ 𝐴 , предположим, что 𝑎 — конечный вектор (то есть содер-

жит конечное множество ненулевых 𝑝–компонент). Тогда справедливо

𝑎 ∈
⨁︁
𝑝∈P

𝐴𝑝 ⊆ (
⨁︁
𝑝∈Λ′

𝐴𝑝)
⨁︁

(
⨁︁

𝑝∈P∖Λ′

𝐴𝑝) ⊆ 𝐵
⨁︁

𝐶.

Рассмотрим теперь случай, когда 𝑎 — бесконечный вектор. Тогда

только на конечном числе позиций, соответствующих 𝑝 ∈ Λ
′
, вектор

𝑎 отличается от нуля. Следовательно, существует такой вектор 𝑎
′ ∈⨁︀

𝑝∈Λ′ 𝐴𝑝 , что вектор 𝑎
′′
= 𝑎 − 𝑎

′
на всех позициях, соответствующих

𝑝 ∈ Λ
′
, равен нулю — значит принадлежит 𝐴

⋂︀∏︀
𝑝∈P∖Λ′ 𝐴𝑝 . Получаем,

что 𝑎 = 𝑎
′
+ 𝑎

′′ ∈ 𝐵 + 𝐶 .

Таким образом, в 𝐴 нашлось бесконечное периодическое прямое сла-

гаемое, что противоречит условиям теоремы. К полученному противоре-

чию мы пришли исходя из предположения, что группа 𝐴 не является

самомалой, следовательно, группа 𝐴 — самомалая.

2.2 SP-группы ранга 1 с циклическими 𝑝–компонентами

Пусть �̃� — бесконечный вектор из
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝 , где 𝐴𝑝 = Z𝑝𝑘𝑝 , 𝑘𝑝 ∈ N ,

P — некоторое бесконечное множество простых чисел. При этом 𝜋𝑝�̃� ̸= 0

для бесконечного числа 𝑝 ∈ Λ , где Λ — бесконечное подмножество P ,

например, равное самому P .
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Пусть для группы 𝐴 выполнено условие:

𝐴/
⨁︁
𝑝∈P

𝐴𝑝
∼= 𝑊, (2.4)

где 𝑊 — одномерное подпространство Q–пространства
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝/
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 ,

порожденное вектором �̃�+
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 .

Предложение 2.6. Группа 𝐴 является 𝑆𝑃 –группой ранга 1.

Доказательство. Очевидно, что
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 ⊂ 𝐴 . Покажем, что группа 𝐴

— сервантная подгруппа группы
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝 .

Действительно, пусть 𝑎 ∈ 𝐴 и ∃𝑏 ∈
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝 такой, что 𝑚𝑏 = 𝑎 .

Если порядок 𝑎 конечен, то и порядок 𝑏 также конечен. В этом случае

𝑏 ∈
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 ⊂ 𝐴 .

Пусть порядок элемента 𝑎 бесконечен. В этом случае, согласно усло-

вию (2.4), найдутся такие 𝑛1, 𝑛2 ∈ Z , что 𝑛1𝑎 = 𝑛2�̃� + 𝑎𝑡 , где 𝑎𝑡 ∈⨁︀
𝑝∈P𝐴𝑝 . Тогда 𝑛1𝑚𝑏 = 𝑛2�̃�+𝑎𝑡 . Следовательно, согласно условию (2.4),

𝑏 ∈ 𝐴 . Имеем, группа 𝐴 — сервантная подгруппа группы
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝 .

Кроме того, из условия (2.4) и одномерности подпространства 𝑊 сле-

дует, что ранг без кручения группы 𝐴 равен 1.

Ясно, что в свою очередь любая 𝑆𝑃 -группа ранга 1 удовлетворя-

ет условию (2.4), поэтому в дальнейшем изложении будем пользоваться

представлением группы 𝐴 , описанным выше. В данном разделе через 𝐴

будем обозначать некоторую 𝑆𝑃 –группу ранга 1.
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Дополнительно будем полагать, что Λ и P различаются лишь на ко-

нечном множестве элементов. Другими словами, почти все проекции век-

тора �̃� ненулевые. Из данного условия вытекает также, что группа 𝐴

не содержит бесконечных периодических прямых слагаемых.

Теорема 2.7. Для любого эндоморфизма 𝑓 группы 𝐴 найдётся такое

конечное множество Ω ⊂ P , что справедливо одно из условий:

∙ 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 (если 𝑓𝐴 ⊆ 𝑇 (𝐴) ),

∙ 1− 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 (если 𝑓𝐴 * 𝑇 (𝐴) ),

где 𝐶 = 𝐴
⋂︀∏︀

𝑝∈P∖Ω𝐴𝑝 — дополнительное прямое слагаемое к
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 .

Доказательство. Пусть 𝑓 — эндоморфизм группы 𝐴 . Рассмотрим дей-

ствие 𝑓 на каждой 𝑝–компоненте группы 𝐴 :

𝜋𝑝𝑓𝑐𝑝 = 𝑛𝑝𝑐𝑝, (2.5)

где 0 ≤ 𝑛𝑝 < 𝑝𝑘𝑝 , а 𝑐𝑝 — образующие групп 𝐴𝑝 .

Рассмотрим случай, когда 𝑓 ∈ 𝑇 (𝐴) . Тогда 𝑓𝑎 ∈ 𝑇 (𝐴) для любого

элемента 𝑎 ∈ 𝐴 , в частности для 𝑎 = �̃� . Это означает, что почти для

всех 𝑝 ∈ P справедливы равенства:

𝜋𝑝𝑓𝑎 = 𝑓𝜋𝑝�̃� = 0.

45



Рассмотрим проекции вектора 𝑎 :

𝜋𝑝�̃� = 𝛽𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝, (2.6)

где (𝛽𝑝, 𝑝) = 1 , а 0 ≤ 𝑠𝑝 < 𝑘𝑝 . В таком случае справедливы равенства:

0 = 𝑓(𝛽𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝) = 𝛽𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑓(𝑐𝑝) = 𝛽𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑛𝑝𝑐𝑝.

Поэтому 𝛽𝑝𝑛𝑝
...𝑝𝑠𝑝 , следовательно, 𝑛𝑝

...𝑝𝑠𝑝 .

Рассмотрим эндоморфизм 𝑢 = 𝑓−1 . Покажем, что 𝑢 — автоморфизм

группы 𝐶 , где 𝐶 = 𝐴
⋂︀∏︀

𝑝∈P∖Ω𝐴𝑝 — прямое слагаемое группы 𝐴 (Ω

— конечное подмножество множества P ). Рассмотрим равенство для 𝑝–

компонент:

𝑢𝑐𝑝 = (𝑛𝑝 − 1)𝑐𝑝.

Данное равенство справедливо почти для всех 𝑝 ∈ P . Обозначим мно-

жество простых чисел, для которых данное равенство не выполняется,

через Ω . Убедимся, что 𝑢 — мономорфизм группы 𝐶 .

Поскольку 𝑛𝑝
...𝑝𝑠𝑝 для всякого 𝑝 ∈ P∖Ω , то 𝑢 |𝐴𝑝

— автоморфизм

группы 𝐴𝑝 . Следовательно, 𝑢 — мономорфизм группы 𝐶 .

Покажем теперь, что 𝑢 — эпиморфизм группы 𝐶 . Пусть 𝑎 ∈ 𝐶 .

Если 𝑎 ∈ 𝑇 (𝐶) , то существует элемент 𝑢−1𝑎 ∈ 𝑇 (𝐶) , поскольку 𝑢 |𝐴𝑝
—

автоморфизм группы 𝐴𝑝 для всякого 𝑝 ∈ P∖Ω .

Рассмотрим случай, когда 𝑎 /∈ 𝑇 (𝐶) , то есть 𝑎 — элемент в 𝐴 бес-

конечного порядка. Покажем, что 𝑢−1𝑎 ∈ 𝐶 . В этом случае найдутся
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𝑎𝑡 ∈ 𝑇 (𝐶) , а также 𝑚,𝑛 ∈ Z∖{0} такие, что 𝑚𝑎 = 𝑛�̃�𝐶 + 𝑎𝑡 , где �̃�𝐶 —

проекция вектора �̃� на прямое слагаемое 𝐶 .

При этом 𝑢𝜋𝑝�̃�𝐶 = (𝑛𝑝 − 1)𝛽𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = −1𝛽𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = −𝜋𝑝�̃�𝐶 для вся-

кого 𝑝 ∈ P∖Ω .

Тогда справедливы равенства

𝑚𝑢−1(𝑎) = 𝑛𝑢−1(�̃�) + 𝑢−1(𝑎𝑡) = −𝑛𝑢(�̃�) + 𝑢−1(𝑎𝑡).

Согласно условию (2.4), 𝑢−1(𝑎) ∈ 𝐶 . Следовательно, 𝑢— автоморфизм

группы 𝐶 .

Рассмотрим случай, когда 𝑓 /∈ 𝑇 (𝐴) . Тогда 𝑓�̃� — бесконечный век-

тор, а значит, найдутся 𝑎𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) , а также 𝑚,𝑛 ∈ Z∖{0} такие, что

𝑚𝑓�̃� = 𝑛�̃�+ 𝑎𝑡 . Тогда почти для всех 𝑝 ∈ P справедливо равенство:

𝜋𝑝𝑚𝑓𝑎 = 𝑛𝑓𝜋𝑝�̃�.

Подставим в последнее равенство выражения для �̃� и 𝑓 согласно 2.5 и

2.6:

𝑚𝑛𝑝𝛽𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = 𝑛𝛽𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝.

Тогда 𝛽𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠𝑝(𝑚𝑛𝑝 − 𝑛)𝑐𝑝 = 0 почти для всех 𝑝 ∈ P . Отсюда следует,

что

(𝑚𝑛𝑝 − 𝑛)
...𝑝𝑘𝑝. (2.7)
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Поскольку разложению 𝑚 и 𝑛 в произведение степеней простых чи-

сел соответствуют конечные наборы простых чисел, то (𝑚, 𝑝) = 1 или

(𝑛, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P . Обозначим множество простых чисел,

для которых данные равенства не выполняются, через Ω
′
. Тогда для

любого 𝑝 ∈ P∖Ω′
справедливы равенства:

(𝑛𝑝, 𝑝) = 1.

Рассмотрим эндоморфизм 𝑢 = 𝑓 . Доказательство того, что 𝑢 — мо-

номорфизм группы 𝐶 , где 𝐶 = 𝐴
⋂︀∏︀

𝑝∈P∖Ω′ 𝐴𝑝 в точности повторяет

рассуждения приведённые выше для случая, когда 𝑓𝐴 ⊆ 𝑇 (𝐴) .

Покажем теперь, что 𝑢 — эпиморфизм группы 𝐶 . Пусть 𝑎 ∈ 𝐶 . Если

𝑎 ∈ 𝑇 (𝐶) , то ∃𝑢−1𝑎 ∈ 𝑇 (𝐶) , поскольку 𝑢 |𝐴𝑝
— автоморфизм группы

𝐴𝑝 для всякого 𝑝 ∈ P∖Ω′
.

Рассмотрим случай, когда 𝑎 /∈ 𝑇 (𝐶) , то есть 𝑎 — элемент в 𝐴 бес-

конечного порядка. Покажем, что 𝑢−1𝑎 ∈ 𝐶 . Поскольку 𝑎 ∈ 𝐶 , то най-

дутся 𝑎
′

𝑡 ∈ 𝑇 (𝐶) , а также 𝑚
′
, 𝑛

′ ∈ Z∖{0} такие, что 𝑚
′
𝑎 = 𝑛

′
�̃�𝐶 + 𝑎

′

𝑡 ,

где �̃�𝐶 — проекция вектора �̃� на прямое слагаемое 𝐶 . При этом,

𝑚𝑢�̃�𝐶 = 𝑚𝑓�̃�𝐶 = 𝑛�̃�𝐶 .

Тогда справедливы равенства

𝑛𝑚
′
𝑢−1𝑎 = 𝑛

′
𝑢−1(𝑛�̃�𝐶) + 𝑢−1(𝑛𝑎

′

𝑡) = 𝑛
′
𝑚�̃�𝐶 + 𝑢−1(𝑛𝑎

′

𝑡).
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Согласно условию (2.4) 𝑢−1𝑎 ∈ 𝐶 , Поэтому 𝑢 — автоморфизм группы

𝐶 .

Пусть группа 𝐴 такая, как в теореме 2.7. Тогда справедлив следую-

щий результат.

Следствие 2.8. Кольцо эндоморфизмов группы 𝐴 является чистым.

Доказательство. Поскольку условия теоремы 2.7 выполнены, то для

произвольного эндоморфизма 𝑓 группы 𝐴 имеет место разложение

𝐴 = 𝐵
⨁︁

𝐶,

где 𝐵 =
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 , а 𝐶 = 𝐴
⋂︀
(
⨁︀

𝑝∈P∖Ω𝐴𝑝) . Причем на 𝐶 либо 𝑓 явля-

ется автоморфизмом, либо 1− 𝑓 . В таком случае 𝑓 |𝐶 является чистым

элементом 𝐸(𝐶) .

Поскольку 𝐵 — конечная группа, то кольцо 𝐸(𝐵) — чистое (см. [18]).

Таким образом мы показали, что 𝑓 |𝐵 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐵)

и 𝑓 |𝐶 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐶) . Принимая во внимание тот

факт, что 𝐴 = 𝐶
⨁︀

𝐵 и то, что 𝐶 и 𝐵 — вполне характеристические

подгруппы группы 𝐴 , получим, что 𝑓 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐴) .

Напомним определение идеала Пирса 𝑝–группы 𝐴 :

𝐻(𝐴) = {𝛼 ∈ 𝐸(𝐴) | 𝑥 ∈ 𝐴[𝑝], ℎ(𝑥) < ∞ =⇒ ℎ(𝑥) < ℎ(𝛼𝑥)}.
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Для 𝑆𝑃 –группы имеется определение аналога идеала Пирса, предло-

женное Крыловым П.А. (см. [3]). Если 𝐴 — 𝑆𝑃 –группа, то

𝐻(𝐴) = {𝛼 ∈ 𝐸(𝐴) | 𝛼 |𝐴[𝑝]∈ 𝐻(𝐴𝑝) для каждого 𝑝 ∈ P} .

Пусть группа 𝐴 такая, как в теореме 2.7. Тогда справедлив следую-

щий результат.

Теорема 2.9. 𝐽(𝐸(𝐴)) = 𝐻(𝐴) .

Доказательство. П.А. Крылов в статье [3] доказал, что 𝐽(𝐸(𝐴)) ⊆

𝐻(𝐴) . Поэтому для завершения доказательства необходимо показать

справедливость обратного включения 𝐻(𝐴) ⊆ 𝐽(𝐸(𝐴)) . Последнее усло-

вие равносильно следующему: для любого эндоморфизма 𝛼 ∈ 𝐻(𝐴) сле-

дует, что 1− 𝛼 — автоморфизм группы 𝐴 .

Покажем, что 𝛼𝐴 ⊆ 𝑇 (𝐴) . Действительно, предположим противное.

Тогда, согласно теореме 2.7 𝛼 является автоморфизмом на прямом сла-

гаемом группы 𝐴 , содержащим почти все 𝑝–компоненты, что невозмож-

но, поскольку 𝛼 ∈ 𝐻(𝐴) .

Итак, 𝛼𝐴 ⊆ 𝑇 (𝐴) . Тогда по теореме 2.7 1 − 𝛼 является автомор-

физмом на прямом слагаемом группы 𝐴 , содержащим почти все 𝑝–

компоненты.

Рассмотрим конечную прямую сумму оставшихся 𝑝–компонент. От-

метим, что в силу определения 𝐻(𝐴) для 𝑆𝑃 –группы, сужение 𝛼 на

каждую из указанных 𝑝–компонент будет принадлежать идеалу Пирса
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это 𝑝–компоненты, а значит и её радикалу Джекобсона, поскольку это

ограниченная группа. Следовательно для данных 𝑝–компонент 1 − 𝛼

также является автоморфизмом.

2.3 SP-группы ранга 2 с циклическими 𝑝–компонентами

Рассмотрим вначале более общий случай — 𝑆𝑃 -группы конечного

ранга. Ниже будет приведён результат, описывающий достаточные усло-

вия чистоты кольца эндоморфизмов 𝑆𝑃 -группы конечного ранга.

Пусть для группы 𝐴 выполнено условие:

𝐴/
⨁︁
𝑝∈P

𝐴𝑝
∼= 𝑊, (2.8)

где 𝑊 — конечномерное подпространство Q–пространства∏︀
𝑝∈P𝐴𝑝/

⨁︀
𝑝∈P𝐴𝑝 , порожденное конечным множеством линейно незави-

симых векторов �̃�𝑖 +
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 , 𝑖 = 1, 𝑛 . Причём �̃�𝑖 — бесконечные век-

торы из
∏︀
𝑝∈P

𝐴𝑝 , где 𝐴𝑝
∼= Z𝑝𝑘𝑝 , 𝑘𝑝 ∈ N , P — некоторое бесконечное

множество простых чисел. Обозначим через Λ𝑖 множество тех простых

чисел 𝑝 ∈ P , для которых 𝜋𝑝𝑎𝑖 ̸= 0 .

Предложение 2.10. Группа 𝐴 является 𝑆𝑃 –группой конечного ран-

га.

Доказательство. Очевидно, что
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 ⊂ 𝐴 . Покажем, что группа 𝐴

— сервантная подгруппа группы
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝 .
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Действительно, пусть 𝑎 ∈ 𝐴 и существует 𝑏 ∈
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝 такой, что

𝑚𝑏 = 𝑎 . Если порядок 𝑎 конечен, то и порядок 𝑏 также конечен. В этом

случае 𝑏 ∈
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 ⊂ 𝐴 .

Пусть порядок элемента 𝑎 бесконечен. В этом случае, согласно усло-

вию (2.8), найдутся такие 𝑚0,𝑚𝑖 ∈ Z (при этом хотя бы для одного 𝑖

𝑚𝑖 ̸= 0 и 𝑚0 ̸= 0 ), что 𝑚0𝑎 =
∑︀𝑛

𝑖=1𝑚𝑖�̃�𝑖 + 𝑎𝑡 , где 𝑎𝑡 ∈
⨁︀

𝑝∈P𝐴𝑝 . Тогда

𝑚0𝑚𝑏 =
∑︀𝑛

𝑖=1𝑚𝑖�̃�𝑖 + 𝑎𝑡 . Следовательно, согласно условию (2.8), 𝑏 ∈ 𝐴 .

Имеем, группа 𝐴 — сервантная подгруппа группы
∏︀

𝑝∈P𝐴𝑝 .

Кроме того, из условия (2.8) и конечномерности подпространства 𝑊

следует, что ранг без кручения группы 𝐴 конечен и равен 𝑛 .

Ясно, что, в свою очередь, любая 𝑆𝑃 –группа 𝐴 конечного ранга удо-

влетворяет условию 2.8, поэтому в дальнейшем изложении будем пользо-

ваться представлением группы 𝐴 , описанным выше. Здесь и далее через

𝐴 будем обозначать 𝑆𝑃 –группу конечного ранга. Кроме того, будем по-

лагать, что
⋃︀𝑛

𝑖=1Λ𝑖 и P различаются лишь на конечном множестве эле-

ментов. Другими словами, почти все проекции векторов �̃�𝑖 ненулевые.

Из данного условия, аналогично случаю, описанному в предыдущем раз-

деле, вытекает также, что группа 𝐴 не содержит бесконечных периоди-

ческих прямых слагаемых.

Теорема 2.11. Для любого эндоморфизма 𝑓 ∈ 𝑅𝑡 группы 𝐴 найдётся
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такое конечное множество Ω ⊂ P , что 1− 𝑓 — автоморфизм группы

𝐶 , где 𝐶 — дополнительное прямое слагаемое к
⨁︀
𝑝∈Ω

𝐴𝑝 .

Доказательство. Пусть 𝑓 — эндоморфизм группы 𝐴 . Рассмотрим дей-

ствие 𝑓 на каждой 𝑝–компоненте группы 𝐴 :

𝜋𝑝𝑓𝑐𝑝 = 𝑛𝑝𝑐𝑝, (2.9)

где 0 ≤ 𝑛𝑝 < 𝑝𝑘𝑝 , а 𝑐𝑝 — образующие групп 𝐴𝑝 .

Пусть 𝑓𝐴 ⊆ 𝑇 (𝐴) , тогда 𝑓�̃�𝑖 ∈ 𝑇 (𝐴) для любого 𝑖 = 1, 𝑛 . Это

означает, что почти для всех 𝑝 ∈ Λ𝑖 справедливы равенства:

𝜋𝑝𝑓�̃�𝑖 = 𝑓𝜋𝑝�̃�𝑖 = 0.

Рассмотрим проекции векторов �̃�𝑖 :

𝜋𝑝�̃�𝑖 = 𝛽𝑖
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝑐𝑝, (2.10)

где (𝛽𝑖
𝑝, 𝑝) = 1 , а 0 ≤ 𝑠𝑖𝑝 < 𝑘𝑝 . С учётом равенств 2.10 можно записать

почти для всех 𝑝 ∈ P следующие равенства:

0 = 𝑓(𝛽𝑖
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝑐𝑝) = 𝛽𝑖
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝑓(𝑐𝑝) = 𝛽𝑖
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝑛𝑝𝑐𝑝.

Поэтому 𝛽𝑖
𝑝𝑛𝑝

...𝑝𝑠
𝑖
𝑝 , следовательно, 𝑛𝑝

...𝑝𝑠
𝑖
𝑝 для всех 𝑖 = 1, ..., 𝑛 и 𝑛𝑝 =

𝛼𝑖
𝑝𝑝

𝑠𝑖𝑝 , где 𝑝𝑠
𝑖
𝑝 соответствует максимальному из 𝑛 значений.

Рассмотрим эндоморфизм 𝑢 = 𝑓−1 . Покажем, что 𝑢 — автоморфизм

группы 𝐶 , где 𝐶 = 𝐴
⋂︀∏︀

𝑝∈P∖Ω𝐴𝑝 — прямое слагаемое группы 𝐴 (Ω

53



— конечное подмножество множества P ). Запишем равенства для 𝑝–

компонент:

𝑢𝑐𝑝 = (𝛼𝑖
𝑝𝑝

𝑠𝑖𝑝 − 1)𝑐𝑝.

Данное равенство справедливо почти для всех 𝑝 ∈ P . Обозначим мно-

жество простых чисел, для которых данное равенство не выполняется,

через Ω . Для начала убедимся, что 𝑢 — мономорфизм группы 𝐶 .

Поскольку (𝛼𝑖
𝑝𝑝

𝑠𝑖𝑝 − 1, 𝑝) = 1 для всякого 𝑝 ∈ P∖Ω , то 𝑢 |𝐴𝑝
— авто-

морфизм группы 𝐴𝑝 . Следовательно, 𝑢 — мономорфизм группы 𝐶 .

Покажем теперь, что 𝑢 — эпиморфизм группы 𝐶 . Пусть 𝑎 ∈ 𝐶 . Если

𝑎 ∈ 𝑇 (𝐶) , то ∃𝑢−1𝑎 ∈ 𝑇 (𝐶) , поскольку 𝑢 |𝐴𝑝
— автоморфизм группы

𝐴𝑝 для всякого 𝑝 ∈ P∖Ω .

Рассмотрим случай, когда 𝑎 /∈ 𝑇 (𝐶) , то есть 𝑎 — элемент 𝐴 бес-

конечного порядка. Покажем, что 𝑢−1𝑎 ∈ 𝐶 . В этом случае найдутся

𝑎𝑡 ∈ 𝑇 (𝐶) , а также 𝑚,𝑚𝑖 ∈ Z (при этом 𝑚𝑖 ̸= 0 хотя бы для одного 𝑖

и 𝑚 ̸= 0 ) такие, что

𝑚𝑎 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖�̃�
𝑖
𝐶 + 𝑎𝑡,

где �̃�𝑖𝐶 — проекция вектора �̃�𝑖 на прямое слагаемое 𝐶 . При этом, 𝑢𝜋𝑝�̃�
𝑖
𝐶 =

(𝛼𝑖
𝑝𝑝

𝑠𝑖𝑝 − 1)𝛽𝑖
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝑐𝑝 = −1𝛽𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝑐𝑝 = −𝜋𝑝�̃�

𝑖
𝐶 для всякого 𝑝 ∈ P∖Ω .

Тогда справедливы равенства:

𝑚𝑢−1(𝑎) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖𝑢
−1(�̃�) + 𝑢−1(𝑎𝑡) = −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖�̃�𝑖 + 𝑢−1(𝑎𝑡).

54



Согласно условию (2.8), 𝑢−1(𝑎) ∈ 𝐶 . Следовательно, 𝑢— автоморфизм

группы 𝐶 .

Пусть группа 𝐴 обладает свойствами, перечисленными в теореме 2.11.

Тогда справедлив следующий результат.

Следствие 2.12. Любой эндоморфизм 𝑓 ∈ 𝑅𝑡 группы 𝐴 является чи-

стым.

Доказательство. Доказательство данного утверждения в точности по-

вторяет доказательство следствия 2.8, если ввести обозначение
⋃︀𝑛

𝑖=1Λ𝑖 =

Λ .

Теперь перейдем к рассмотрению основного случая, вынесенного в

заглавие данного раздела. В дальнейшем изложении будем пользоваться

представлением 𝑆𝑃 –группы ранга 2, описанным выше для 𝑆𝑃 –групп

конечного ранга (см. равенство (2.8)).

Напомним, ранее было показано, что кольцо эндоморфизмов SP-группы

ранга 1 с циклическими p-компонентами является чистым (следствие

2.8). Кроме того, было показано, что любой эндоморфизм SP-группы

конечного ранга, переводящий все элементы группы в её периодиче-

скую часть, является чистым (следствие 2.12). В данном разделе объ-

ектом исследования являются SP-группы ранга 2 с циклическими p-

компонентами, не имеющими бесконечных периодических прямых сла-
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гаемых. Ниже приведён основной результат, позволяющий дать полный

ответ на вопрос о чистоте рассматриваемых групп.

Теорема 2.13. Кольцо эндоморфизмов 𝑆𝑃 –группы ранга 2 с цикличе-

скими 𝑝 -компонентами, не имеющей бесконечных периодических пря-

мых слагаемых, является чистым.

Доказательство основного результата удобно разбить на несколько ча-

стей, каждая из которых будет соответствовать одному из следующих

случаев строения множеств Λ1 и Λ2 :

∙ Λ1 ∩ Λ2 — конечное множество;

∙ Λ1 ∩Λ2 — бесконечное множество и хотя бы одно из множеств Λ1 ∖

Λ2 , Λ2 ∖ Λ1 — бесконечное;

∙ Λ1 ∩ Λ2 — бесконечное множество и при любом выборе базисных

векторов Λ1 ∖ Λ2 , Λ2 ∖ Λ1 — конечные множества.

Таким образом, план доказательства — показать чистоту кольца эн-

доморфизмов группы 𝐴 для каждого из описанных выше случаев. Это

будет гарантировать чистоту кольца эндоморфизмов для произвольной

группы 𝐴 , удовлетворяющей условиям теоремы.

Заметим, что в случае, когда Λ1 ∩ Λ2 — конечное множество, группу

𝐴 можно представить в виде 𝐴 = (
⨁︀

𝑝∈Λ1∖Ω
𝐴𝑝)

⨁︀
(

⨁︀
𝑝∈Λ2∖Ω

𝐴𝑝)
⨁︀

(
⨁︀
𝑝∈Ω

𝐴𝑝) ,
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где Ω = (Λ1 ∩ Λ2) ∪ (P∖(
⋃︀

𝑖=1,2Λ𝑖)) — конечное множество. Учитывая

полученные ранее результаты для случая 𝑆𝑃 -групп ранга 1, мы полу-

чим, что группа 𝐴 обладает чистым кольцом эндоморфизмов. Таким

образом, при дальнейшем рассмотрении нас будет интересовать случай,

когда Λ1 ∩ Λ2 — бесконечное множество. Поэтому далее для группы 𝐴

будем предполагать, что данное условие выполнено.

Ниже будут рассмотрены некоторые вспомогательные результаты, ко-

торые будут использоваться при доказательстве основных.

Уточним вид проекций для базисных векторов:

𝜋𝑝(𝑎𝑖) = 𝑝𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝛼𝑖
𝑝𝑐𝑝; (2.11)

и действие эндоморфизма 𝑓 на 𝑝–компонентах группы 𝐴 :

𝑓𝑐𝑝 = 𝑛𝑝𝑐𝑝,

где 𝑛𝑝 ∈ Z ;

𝛼𝑖
𝑝 ∈ Z , причём (𝛼𝑖

𝑝, 𝑝) = 1 ;

𝑠𝑖𝑝 ∈ N , причём 0 < 𝑠𝑖𝑝 ≤ 𝑝𝑘 ;

𝑐𝑝 — образующий элемент группы 𝐴𝑝 .

Лемма 2.14. Пусть множество Λ1∖Λ2 — бесконечное и 𝑓 — эндомор-

физм группы 𝐴 . Если образ 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) , то 𝑓𝑎2 выражается только

через образующий вектор 𝑎2 .
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Доказательство. Поскольку 𝑓𝑎2 ∈ 𝐴 , найдутся такие целые 𝑛, 𝑛1, 𝑛2 и

𝑎𝑡2 ∈ 𝑇 (𝐴) , что 𝑛𝑓𝑎2 = 𝑛1𝑎1 + 𝑛2𝑎2 + 𝑎𝑡2 . Перейдём к равенствам для

𝑝 -компонент: почти для всех 𝑝 ∈ P справедливо равенство

𝑛𝑓𝜋𝑝𝑎2 = 𝑛1𝜋𝑝𝑎1 + 𝑛2𝜋𝑝𝑎2.

Но 𝜋𝑝𝑎2 = 0 , а 𝜋𝑝𝑎1 ̸= 0 для 𝑝 ∈ Λ1∖Λ2 , откуда следует, что 𝑛1 = 0 .

Таким образом,

𝑛𝑓𝑎2 = 𝑛2𝑎2 + 𝑎𝑡2. (2.12)

Лемма 2.15. Пусть множество Λ1∖Λ2 — бесконечное. Тогда 𝑓𝑎2 ∈

𝑇 (𝐴) , если 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) .

Доказательство. Согласно лемме 2.14, для любого эндоморфизма 𝑓 груп-

пы 𝐴 образ 𝑓𝑎2 может зависеть только от одного образующего вектора

𝑎2 . Следовательно, найдутся такие целые числа 𝑛
′
, 𝑛2 ∈ Z и элемент

𝑎2𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) , что справедливо следующее равенство:

𝑛
′
𝑓𝑎2 = 𝑛2𝑎2 + 𝑎2𝑡

Согласно условию леммы 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) , следовательно, почти для всех

𝑝 ∈ Λ1

𝜋𝑝(𝑓𝑎1) = 𝑛𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠1𝑝𝛼1

𝑝𝑐𝑝 = 0.
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Следовательно, 𝑛𝑝
...𝑝𝑠

1
𝑝 . В таком случае

𝑛
′
𝑛𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝𝛼2
𝑝𝑐𝑝 = 𝑛

′
𝜋𝑝(𝑓𝑎2) = 𝑛2𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝𝛼2
𝑝𝑐𝑝.

Поэтому (𝑛
′
𝑛𝑝 − 𝑛2)

...𝑝𝑠
2
𝑝 . Поскольку 𝑠𝑖𝑝 ̸= 0 , то 𝑛2

...𝑝 почти для всех

𝑝 ∈ Λ1 . То есть 𝑛2 = 0 , а значит, 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) .

Лемма 2.16. Если для базисных векторов 𝑎1 и 𝑎2 существуют про-

образы при отображении 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) и ограничение 𝑓 — автоморфизм

для каждой 𝑝–компоненты 𝐴𝑝 , то 𝑓 — автоморфизм группы 𝐴 .

Доказательство. Поскольку 𝑓 — автоморфизм для каждой 𝑝–компоненты

𝐴𝑝 , то 𝑓 — мономорфизм группы 𝐴 и автоморфизм группы
∏︀
𝑝∈P

𝐴𝑝 . Для

доказательства предложения таким образом необходимо показать, что 𝑓

- эпиморфизм. Поскольку 𝑓 |𝐴𝑝
— автоморфизм для любого 𝑝 ∈ P , то

для любого элемента группы 𝐴 конечного порядка найдётся прообраз

при отображении 𝑓 . Поэтому далее будет рассмотрен случай бесконеч-

ных векторов.

Обозначим прообразы для векторов 𝑎1 и 𝑎2 через 𝑏1 , 𝑏2 соответ-

ственно. Покажем теперь, что для любого бесконечного вектора 𝑎 ∈ 𝐴

элемент 𝑓−1(𝑎) ∈ 𝐶 . Так как 𝑎 ∈ 𝐴 , найдутся такие 𝑚,𝑛2 ∈ Z ,

𝑎𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) , что справедливо следующее равенство:

𝑚𝑎 = 𝑚1𝑎1 +𝑚2𝑎2 + 𝑎𝑡.
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Заметим, что поскольку 𝑓 — автоморфизм группы
∏︀
𝑝∈P

𝐴𝑝 , то прооб-

раз 𝑓−1(𝑎) существует, поскольку 𝑎 ∈ 𝐴 ⊆
∏︀
𝑝∈P

𝐴𝑝 .

Проверим, принадлежит ли 𝑓−1(𝑎) группе 𝐴 :

𝑚𝑓−1(𝑎) = 𝑓−1(𝑚𝑎) = 𝑓−1(𝑚1𝑎1 +𝑚2𝑎2 + 𝑎𝑡) =

𝑚1𝑓
−1(𝑎1) +𝑚2𝑓

−1(𝑎2) + 𝑓−1(𝑎𝑡) =

𝑚1𝑏1 +𝑚2𝑏2 + 𝑓−1(𝑎𝑡).

Заметим, что поскольку 𝑓 — автоморфизм для каждой 𝑝–компоненты

𝐴𝑝 , то 𝑓−1(𝑎𝑡) ∈ 𝐴 . Тогда 𝑚1𝑏1 + 𝑚2𝑏2 + 𝑓−1(𝑎𝑡) ∈ 𝐴 , а значит и

𝑚𝑓−1(𝑎) ∈ 𝐴 . Далее, легко показать, пользуясь представлением груп-

пы 𝐴 согласно 2.8, что 𝑓−1(𝑎) ∈ 𝐴 .

Следовательно, 𝑓 — эпиморфизм группы 𝐴 .

Лемма 2.17. Если существует такое конечное подмножество Ω ⊂ P ,

что 𝑓 — чистый элемент в 𝐸(
⨁︀

𝑝∈P∖Ω
𝐴𝑝) , то 𝑓 — чистый элемент в

𝐸(𝐴) .

Доказательство. Обозначим группу
⨁︀

𝑝∈P∖Ω
𝐴𝑝 через 𝐶 .

Заметим, что 𝑓 |⨁︀
𝑝∈Ω 𝐴𝑝

— чистый элемент кольца 𝐸(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) , посколь-

ку
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 — ограниченная группа (см. [18]). Принимая во внимание

тот факт, что 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) и то, что 𝐶 и
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 — вполне

характеристические подгруппы группы 𝐴 , из [19] получим, что 𝑓 —

чистый элемент кольца 𝐸(𝐴) .
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После доказательства некоторых вспомогательных утверждений мы

перейдём непосредственно ко второму случаю из принятого нами плана

(Λ1 ∩Λ2 — бесконечное множество и хотя бы одно из множеств Λ1 ∖Λ2 ,

Λ2 ∖ Λ1 — бесконечное). В следующей лемме будет рассмотрена первая

часть доказательства данного случая, когда каждое из множеств Λ1 ∖

Λ2 , Λ2 ∖Λ1 — бесконечное. Заметим, что для доказательства результата

достаточно рассмотреть случай, когда 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 , поскольку в противном

случае 𝑓 — заведомо чистый элемент (следствие 2.12).

Лемма 2.18. Пусть оба множества Λ1∖Λ2 , Λ2∖Λ1 — бесконечные. То-

гда кольцо 𝐸(𝐴) — чистое.

Доказательство. Итак, 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 , а согласно условию теоремы Λ1∖Λ2 и

Λ2∖Λ1 — бесконечные множества. В этом случае, согласно лемме 2.14,

для любого эндоморфизма 𝑓 группы 𝐴 образ 𝑓𝑎2 может выражаться

только через образующий вектор 𝑎2 , а образ 𝑓𝑎1 — только через век-

тор 𝑎1 . Следовательно, найдутся такие целые числа 𝑛, 𝑛
′
, 𝑛1, 𝑛2 ∈ Z и

элемент 𝑎𝑡1, 𝑎
2
𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) , что справедливы следующие равенства:

𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛1𝑎1 + 𝑎𝑡1, (2.13)

𝑛
′
𝑓𝑎2 = 𝑛2𝑎2 + 𝑎2𝑡 . (2.14)

Заметим, что если 𝑓 ̸= 0 , то, в силу предложения 2.15, справедливы

следующие импликации:
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если 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) , то 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) ;

если 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , то 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) .

Отсюда следует, что 𝑓𝑎1 /∈ 𝑇 (𝐴) и 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) .

Покажем, что существует такое прямое слагаемое 𝐶 группы 𝐴 , что 𝑓

— автоморфизм на 𝐶 , причем 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) , а Ω ⊆ P — конечное

множество.

Рассмотрим покомпонентно первое из равенств (2.13 – 2.14): почти

для всех 𝑝 ∈ Λ1 верны равенства

𝑛𝑛𝑝(𝜋𝑝𝑎1) = 𝜋𝑝(𝑛𝑓𝑎1) = 𝜋𝑝(𝑛1𝑎1) = 𝑛1𝜋𝑝(𝑎1).

С учётом равенства (2.11) получим

(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)
...𝑝𝑠

1
𝑝.

Поскольку 𝑓𝑎1 /∈ 𝑇 (𝐴) , можно сделать вывод, что (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для

всех 𝑝 ∈ Λ1 .

Аналогично можно показать, что (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 .

Тогда (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P . Множество всех тех 𝑝 ∈ P , для

которых последнее равенство не выполнено, обозначим через Ω . Доба-

вим также к множеству Ω конечное множество тех простых чисел 𝑝 ∈ P ,

которые участвуют в разложении чисел 𝑛𝑖 ( 𝑖 = 1, 2 ). В таком случае по-

лучим разложение 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) , где 𝐶 — дополнительное прямое
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слагаемое к
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 . Причем подгруппа 𝐶 — 𝑝–делимая для каждого

𝑝 ∈ Ω .

Заметим, что поскольку (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 для всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω , то 𝑓 |𝐴𝑝
—

автоморфизм для любого 𝑝 ∈ P ∖ Ω .

Покажем, что существуют такие элементы 𝑏𝑖 ∈ 𝐴 ( 𝑖 = 1, 2 ), что

𝑓𝑏𝑖 = 𝜋𝐶𝑎𝑖 .

Поскольку 𝐶 является 𝑛𝑖 –делимой группой ( 𝑖 = 1, 2 ), то найдутся

такие элементы 𝑏𝑖 ∈ 𝐶 , что 𝑛1𝑏1 = 𝑛𝜋𝐶(𝑎1) и 𝑛2𝑏2 = 𝑛
′
𝜋𝐶(𝑎2) . В таком

случае справедливо равенство

𝑛1𝑓𝑏1 = 𝑓(𝑛1𝑏1) = 𝑓(𝑛𝜋𝐶(𝑎1)) = 𝜋𝐶(𝑛𝑓𝑎1) = 𝜋𝐶(𝑛1𝑎1).

Откуда следует, что 𝑛1(𝑓𝑏1−𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 . Тогда 𝑓𝑏1−𝜋𝐶(𝑎1) ∈
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 ,

с другой стороны 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈ 𝐶 , поэтому 𝑓𝑏1 = 𝜋𝐶(𝑎1) .

Аналогично можно показать, что 𝑓𝑏2 = 𝜋𝐶(𝑎2) . В таком случае вы-

полнены условия леммы 2.16, следовательно, 𝑓 — автоморфизм группы

𝐶 .

Таким образом, мы показали, что 𝑓 |𝐶 — чистый элемент кольца

𝐸(𝐶) , а значит, согласно лемме 2.17, 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Теперь мы можем перейти непосредственно к рассмотрению второго

случая (когда бесконечным может быть только одно из множеств Λ1∖Λ2 ,

Λ2∖Λ1 ). Доказательство удобно провести в несколько этапов, каждый из
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которых будет соответствовать одному из дополнительных условий, на-

лагающихся на образы и порядки 𝑝–компонент базисных векторов. Во

всех последующих результатах (леммы 2.19 – 2.23) будем полагать, что

бесконечным является только одно из множеств Λ1∖Λ2 , Λ2∖Λ1 , для опре-

делённости пусть множество Λ1∖Λ2 — бесконечное, а множество Λ2∖Λ1

— конечное при любом выборе базисных векторов.

Лемма 2.19. Если для бесконечного числа простых чисел 𝑝 ∈ Λ2 спра-

ведливо неравенство 𝑠1𝑝 > 2𝑠2𝑝 , и 𝑓 — такой эндоморфизм группы 𝐴 ,

что 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , то 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Согласно лемме 2.14 для любого эндоморфизма 𝑓 груп-

пы 𝐴 образ 𝑓𝑎2 может зависеть только от одного образующего вектора

𝑎2 . Таким образом, найдутся такие целые 𝑛, 𝑛2, 𝑛
′
, 𝑛

′

1, 𝑛
′

2 ∈ Z и элементы

𝑎𝑡1, 𝑎
𝑡
2 ∈ 𝑇 (𝐴) , что

𝑛𝑓𝑎2 = 𝑛2𝑎2 + 𝑎𝑡2, (2.15)

𝑛
′
𝑓𝑎1 = 𝑛

′

1𝑎1 + 𝑛
′

2𝑎2 + 𝑎𝑡1. (2.16)

Поскольку мы рассматриваем случай 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 , то согласно лемме 2.15

𝑓𝑎1 /∈ 𝑇 (𝐴) .

Уточним вид проекций для базисных векторов (напомним равенство

2.11):

𝜋𝑝(𝑎𝑖) = 𝑝𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝛼𝑖
𝑝𝑐𝑝, (2.17)
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и зафиксируем действие эндоморфизма 𝑓 на 𝑝–компонентах группы 𝐴 :

𝑓𝑐𝑝 = 𝑛𝑝𝑐𝑝,

где 𝑛𝑝 ∈ Z ;

𝛼𝑖
𝑝 ∈ Z , причём (𝛼𝑖

𝑝, 𝑝) = 1 ;

𝑠𝑖𝑝 ∈ N , причём 0 < 𝑠𝑖𝑝 ≤ 𝑘𝑝 ;

𝑐𝑝 — образующий элемент группы 𝐴𝑝 .

Согласно условиям леммы 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) . В таком случае

𝜋𝑝(𝑓𝑎2) = 𝑛𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠2𝑝𝛼2

𝑝𝑐𝑝 = 0

почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 . Следовательно, 𝑛𝑝
...𝑝𝑠

2
𝑝 . Тогда 𝑛𝑝 = 𝑝𝑠

2
𝑝𝛾𝑝 для

некоторого целого 𝛾𝑝 .

Рассмотрим теперь проекции для образа 𝑓𝑎1 :

𝜋𝑝(𝑓𝑎1) = 𝑛𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠1𝑝𝛼1

𝑝𝑐𝑝 = 𝛾𝑝𝑝
𝑘𝑝−𝑠1𝑝+𝑠2𝑝𝛼1

𝑝𝑐𝑝. (2.18)

Учитывая выражение (2.16), можно записать равенство, справедливое

почти для всех 𝑝 ∈ P

𝑛
′
𝜋𝑝(𝑓𝑎1) = 𝜋𝑝(𝑛

′

1𝑎1 + 𝑛
′

2𝑎2) = (𝑛
′

1𝑝
𝑘𝑝−𝑠1𝑝𝛼1

𝑝 + 𝑛
′

2𝑝
𝑘𝑝−𝑠2𝑝𝛼2

𝑝)𝑐𝑝.

Домножим первое равенство, которое мы получили для представления

проекций 𝑓𝑎1 , на 𝑛
′
. В сумме с последним равенством мы можем запи-

сать:

(𝑝𝑘𝑝−𝑠1𝑝(𝑛
′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)𝛼
1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝)𝑐𝑝 = 0.
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Откуда следует, что

(𝑝𝑘𝑝−𝑠1𝑝(𝑛
′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)𝛼
1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝)
...𝑝𝑘𝑝. (2.19)

Поскольку 𝑠2𝑝 < 𝑠1𝑝 , то 𝑘𝑝 − 𝑠1𝑝 < 𝑘𝑝 − 𝑠2𝑝 . Тогда из 2.19 следует, что

((𝑛
′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)𝛼
1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑠1𝑝−𝑠2𝑝)
...𝑝𝑠

1

.

Значит, (𝑛
′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)𝛼
1
𝑝
...𝑝𝑠

1−𝑠2 , что влечёт (𝑛
′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)
...𝑝 , поскольку

(𝛼1
𝑝, 𝑝) = 1 . В этом случае 𝑛

′

1
...𝑝 для бесконечного множества 𝑝 ∈ Λ2 , то

есть 𝑛
′

1 = 0 .

Тогда равенства 2.16 и 2.15 можно переписать в следующем виде:

𝑛
′
𝑓𝑎1 = 𝑛

′

2𝑎2 + 𝑎𝑡1,

𝑛𝑓𝑎2 = 𝑎𝑡2.

Рассмотрим гомоморфизм 𝑢 = 1 − 𝑓 . Проверим, найдётся ли та-

кое конечное подмножество простых чисел Ω ⊂ P , что 𝑢 |𝐶 - авто-

морфизм подгруппы 𝐶 , являющейся прямым слагаемым группы 𝐴 =

𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) .

Рассмотрим покомпонентно выражение для вектора 𝑓𝑎1 , записанное

выше:

𝑛
′
𝑛𝑝𝜋𝑝(𝑎1) = 𝑛

′

2𝜋𝑝(𝑎2).

Данное равенство справедливо почти для всех 𝑝 ∈ P . При этом почти

для всех 𝑝 ∈ Λ1 ∖ Λ2 правая часть данного равенства равна нулю, а
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значит и 𝑛
′
𝑛𝑝𝜋𝑝(𝑎1) = 0 . Тогда, учитывая вид проекций для вектора 𝑎1 ,

получим 𝑛
′
𝑛𝑝
...𝑝𝑠

1
𝑝 . Учитывая неравенство 𝑛

′ ̸= 0 , приходим к выводу, что

𝑛𝑝
...𝑝𝑠

1
𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ Λ1∖Λ2 . Кроме того, учитывая, что 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) ,

легко показать, что 𝑛𝑝
...𝑝𝑠

2
𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 .

Определим множество Ω следующим образом: в него входят все про-

стые числа 𝑝 ∈ P такие, что (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 . Кроме того, добавим в мно-

жество Ω все простые числа из P , которые участвуют в разложении

следующих чисел: 𝑛2, 𝑛
′
, 𝑛, (𝑛2 − 𝑛) . Очевидно, что полученное множе-

ство Ω будет конечным.

Заметим, что в силу выбора множества Ω (𝑢 = 1− 𝑓) |𝐴𝑝
— автомор-

физм 𝐴𝑝 для всех 𝑝 ∈ P∖Ω . Следовательно, 𝑢 — мономорфизм группы

𝐶 . Остаётся проверить, будет ли 𝑢 эпиморфизмом?

Заметим, что 𝑛𝑢𝜋𝐶(𝑎2) = 𝑛(1 − 𝑓)𝜋𝐶(𝑎2) = 𝑛𝜋𝐶(𝑎2) − 𝑎𝑡2 , то есть

𝑛(𝑢𝜋𝐶(𝑎2) − 𝜋𝐶(𝑎2)) ∈ 𝑇 (С) . Поскольку 𝑛 ̸= 0 , то 𝑢𝜋𝐶(𝑎2) − 𝜋𝐶(𝑎2) ∈

𝑇 (С) . Учитывая, что 𝑢 — автоморфизм для любой 𝑝 -компоненты груп-

пы 𝐶 , можно утверждать, что для вектора 𝜋𝐶(𝑎2) существует прообраз

𝑢−1𝜋𝐶(𝑎2) = 𝜋𝐶(𝑎2) + 𝑎𝑡𝐶 , где 𝑎𝑡𝐶 ∈ Е(𝐶) .

Покажем, что в группе 𝐶 найдётся также прообраз и для вектора

𝜋𝐶(𝑎1) .

Рассмотрим элемент 𝑏1 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство

(существование этого элемента следует из представления группы 𝐴 со-
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гласно 2.8):

𝑚𝑏1 = 𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2),

где 𝑚 = −(𝑛
′

2 − 𝑛)𝑛
′
, 𝑚1 = 𝑚 , 𝑚2 = 𝑛𝑛

′

2 .

Тогда справедливы следующие равенства:

𝑚𝑛
′
𝑛𝑢𝑏1 = 𝑛

′
𝑛(1− 𝑓)(𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2)) =

𝑛
′
𝑛(𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2)−𝑚1𝑓𝜋𝐶(𝑎1)−𝑚2𝑓𝜋𝐶(𝑎2)) =

𝑛
′
𝑛(𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2))−𝑚1𝑛𝑛

′

2𝜋𝐶(𝑎2)−𝑚2𝑛
′
𝑛2𝜋𝐶(𝑎2) =

𝑛
′
𝑛𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) + (𝑚2𝑛

′
𝑛−𝑚1𝑛𝑛

′

2 −𝑚2𝑛
′
𝑛2)𝜋𝐶(𝑎2).

При этом

𝑚2𝑛
′
𝑛−𝑚1𝑛𝑛

′

2 −𝑚2𝑛
′
𝑛2 = 𝑛𝑛

′

2𝑛
′
𝑛+ (𝑛2 − 𝑛)𝑛

′
𝑛𝑛

′

2 − 𝑛𝑛
′

2𝑛
′
𝑛2 = 0.

Таким образом, мы получаем, что 𝑚𝑛
′
𝑛𝑢𝑏1 = 𝑛

′
𝑛𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) . Отсюда сле-

дует, что 𝑛
′
𝑛𝑚(𝑢𝑏1− 𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 , что в свою очередь приводит к равен-

ству 𝑛
′
𝑛(𝑛2 − 𝑛)𝑛

′
(𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 .

Напомним, что в множество Ω входят все простые числа из P , кото-

рые участвуют в разложении следующих чисел: 𝑛2, 𝑛
′
, 𝑛, (𝑛2 − 𝑛) . Учи-

тывая этот факт, можем утверждать, что 𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 . С

другой стороны, поскольку 𝑏1 ∈ 𝐶 , то 𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈ 𝐶 , что вместе с

предыдущим выводом даёт равенство 𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) = 0 . Как следует из

предложения 2.16, 𝑢 — эпиморфизм, поскольку существуют прообразы

для каждого из базисных векторов.
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Таким образом получаем, что 𝑢 — автоморфизм группы 𝐶 , а значит,

как следует из предложения 2.17, 𝑓 - чистый элемент кольца эндомор-

физмов группы 𝐴 .

Лемма 2.20. Если для бесконечного числа простых чисел 𝑝 ∈ Λ2 спра-

ведливо неравенство 𝑠1𝑝 ̸= 𝑠2𝑝 , и 𝑓 — такой эндоморфизм группы 𝐴 ,

что 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) , то 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Поскольку множество Λ1∖Λ2 — бесконечное, а мно-

жество Λ2∖Λ1 — конечное, то, как отмечалось в лемме 2.19, будут спра-

ведливы равенства 2.15 и 2.16. Кроме того, учитывая лемму 2.15, 𝑓𝑎1 /∈

𝑇 (𝐴) .

Примем вид проекций для базисных векторов и действие эндоморфиз-

ма 𝑓 на 𝑝–компонентах группы 𝐴 такими же, как и в лемме 2.19.

Рассмотрим покомпонентно равенство 2.15: почти для всех 𝑝 ∈ Λ2

𝑛𝑛𝑝(𝜋𝑝𝑎2) = 𝜋𝑝(𝑛𝑓𝑎2) = 𝜋𝑝(𝑛2𝑎2) = 𝑛2𝜋𝑝(𝑎2).

Откуда следует, что (𝑛𝑛𝑝 − 𝑛2))
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 . Поскольку

𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) можно сделать вывод, что (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 .

Далее рассмотрим покомпонентно равенство 2.16: почти для всех 𝑝 ∈

Λ1 ∖ Λ2

𝑛
′
𝑛𝑝(𝜋𝑝𝑎1) = 𝜋𝑝(𝑛

′
𝑓𝑎1) = 𝜋𝑝(𝑛

′

1𝑎1 + 𝑛
′

2𝑎2) = 𝜋𝑝(𝑛
′

1𝑎1) = 𝑛
′

1𝜋𝑝(𝑎1).
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Откуда следует, что (𝑛
′
𝑛𝑝 − 𝑛

′

1)
...𝑝 для бесконечного числа 𝑝 ∈ Λ1 ∖ Λ2 .

Следовательно, либо (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ Λ1∖Λ2 , либо 𝑛
′

1 = 0 .

Рассмотрим подробнее второй вариант. В этом случае равенство 2.16

покомпонентно можно представить в следующем виде: почти для всех

𝑝 ∈ Λ2

𝑛
′
𝑛𝑝(𝜋𝑝𝑎1) = 𝑛

′

2𝜋𝑝(𝑎2).

Тогда (𝑛
′
𝑛𝑝𝛼

1
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠1𝑝 − 𝑛
′

2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝)
...𝑝. Рассмотрим далее два случая.

Случай 1. 𝑠1𝑝 > 𝑠2𝑝 для бесконечного числа 𝑝 ∈ Λ2 . Тогда (𝑛
′
𝑛𝑝𝛼

1
𝑝 −

𝑛
′

2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑠1𝑝−𝑠2𝑝)
...𝑝 , откуда следует, что 𝑛

′
𝑛𝑝
...𝑝 . Последнее означает, что 𝑛𝑝

...𝑝 ,

что противоречит полученному ранее выводу о том, что (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти

для всех 𝑝 ∈ Λ2 .

Случай 2. 𝑠1𝑝 < 𝑠2𝑝 для бесконечного числа 𝑝 ∈ Λ2 . Тогда (𝑛
′
𝑛𝑝𝛼

1
𝑝𝑝

𝑠2𝑝−𝑠1𝑝−

𝑛
′

2𝛼
2
𝑝)
...𝑝 , откуда следует, что 𝑛

′

2
...𝑝 . Последнее означает, что 𝑛

′

2 = 0 , что

противоречит условию теоремы, из которого следует, что 𝑓𝑎1 /∈ 𝑇 (𝐴) .

Таким образом, мы показали, что (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈

Λ1 ∖ Λ2 . Далее, аналогично доказательству леммы 2.18, легко показать,

что существует такое прямое слагаемое 𝐶 группы 𝐴 , что 𝑓 — мономор-

физм на 𝐶 , причем 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) , а Ω ⊆ P — конечное множе-

ство. Кроме того, абсолютно аналогично можно показать, что существует

прообраз 𝜋𝐶(𝑎2) при отображении 𝑓 (следует из равенства 2.15).

Добавим к множеству Ω все простые числа 𝑝 ∈ P , которые участ-
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вуют в разложении чисел 𝑛, 𝑛
′
, 𝑛

′

1, 𝑛2 . Докажем, что существует также

прообраз элемента 𝜋𝐶(𝑎1) .

Рассмотрим элемент 𝑏1 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство:

𝑚𝑏1 = 𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2),

где 𝑚 = 𝑛
′

1𝑛2 , 𝑚1 = 𝑛
′
𝑛2 , 𝑚2 = −𝑛𝑛

′

2 .

Тогда справедливы следующие равенства:

𝑚𝑛
′
𝑛𝑓𝑏1 = 𝑛

′
𝑛𝑓(𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2)) =

𝑛𝑚1(𝑛
′

1𝜋𝐶(𝑎1) + 𝑛
′

2𝜋𝐶(𝑎2)) + 𝑛
′
𝑚2𝑛2𝜋𝐶(𝑎2) =

𝑛𝑚1𝑛
′

1𝜋𝐶(𝑎1) + (𝑛𝑚1𝑛
′

2 + 𝑛
′
𝑚2𝑛2)𝜋𝐶(𝑎2).

При этом ,

𝑛𝑚1𝑛
′

2 + 𝑛
′
𝑚2𝑛2 = 𝑛𝑛

′
𝑛2𝑛

′

2 − 𝑛
′
𝑛𝑛

′

2𝑛2 = 0,

𝑛𝑚1𝑛
′

1 = 𝑛𝑛
′

1𝑛2𝑛
′

1 = 𝑚𝑛
′
𝑛.

Таким образом, мы получаем, что 𝑚𝑛
′
𝑛𝑓𝑏1 = 𝑚𝑛

′
𝑛𝜋𝐶(𝑎1) . Отсюда сле-

дует, что 𝑚𝑛
′
𝑛(𝑓𝑏1− 𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 , что в свою очередь приводит к равен-

ству 𝑛
′

1𝑛2𝑛
′
𝑛(𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 .

Напомним, что в множество Ω входят все простые числа из P , кото-

рые участвуют в разложении следующих чисел: 𝑛, 𝑛
′
, 𝑛

′

1, 𝑛2 . Учитывая

этот факт, можем утверждать, что 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 . С другой

стороны, поскольку 𝑏1 ∈ 𝐶 , то 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈ 𝐶 , что в сумме с преды-

дущим выводом даёт равенство 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) = 0 . Согласно лемме 2.16,
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легко доказать, что 𝑓 — автоморфизм, поскольку существуют прообра-

зы для каждого из базисных векторов.

Таким образом получаем, что 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 , а значит,

𝑓 - чистый элемент кольца эндоморфизмов группы 𝐶 . Тогда из леммы

2.17 следует, что 𝑓 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐴) .

Лемма 2.21. Если для бесконечного числа простых чисел 𝑝 ∈ Λ2 спра-

ведливо неравенство 𝑠1𝑝 > 2𝑠2𝑝 , то кольцо 𝐸(𝐴) — чистое.

Доказательство. Согласно лемме 2.19, в случае, когда 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , 𝑓 —

чистый элемент 𝐸(𝐴) . В случае, когда 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) , выполнено условие

предложения 2.20, и 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) . Таким образом, мы

показали, что 𝐸(𝐴) - чистое кольцо.

Лемма 2.22. Если для бесконечного числа простых чисел 𝑝 ∈ Λ2 спра-

ведливы неравенства 𝑠1𝑝 < 2𝑠2𝑝 , то кольцо 𝐸(𝐴) — чистое.

Доказательство. Поскольку множество Λ1∖Λ2 — бесконечное, а множе-

ство Λ2∖Λ1 - конечное, то, как отмечалось в лемме 2.19, будут справед-

ливы равенства 2.15 и 2.16 и, кроме того, 𝑓𝑎1 /∈ 𝑇 (𝐴) .

Примем вид проекций для базисных векторов и действие эндомор-

физма 𝑓 на 𝑝–компонентах группы 𝐴 такими же, как и в предложении

2.19.

Покажем, что в условиях данной леммы 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) . Предположим
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противное: что 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) . Далее, абсолютно аналогично доказатель-

ству, изложенному в лемме 2.19, можно прийти к следующему выраже-

нию (см. вывод выражения (2.19)):

(𝑝𝑘𝑝−𝑠1𝑝(𝑛
′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)𝛼
1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝)
...𝑝𝑘𝑝. (2.20)

Рассмотрим далее два случая:

1. Для бесконечного множества чисел 𝑝 ∈ Λ2 справедливы неравенства

𝑠2𝑝 < 𝑠1𝑝 < 2𝑠2𝑝 .

2. Для бесконечного множества чисел 𝑝 ∈ Λ2 справедливо неравенство

𝑠1𝑝 < 𝑠2𝑝 .

Начнём с первого случая: для бесконечного множества чисел 𝑝 ∈ Λ2

справедливы неравенства 𝑠2𝑝 < 𝑠1𝑝 < 2𝑠2𝑝 . Поскольку 𝑠2𝑝 < 𝑠1𝑝 , то, как

было показано ранее в предложении 2.19, 𝑛
′

1 = 0 . То есть выражение

(2.20) примет вид:

(𝑝𝑘𝑝−𝑠1𝑝+𝑠2𝑝𝑛
′
𝛾𝑝𝛼

1
𝑝 − 𝑛

′

2𝑝
𝑘𝑝−𝑠2𝑝)

...𝑝𝑘𝑝.

Далее, поскольку 𝑠1𝑝 < 2𝑠2𝑝 , то 𝑘𝑝 − 𝑠1𝑝 + 𝑠2𝑝 > 𝑘𝑝 − 𝑠2𝑝 . Значит,

(𝑝2𝑠
2
𝑝−𝑠1𝑝𝑛

′
𝛾𝑝𝛼

1
𝑝 − 𝑛

′

2)
...𝑝𝑠

2
𝑝.

Следовательно, 𝑛
′

2
...𝑝 для бесконечного множества чисел 𝑝 ∈ Λ2 , то есть

𝑛
′

2 = 0 .
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В итоге мы получили, что 𝑛
′

1 = 0 и 𝑛
′

2 = 0 . Тогда 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) .

Полученное противоречие доказывает, что 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) .

Рассмотрим далее случай, когда справедливо второе условие: для бес-

конечного множества чисел 𝑝 ∈ Λ2 справедливо неравенство 𝑠1𝑝 < 𝑠2𝑝 .

Тогда 𝑘𝑝 − 𝑠1𝑝 > 𝑘𝑝 − 𝑠2𝑝 и из выражения (2.20) будет следовать

(𝑝𝑠
2
𝑝−𝑠1𝑝(𝑛

′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)𝛼
1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝)
...𝑝𝑠

2
𝑝.

Что, в свою очередь приведёт к тому, что 𝑛
′

2𝛼
2
𝑝
...𝑝𝑠

2
𝑝−𝑠1𝑝 для бесконечного

множества чисел 𝑝 ∈ Λ2 . Следовательно, 𝑛
′

2 = 0 . В таком случае из

2.20 получим, что (𝑛
′
𝛾𝑝𝑝

𝑠2𝑝 − 𝑛
′

1)
...𝑝𝑠

1
𝑝 , а значит 𝑛

′

1
...𝑝 для бесконечного

множества чисел 𝑝 ∈ Λ2 , то есть 𝑛
′

1 = 0 .

В итоге мы получили, что 𝑛
′

1 = 0 и 𝑛
′

2 = 0 . Тогда мы получим, что

𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) . Полученное противоречие доказывает, что 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) .

Таким образом, выполнено условие предложения 2.20 и 𝑓 — чистый

элемент 𝐸(𝐴) . Следовательно, мы показали, что 𝐸(𝐴) - чистое кольцо.

Лемма 2.23. Если для бесконечного числа простых чисел 𝑝 ∈ Λ2 спра-

ведливо равенство 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 , то кольцо 𝐸(𝐴) - чистое.

Доказательство. Поскольку множество Λ1∖Λ2 — бесконечное, а множе-

ство Λ2∖Λ1 — конечное, то, как отмечалось в лемме 2.19, будут справед-

ливы равенства 2.15 и 2.16 и, кроме того, 𝑓𝑎1 /∈ 𝑇 (𝐴) .
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Рассмотрим вначале случай, когда когда 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) . Обозначим раз-

ность множества Λ2 и множества, для которого справедливы указанные

выше равенства 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 , через Λ . Сразу отметим, что если Λ — бес-

конечное множество, то 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) . Действительно, если для любо-

го 𝑝 ∈ Λ будет справедливо неравенство 𝑠1𝑝 ̸= 𝑠2𝑝 , то, с учётом усло-

вия 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , согласно доказательству лемм 2.19–2.22 мы получим

𝑛
′

1 = 0 . Последнее, в свою очередь означает, что равенство 2.16 примет

вид: 𝑛
′
𝑓𝑎1 = 𝑛

′

2𝑎2 + 𝑎𝑡1 . С другой стороны, из равенства (2.20) следу-

ет, что при выполнении равенства 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 для бесконечного множества

𝑝 ∈ Λ2 справедливо 𝑛
′

2
...𝑝 , то есть 𝑛

′

2 = 0 и 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) . Полученное про-

тиворечие означает, что при 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , равенство 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 справедливо

почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 .

Таким образом, в данном случае нам осталось рассмотреть ситуацию,

когда почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 справедливо равенство 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 = 𝑠𝑝 . Из

равенства (2.20) почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 получим

(𝑛
′

1𝛼
1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝.

Перейдём в группе 𝐴/𝑇 (𝐴) к новому базису: 𝑏1+𝑇 (𝐴) = (𝑛
′

1𝑎1−𝑛
′

2𝑎2)+

𝑇 (𝐴) , 𝑏2 + 𝑇 (𝐴) = 𝑎2 + 𝑇 (𝐴) .

Рассмотрим теперь проекции вектора 𝑏1 = 𝑛
′

1𝑎1−𝑛
′

2𝑎2 : почти для всех

𝑝 ∈ Λ2 𝜋𝑝𝑏1 = (𝑛
′

1𝛼
1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝)𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = 0 . Таким образом, мы пришли к
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ситуации, описанной в начале данного параграфа, когда группу 𝐴 мож-

но представить в виде прямой суммы двух групп ранга 1 и ограниченной

периодической группы:

𝐴 = (
⨁︁

𝑝∈Λ1∖Ω

𝐴𝑝)
⨁︁

(
⨁︁

𝑝∈Λ2∖Ω

𝐴𝑝)
⨁︁

(
⨁︁
𝑝∈Ω

𝐴𝑝),

где Ω — конечное множество простых числ, в которое входит P∖(
⋃︀

𝑖=1,2Λ𝑖) ,

а также все простые числа 𝑝 ∈ Λ2 , для которых не выполнено равен-

ство 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 = 𝑠𝑝 . Учитывая полученные ранее результаты для случая

𝑆𝑃 -групп ранга 1, можем утверждать, что группа 𝐴 обладает чистым

кольцом эндоморфизмов.

Перейдём к случаю, когда 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) . Аналогично предыдущему

случаю рассмотрим вначале вариант, когда разность множества Λ2 и

множества, для которого справедливы равенства 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 , является бес-

конечным множеством (ранее мы обозначили данное множество через

Λ ). В этом случае мы получаем, что условия предложения 2.20 выпол-

нены, а значит 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Рассмотрим ситуацию, когда 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) и почти для всех 𝑝 ∈ Λ2

справедливы равенства 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 = 𝑠𝑝 .

Запишем равенство (2.15) покомпонентно: почти для всех 𝑝 ∈ Λ2

𝑛𝑛𝑝(𝜋𝑝𝑎2) = 𝜋𝑝(𝑛𝑓𝑎2) = 𝜋𝑝(𝑛2𝑎2) = 𝑛2𝜋𝑝(𝑎2).

Следовательно, (𝑛𝑛𝑝 − 𝑛2))
...𝑝𝑠𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ Λ2 . Тогда 𝑛𝑛𝑝 =
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𝑝𝑠𝑝𝛿𝑝 + 𝑛2 , где 𝛿𝑝 — некоторые целые числа. При этом очевидно, что

(𝑛𝑝, 𝑝) = 1 , поскольку 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) .

Далее рассмотрим покомпонентно равенство 2.16: почти для всех 𝑝 ∈

Λ1 ∖ Λ2 имеем

𝑛
′
𝑛𝑝(𝜋𝑝𝑎1) = 𝜋𝑝(𝑛

′
𝑓𝑎1) = 𝜋𝑝(𝑛

′

1𝑎1 + 𝑛
′

2𝑎2) = 𝜋𝑝(𝑛
′

1𝑎1) = 𝑛
′

1𝜋𝑝(𝑎1).

Откуда следует, что (𝑛
′
𝑛𝑝 − 𝑛

′

1)
...𝑝 для бесконечного числа 𝑝 ∈ Λ1 ∖ Λ2 .

Следовательно, либо (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ Λ1 , либо 𝑛
′

1 = 0 .

В первом случае, аналогично доказательству леммы 2.20 (второй слу-

чай), легко показать, что существует такое прямое слагаемое 𝐶 группы

𝐴 , что 𝑓 — мономорфизм на 𝐶 , причем 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) , а Ω ⊆ P

— конечное множество. Кроме того, аналогично подходу, изложенному в

доказательстве леммы 2.20 (второй случай), можно показать, что суще-

ствуют прообразы проекций базисных векторов на группу 𝐶 , что вместе

с леммами 2.16 и 2.17 означает чистоту в кольце 𝐸(𝐴) .

Рассмотрим подробнее второй вариант. В этом случае равенство (2.16)

покомпонентно можно представить в следующем виде: почти для всех

𝑝 ∈ Λ2

𝑛
′
𝑛𝑝(𝜋𝑝𝑎1) = 𝑛

′

2𝜋𝑝(𝑎2).

Тогда (𝑛
′
𝑛𝑝𝛼

1
𝑝 − 𝑛

′

2𝛼
2
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝. Домножим обе части равенства на 𝑛 и вос-
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пользуемся равенством 𝑛𝑛𝑝 = 𝑝𝑠𝑝𝛿𝑝 + 𝑛2 . Получим

(𝑛
′
(𝑝𝑠𝑝𝛿𝑝 + 𝑛2)𝛼

1
𝑝 − 𝑛𝑛

′

2𝛼
2
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝.

Отсюда следует, что (𝑛
′
𝑛2𝛼

1
𝑝 − 𝑛𝑛

′

2𝛼
2
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝 . Далее, аналогично рассужде-

ниям, изложенным в доказательстве данной леммы для случая 𝑓𝑎2 ∈

𝑇 (𝐴) , легко показать, что группу 𝐴 можно представить в виде прямой

суммы двух групп ранга 1 и ограниченной периодической группы, что,

в свою очередь, будет означать чистоту кольца эндоморфизмов группы

𝐴 .

Таким образом, для каждого из рассмотренных случаев 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴)

и 𝑓𝑎2 /∈ 𝑇 (𝐴) мы доказали чистоту 𝐸(𝐴) .

Предложение 2.24. Если хотя бы одно из множеств Λ1∖Λ2 , Λ2∖Λ1

— бесконечное, то кольцо 𝐸(𝐴) — чистое.

Доказательство. Как отмечалось ранее, для доказательства результата

достаточно рассмотреть случай, когда 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 , поскольку в противном

случае 𝑓 — заведомо чистый элемент.

Для начала отметим, что если оба множества Λ1∖Λ2 , Λ2∖Λ1 — бес-

конечные, то выполнены условия леммы 2.18 и, следовательно, кольцо

𝐸(𝐴/𝑇 (𝐴)) будет чистым. Если бесконечным является только одно из

указанных множеств, то не умаляя общности можно считать, что беско-

нечным является множество Λ1∖Λ2 , а множество Λ2∖Λ1 — конечным.
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Принимая во внимание результаты, доказанные в леммах 2.21 - 2.23, по-

лучаем, что кольцо 𝐸(𝐴) — чистое.

Далее мы переходим к доказательству последнего, третьего случая из

плана доказательства основного результата данного параграфа (Λ1 ∩Λ2

— бесконечное множество и при любом выборе базисных векторов Λ1 ∖

Λ2 , Λ2 ∖ Λ1 — конечные множества). Вначале мы проведём доказатель-

ство, когда почти для всех 𝑝 ∈ P справедливо равенство 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 (лемма

2.25 —- 2.28).

Уточним вид проекций для базисных векторов:

𝜋𝑝(𝑎𝑖) = 𝑝𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝛼𝑖
𝑝𝑐𝑝,

где

𝛼𝑖
𝑝 ∈ Z , причём (𝛼𝑖

𝑝, 𝑝) = 1 ;

𝑠𝑖𝑝 ∈ N , причём 0 < 𝑠𝑖𝑝 ≤ 𝑘𝑝 ;

𝑐𝑝 — образующий элемент группы 𝐴𝑝

и действие произвольного эндоморфизма 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) на базисных век-

торах:

𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛1𝑎1 + 𝑛2𝑎2 + 𝑎1𝑡 ,

𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘1𝑎1 + 𝑘2𝑎2 + 𝑎2𝑡 ,

где 𝑛, 𝑘 ∈ N , 𝑛1, 𝑛2, 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z , 𝑎1𝑡 , 𝑎2𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) . При этом 𝑓𝑐𝑝 = 𝑛𝑝𝑐𝑝 , 𝑐𝑝

— образующие 𝐴𝑝 , 𝑛𝑝 ∈ Z .

79



Аналогично предыдущим доказательствам мы будем рассматривать

случай, когда 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 . Кроме того, во всех дальнейших результатах (лем-

мы 2.25 — 2.28) будем полагать справедливость следующего условия: при

любом выборе базисных векторов Λ1 = Λ2 = P и почти для всех 𝑝 ∈ P

справедливо равенство 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 .

Лемма 2.25. Если 𝑛𝑝
...𝑝 для бесконечного множества простых чисел

𝑝 ∈ P , то справедливы следующие утверждения:

1. 𝑘2𝑛1 = 𝑘1𝑛2 ,

2. 𝑘𝑛1 = −𝑛𝑘2 ,

3. 𝑘1, 𝑘2, 𝑛1, 𝑛2 ̸= 0 ,

4. 𝑛𝑝
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P .

Доказательство. 1. Согласно условиям предложения, существует такое

бесконечное множество Ω ⊆ P , что 𝑛𝑝
...𝑝 для 𝑝 ∈ Ω . Поскольку 𝑛𝑓𝑎1 =

𝑛1𝑎1 + 𝑛2𝑎2 + 𝑎1𝑡 , 𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘1𝑎1 + 𝑘2𝑎2 + 𝑎2𝑡 , то почти для всех 𝑝 ∈ P

выполнены следующие равенства:

𝑛𝑛𝑝𝛼
1
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = (𝑛1𝛼
1
𝑝 + 𝑛2𝛼

2
𝑝)𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝,

𝑘𝑛𝑝𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = (𝑘1𝛼
1
𝑝 + 𝑘2𝛼

2
𝑝)𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝.

Последние равенства равносильны следующим выражениям:

((𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)𝛼
1
𝑝 − 𝑛2𝛼

2
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝, (2.21)
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((𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)𝛼
2
𝑝 − 𝑘1𝛼

1
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝. (2.22)

Следовательно, найдутся такие целые числа 𝛾𝑝 и 𝛿𝑝 , что (𝑛𝑛𝑝−𝑛1)𝛼
1
𝑝 =

𝑛2𝛼
2
𝑝+𝛾𝑝𝑝

𝑠𝑝 и (𝑘𝑛𝑝−𝑘2)𝛼
2
𝑝 = 𝑘1𝛼

1
𝑝+𝛿𝑝𝑝

𝑠𝑝 . Подставим выражение для 𝑘1𝛼
1
𝑝

из второго равенства в первое, предварительно домножив последнее на

𝑘1 , получим

(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)((𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)𝛼
2
𝑝 − 𝛿𝑝𝑝

𝑠𝑝) = 𝑘1𝑛2𝛼
2
𝑝 + 𝑘1𝛾𝑝𝑝

𝑠𝑝.

Откуда вытекает, что ((𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)(𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)− 𝑘1𝑛2)
...𝑝𝑠𝑝 , или

(𝑛𝑝(𝑘(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)− 𝑛𝑘2) + 𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2)
...𝑝𝑠𝑝. (2.23)

Тогда (𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2)
...𝑝 для всех 𝑝 ∈ Ω , то есть 𝑘2𝑛1 = 𝑘1𝑛2 .

2. Учитывая, что 𝑘2𝑛1 = 𝑘1𝑛2 , из 2.23 следует 𝑛𝑝(𝑘(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1) −

𝑛𝑘2)
...𝑝𝑠𝑝 . Поскольку 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 , то (𝑛𝑝, 𝑝

𝑠𝑝) ̸= 𝑝𝑠𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ Ω , так

как в противном случае 𝑓𝑎1 = 𝑓𝑎2 = 0 . Тогда

(𝑘(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)− 𝑛𝑘2) = (𝑘𝑛𝑛𝑝 − 𝑘𝑛1 − 𝑛𝑘2)
...𝑝. (2.24)

Тогда (𝑘𝑛1 + 𝑛𝑘2)
...𝑝 , то есть 𝑘𝑛1 = −𝑛𝑘2 .

3. Из выражения (2.21) следует, что (𝑛1𝛼
1
𝑝 + 𝑛2𝛼

2
𝑝)
...𝑝 для всех 𝑝 ∈ Ω .

Следовательно, в случае, если 𝑛1 = 0 мы получим, что 𝑛2
...𝑝 для всех

𝑝 ∈ Ω , то есть 𝑛2 = 0 . Аналогично, если 𝑛2 = 0 , то и 𝑛1 = 0 . Поскольку

𝑓 /∈ 𝑅𝑡 , приходим к выводу, что 𝑛1, 𝑛2 ̸= 0 , так как в противном случае
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𝑓𝑎1 = 𝑓𝑎2 = 0 . Аналогичным образом, используя выражение (2.22),

легко показать, что 𝑘1, 𝑘2 ̸= 0 .

4. Предположим, что множество P ∖ Ω является бесконечным. Тогда

(𝑛𝑝, 𝑝) = 1 для любого 𝑝 ∈ P ∖Ω . Следовательно, из 2.24, учитывая, что

𝑘𝑛1 = −𝑛𝑘2 , получим 𝑘𝑛𝑛𝑝
...𝑝 . Поскольку (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 , то 𝑘𝑛 = 0 , что

противоречит выбору данных чисел. Таким образом, мы показали, что

множество P ∖ Ω может быть только конечным, либо пустым.

Лемма 2.26. Если 𝑘2𝑛1 = 𝑘1𝑛2 , то 𝑛𝑝
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P .

Доказательство. Поскольку 𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛1𝑎1 + 𝑛2𝑎2 + 𝑎1𝑡 , 𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘1𝑎1 +

𝑘2𝑎2 + 𝑎2𝑡 , то справедливы выражения (2.21) и (2.22).

Следовательно, найдутся такие целые числа 𝛾𝑝 и 𝛿𝑝 , что

(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)𝛼
1
𝑝 = 𝑛2𝛼

2
𝑝 + 𝛾𝑝𝑝

𝑠𝑝, (2.25)

(𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)𝛼
2
𝑝 = 𝑘1𝛼

1
𝑝 + 𝛿𝑝𝑝

𝑠𝑝. (2.26)

Подставим выражение для 𝑘1𝛼
1
𝑝 из второго равенства в первое, пред-

варительно домножив последнее на 𝑘1 , получим

(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)((𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)𝛼
2
𝑝 − 𝛿𝑝𝑝

𝑠𝑝) = 𝑘1𝑛2𝛼
2
𝑝 + 𝑘1𝛾𝑝𝑝

𝑠𝑝.

Откуда вытекает, что ((𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)(𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)− 𝑘1𝑛2)
...𝑝𝑠𝑝 , или

(𝑛𝑝(𝑘(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)− 𝑛𝑘2) + 𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2)
...𝑝𝑠𝑝.
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Поскольку 𝑘2𝑛1 = 𝑘1𝑛2 , то из последнего выражения получаем 𝑛𝑝(𝑘(𝑛𝑛𝑝−

𝑛1) − 𝑛𝑘2)
...𝑝𝑠𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P . Тогда либо 𝑛𝑝

...𝑝 , либо (𝑛𝑝, 𝑝) = 1

и 𝑘(𝑛𝑛𝑝−𝑛1)−𝑛𝑘2)
...𝑝𝑠𝑝 . Предположим последнее, тогда найдутся такие

целые числа 𝜀𝑝 , что 𝑘(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1) = 𝑛𝑘2 + 𝜀𝑝𝑝
𝑠𝑝 . Подставим последнее

выражение в (2.25), предварительно домножив последнее на 𝑘 :

(𝑛𝑘2 + 𝜀𝑝𝑝
𝑠𝑝)𝛼1

𝑝 = 𝑘𝑛2𝛼
2
𝑝 + 𝛾𝑝𝑝

𝑠𝑝.

Откуда получаем 𝑛𝑘2𝛼
1
𝑝 − 𝑘𝑛2𝛼

2
𝑝
...𝑝𝑠𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P , что означает

𝑛𝑘2𝑎1−𝑘𝑛2𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) . Так как 𝑎1, 𝑎2 — базисные векторы, то 𝑘2 = 𝑛2 = 0

(поскольку 𝑘, 𝑛 ̸= 0 ).

Подставим теперь выражение для 𝑛2𝛼
2
𝑝 из равенства (2.25) в (2.26),

предварительно домножив последнее на 𝑛2 , получим

(𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)((𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)𝛼
1
𝑝 − 𝛾𝑝𝑝

𝑠𝑝) = 𝑘1𝑛2𝛼
2
𝑝 + 𝑛2𝛿𝑝𝑝

𝑠𝑝.

Откуда вытекает, что ((𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)(𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)− 𝑘1𝑛2)
...𝑝𝑠𝑝 , или

(𝑛𝑝(𝑛(𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)− 𝑘𝑛1) + 𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2)
...𝑝𝑠𝑝.

Поскольку 𝑘2𝑛1 = 𝑘1𝑛2 , то из последнего выражения получаем 𝑛𝑝(𝑛(𝑘𝑛𝑝−

𝑘2) − 𝑘𝑛1)
...𝑝𝑠𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P . Так как согласно предположению

(𝑛𝑝, 𝑝) = 1 , то (𝑛(𝑘𝑛𝑝−𝑘2)−𝑘𝑛1)
...𝑝𝑠𝑝 . Тогда найдутся такие целые числа

𝜎𝑝 , что 𝑛(𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2) = 𝑘𝑛1 + 𝜎𝑝𝑝
𝑠𝑝 . Подставим последнее выражение в

(2.26), предварительно домножив последнее на 𝑛 :

(𝑘𝑛1 + 𝜎𝑝𝑝
𝑠𝑝)𝛼2

𝑝 = 𝑛𝑘1𝛼
1
𝑝 + 𝛿𝑝𝑝

𝑠𝑝.
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Откуда получаем 𝑘𝑛1𝛼
2
𝑝 − 𝑛𝑘1𝛼

2
𝑝
...𝑝𝑠𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P , что означает

𝑘𝑛1𝑎2−𝑛𝑘1𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) . Так как 𝑎1, 𝑎2 — базисные векторы, то 𝑘2 = 𝑛2 =

0 . Но в таком случае 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 , что противоречит условиям предложения.

Значит, 𝑛𝑝
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P .

Лемма 2.27. Если 𝑛𝑝
...𝑝 для бесконечного множества 𝑝 ∈ P , то 𝑓 —

чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Согласно лемме 2.25 выполнены равенства:

𝑘2𝑛1 = 𝑘1𝑛2, (2.27)

𝑘𝑛1 = −𝑛𝑘2, (2.28)

кроме того, 𝑘1, 𝑘2, 𝑛1, 𝑛2 ̸= 0 и 𝑛𝑝
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P . Множество

всех тех 𝑝 ∈ P , для которых (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 , обозначим через Ω . Добавим к

нему также все простые числа 𝑝 ∈ P , которые участвуют в разложении

чисел 𝑛, 𝑘, 𝑘1 .

Рассмотрим прямое разложение 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) и докажем, что

эндоморфизм 𝑢 = 1 − 𝑓 является автоморфизмом группы 𝐶 . В виду

выбора множества Ω очевидно, что 𝑢 |𝐴𝑝
— автоморфизм для всех 𝑝 ∈

P ∖ Ω . Докажем, что существует также прообраз элемента 𝜋𝐶(𝑎1) .

Рассмотрим элемент 𝑏1 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство:

𝑚𝑏1 = 𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2),
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где 𝑚 = −𝑘1𝑘𝑥 , 𝑚1 = 𝑘1𝑥(𝑘2 − 𝑘) , 𝑚2 = 𝑘22𝑥 , 𝑥 ∈ Ω .

В таком случае справедливы следующие равенства:

𝑚𝑛𝑘𝑢𝑏1 = 𝑛𝑘𝑢(𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2) + 𝑏𝑡) =

𝑛𝑘(1− 𝑓)(𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2) + 𝑏𝑡) =

𝑛𝑘(𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2))−𝑚1𝑘(𝑛1𝜋𝐶(𝑎1)+

𝑛2𝜋𝐶(𝑎2))−𝑚2𝑛(𝑘1𝜋𝐶(𝑎1) + 𝑘2𝜋𝐶(𝑎2)) + 𝑏
′

𝑡 =

(𝑛𝑘𝑚1 −𝑚1𝑘𝑛1 −𝑚2𝑛𝑘1)𝜋𝐶(𝑎1) + (𝑛𝑘𝑚2 −𝑚1𝑘𝑛2 −𝑚2𝑛𝑘2)𝜋𝐶(𝑎2) + 𝑏
′

𝑡,

где 𝑏
′

𝑡 ∈ 𝑇 (𝐶) . Убедимся в справедливости следующих равенств:

𝑛𝑘𝑚1 +𝑚1𝑘𝑛1 +𝑚2𝑛𝑘1 = 𝑚𝑛𝑘, (2.29)

𝑛𝑘𝑚2 −𝑚1𝑘𝑛2 −𝑚2𝑛𝑘2 = 0. (2.30)

Домножим равенство (2.30) на 𝑘1 и с учётом выражения (2.28) получим

𝑘1𝑛𝑘𝑚2 +𝑚1𝑛𝑘
2
2 − 𝑘1𝑚2𝑛𝑘2 =

𝑛𝑘2(−𝑚1𝑘2 + 𝑘1𝑚2)− 𝑛𝑘1𝑘𝑚2 = 𝑛(𝑘2(−𝑚1𝑘2 + 𝑘1𝑚2)− 𝑘1𝑘𝑚2) =

𝑛(𝑘2(−𝑘1𝑥(𝑘2 − 𝑘)𝑘2 + 𝑘1𝑘
2
2𝑥)− 𝑘1𝑘𝑘

2
2𝑥) =

𝑛(𝑘2𝑘1𝑘𝑥𝑘2 − 𝑘1𝑘𝑘
2
2𝑥) = 0.

Домножим равенство (2.29) на 𝑘2 и с учётом последнего выражения и

выражения 2.28 получим

𝑘2(𝑛𝑘𝑚1 +𝑚1𝑘𝑛1 +𝑚2𝑛𝑘1) = 𝑘2(𝑛𝑘𝑚1 −𝑚1𝑛𝑘2 +𝑚2𝑛𝑘1) =
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𝑘2𝑛𝑘𝑚1 + 𝑘2𝑛(−𝑚1𝑘2 +𝑚2𝑘1) = 𝑘2𝑛𝑘𝑚1 − 𝑛𝑘1𝑘𝑚2 =

𝑛𝑘(𝑘2𝑚1 − 𝑘1𝑚2) = 𝑛𝑘(𝑘2𝑘1𝑥(𝑘2 − 𝑘))− 𝑘1𝑘
2
2𝑥) =

−𝑛𝑘(𝑘2𝑘1𝑘𝑥) = 𝑚𝑛𝑘𝑘2.

Таким образом, мы получаем, что 𝑚𝑛𝑘𝑢𝑏1 = 𝑚𝑛𝑘𝜋𝐶(𝑎1) . Отсюда следу-

ет, что 𝑚𝑛𝑘(𝑢𝑏1−𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 , что в свою очередь приводит к равенству

𝑘𝑘1𝑘𝑛(𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 .

Напомним, что в множество Ω входят все простые числа из P , кото-

рые участвуют в разложении следующих чисел: 𝑛, 𝑘, 𝑘1 . Учитывая этот

факт, можем утверждать, что 𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 . С другой сторо-

ны, поскольку 𝑏1 ∈ 𝐶 , то 𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈ 𝐶 , что в сумме с предыдущим

выводом даёт равенство 𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) = 0 .

Аналогично можно показать, что для элемента 𝜋𝐶(𝑎2) прообразом бу-

дет элемент 𝑏2 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство 𝑙𝑏1 = 𝑙1𝜋𝐶(𝑎1)+

𝑙2𝜋𝐶(𝑎2) , где 𝑙 = 𝑘 , 𝑙1 = 𝑘1 , 𝑙2 = 𝑘 + 𝑘2 .

Согласно предложению 2.16 𝑢 — автоморфизм группы 𝐶 , поскольку

существуют прообразы для каждого из базисных векторов и 𝑢 |𝐴𝑝
—

автоморфизм почти для всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω . Значит 𝑓 — чистый элемент

кольца эндоморфизмов группы 𝐶 . Тогда из предложения 2.17 следует,

что 𝑓 — чистый элемент кольца 𝐸(𝐴) .

Лемма 2.28. Если (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P , то 𝑓 — чистый
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элемент 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Согласно условиям леммы (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех

𝑝 ∈ P . Множество всех тех 𝑝 ∈ P , для которых (𝑛𝑝, 𝑝) = 𝑝 обозначим

через Ω . Добавим к нему также все простые числа 𝑝 ∈ P , которые

участвуют в разложении чисел 𝑛, 𝑘, (𝑘1𝑛2 − 𝑘2𝑛1) .

Рассмотрим прямое разложение 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) и докажем, что

эндоморфизм 𝑓 является автоморфизмом группы 𝐶 . Ввиду выбора мно-

жества Ω очевидно, что 𝑓 |𝐴𝑝
— автоморфизм почти для всех 𝑝 ∈ P∖Ω .

Докажем, что существует также прообраз элемента 𝜋𝐶(𝑎1) .

Рассмотрим элемент 𝑏1 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство:

𝑚𝑏1 = 𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2),

где 𝑚 = 𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2 , 𝑚1 = 𝑛𝑘2 , 𝑚2 = −𝑘𝑛2 . Принимая во внима-

ние лемму 2.26, легко показать, что 𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2 ̸= 0 и 𝑘1, 𝑛1 не могут

одновременно равняться нулю, что также справедливо и для 𝑘2, 𝑛2 .

В таком случае справедливо следующее равенство:

𝑚𝑛𝑘𝑓𝑏1 = 𝑛𝑘𝑓(𝑚1𝑎1 +𝑚2𝑎2 + 𝑏𝑡) =

𝑚1𝑘(𝑛1𝑎1 + 𝑛2𝑎2) +𝑚2𝑛(𝑘1𝑎1 + 𝑘2𝑎2) + 𝑏
′

𝑡 =

(𝑚1𝑘𝑛1 +𝑚2𝑛𝑘1)𝑎1 + (𝑚1𝑘𝑛2 +𝑚2𝑛𝑘2)𝑎2 + 𝑏
′

𝑡,
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где 𝑏
′

𝑡 ∈ 𝑇 (𝐶) . Покажем справедливость следующих равенств:

𝑚1𝑘𝑛1 +𝑚2𝑛𝑘1 = 𝑚𝑛𝑘, (2.31)

𝑚1𝑘𝑛2 +𝑚2𝑛𝑘2 = 0. (2.32)

Рассмотрим сначала равенство 2.31:

𝑚1𝑘𝑛1 +𝑚2𝑛𝑘1 = 𝑛𝑘2𝑘𝑛1 − 𝑘𝑛2𝑛𝑘1 = 𝑛𝑘(𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2) = 𝑛𝑘𝑚.

Теперь докажем равенство 2.32:

𝑚1𝑘𝑛2 +𝑚2𝑛𝑘2 = 𝑛𝑘2𝑘𝑛2 +−𝑘𝑛2𝑛𝑘2 = 0.

Таким образом, мы получаем, что 𝑚𝑛𝑘𝑓𝑏1 = 𝑚𝑛𝑘𝜋𝐶(𝑎1) . Отсюда

следует, что 𝑚𝑛𝑘(𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 , что в свою очередь приводит к

𝑘𝑛(𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2)(𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) = 0 .

Напомним, что в множество Ω входят все простые числа из P , кото-

рые участвуют в разложении следующих чисел: 𝑛, 𝑘, 𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2 . Учи-

тывая этот факт, можем утверждать, что 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 . С

другой стороны, поскольку 𝑏1 ∈ 𝐶 , то 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈ 𝐶 , что в сумме с

предыдущим выводом даёт равенство 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) = 0 .

Аналогично можно показать, что для элемента 𝜋𝐶(𝑎2) прообразом бу-

дет элемент 𝑏2 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство 𝑙𝑏1 = 𝑙1𝜋𝐶(𝑎1)+

𝑙2𝜋𝐶(𝑎2) , где 𝑙 = 𝑘1𝑛2 − 𝑘2𝑛1 , 𝑙1 = 𝑘1𝑛 , 𝑙2 = −𝑘𝑛1 .
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Согласно лемме 2.16 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 , поскольку суще-

ствуют прообразы для каждого из базисных векторов и 𝑓 |𝐴𝑝
— авто-

морфизм почти для всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω . Значит 𝑓 - чистый элемент кольца

эндоморфизмов группы 𝐶 . Тогда из леммы 2.17 следует, что 𝑓 — чистый

элемент кольца 𝐸(𝐴) .

Лемма 2.29. Если при любом выборе базисных векторов Λ1∖Λ2 , Λ2∖Λ1

— конечные множества и почти для всех 𝑝 ∈ P справедливо равенство

𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 , то 𝐸(𝐴) — чистое кольцо.

Доказательство. Заметим, что не умаляя общности можно считать, что

Λ1 = Λ2 = P , поскольку прямые суммы 𝑝–компонент, относящихся к

множествам Λ1 ∖ Λ2 , Λ2 ∖ Λ1 и P ∖ (Λ1 ∪ Λ2) , можно выделить конеч-

ными прямыми слагаемыми, каждое из которых согласно [18] будет об-

ладать чистым кольцом эндоморфизмов и будет вполне характеристиче-

ской подгруппой. Тогда, учитывая [19], вопрос изучения чистоты 𝐸(𝐴)

сведётся к прямому слагаемому, являющемуся дополнением к указанным

выше прямым слагаемым, то есть к 𝐴
⋂︀
(
∏︀

𝑝∈Λ1∩Λ2
𝐴𝑝 ).

Пусть 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) . Сразу заметим, что в случае, когда 𝑓 ∈ 𝑅𝑡 , согласно

предыдущим результатам 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) . Поэтому далее

рассмотрим случай, когда 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 . В этом случае, согласно леммам 2.27,

2.28 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .
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Теперь, для завершения доказательства третьего случая из плана до-

казательства основного результата нам остаётся рассмотреть условие,

когда для бесконечного множества простых чисел 𝑝 ∈ P справедливо

неравенство 𝑠1𝑝 ̸= 𝑠2𝑝 (леммы 2.30 — 2.34). Аналогично предыдущим дока-

зательствам будем считать, что 𝑓 /∈ 𝑅𝑡 . Кроме того, во всех дальнейших

результатах (лемма 2.30 — 2.33) будем полагать справедливость следу-

ющего условия: при любом выборе базисных векторов Λ1 = Λ2 = P и

для всех 𝑝 ∈ Ω справедливо неравенство 𝑠1𝑝 > 𝑠2𝑝 (Ω ⊆ P — бесконечное

множество).

Лемма 2.30. Справедливы следующие утверждения:

1. 𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘2𝑎2 + 𝑎2𝑡 ;

2. если 𝑛𝑝
...𝑝 для бесконечного числа 𝑝 ∈ Ω , то

∙ 𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛2𝑎2 + 𝑎1𝑡 ,

∙ 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , то есть 𝑛𝑝
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P ,

∙ почти для всех 𝑝 ∈ P справедливо неравенство 𝑠1𝑝 > 𝑠2𝑝 ;

3. если (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ Ω , то 𝑘2, 𝑛1 ̸= 0 .

Доказательство. Поскольку 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) , то найдутся такие 𝑛, 𝑘 ∈ N

𝑛1, 𝑛2, 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z , 𝑎1𝑡 , 𝑎2𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) , что будут справедливы следующие ра-

венства:

𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛1𝑎1 + 𝑛2𝑎2 + 𝑎1𝑡 ,
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𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘1𝑎1 + 𝑘2𝑎2 + 𝑎2𝑡 .

Тогда почти для всех 𝑝 ∈ P выполнены следующие равенства:

𝑛𝑛𝑝𝛼
1
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠1𝑝𝑐𝑝 = (𝑛1𝛼
1
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠1𝑝 + 𝑛2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝)𝑐𝑝,

𝑘𝑛𝑝𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝𝑐𝑝 = (𝑘1𝛼
1
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠1𝑝 + 𝑘2𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠2𝑝)𝑐𝑝.

Последние равенства равносильны следующим выражениям:

((𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)𝑝
𝑘𝑝−𝑠1𝑝𝛼1

𝑝 − 𝑛2𝑝
𝑘𝑝−𝑠2𝑝𝛼2

𝑝)
...𝑝𝑘𝑝,

((𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)𝑝
𝑘𝑝−𝑠2𝑝𝛼2

𝑝 − 𝑘1𝑝
𝑘𝑝−𝑠1𝑝𝛼1

𝑝)
...𝑝𝑘𝑝.

Согласно условиям предложения для всех 𝑝 ∈ Ω ⊆ P справедливо нера-

венство 𝑠1𝑝 > 𝑠2𝑝 , следовательно, из последних выражений получаем

((𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)𝛼
1
𝑝 − 𝑛2𝑝

𝑠1𝑝−𝑠2𝑝𝛼2
𝑝)
...𝑝𝑠

1
𝑝, (2.33)

((𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)𝑝
𝑠1𝑝−𝑠2𝑝𝛼2

𝑝 − 𝑘1𝛼
1
𝑝)
...𝑝𝑠

1
𝑝. (2.34)

Тогда (𝑛𝑛𝑝 − 𝑛1)
...𝑝𝑠

1
𝑝 и 𝑘1

...𝑝𝑠
1
𝑝 , что в свою очередь означает 𝑘1 = 0 .

Поскольку 𝑘1 = 0 , из 2.34 мы получаем (𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)𝑝
𝑠1𝑝−𝑠2𝑝𝛼2

𝑝
...𝑝𝑠

1
𝑝 . Следова-

тельно, (𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)
...𝑝𝑠

2
𝑝 .

2. Пусть 𝑛𝑝
...𝑝 для бесконечного числа 𝑝 ∈ Ω , следовательно, (𝑛𝑛𝑝 −

𝑛1)
...𝑝𝑠

1
𝑝 приводит к 𝑛1

...𝑝𝑠
1
𝑝 , что означает 𝑛1 = 0 и 𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛2𝑎2 + 𝑎1𝑡 .

Кроме того, поскольку (𝑘𝑛𝑝 − 𝑘2)
...𝑝𝑠

2
𝑝 , из 2.34 мы получаем 𝑘2

...𝑝 , что в
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свою очередь означает 𝑘2 = 0 или 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , то есть 𝑛𝑝
...𝑝𝑠

2
𝑝 почти для

всех 𝑝 ∈ P .

Заметим, что 𝑠1𝑝 ̸= 𝑠2𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P , так как в противном слу-

чае, учитывая, что 𝑛𝑝
...𝑝𝑠

2
𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P согласно доказательству

леммы 2.25, мы получили бы, что 𝑘1 ̸= 0 . А это противоречит сделан-

ным ранее выводам. Если предположить, что 𝑠1𝑝 < 𝑠2𝑝 для бесконечного

числа 𝑝 ∈ P , то, переобозначив базисные векторы, мы получим, соглас-

но проведённым ранее размышлениям, 𝑓𝑎1 ∈ 𝑇 (𝐴) , то есть 𝑓 ∈ 𝑅𝑡 , что

противоречит условиям предложения. Таким образом, 𝑠1𝑝 > 𝑠2𝑝 почти для

всех 𝑝 ∈ P .

3. Пусть (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ Ω . Тогда, учитывая, что

(𝑛𝑛𝑝− 𝑛1)
...𝑝𝑠

1
𝑝 и (𝑘𝑛𝑝− 𝑘2)

...𝑝𝑠
2
𝑝 , получим 𝑘2, 𝑛1 ̸= 0 , так как в противном

случае 𝑛𝑝
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ Ω .

Лемма 2.31. Пусть 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) и 𝑛𝑝
...𝑝 для бесконечного множества

чисел 𝑝 ∈ Ω , тогда 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Согласно лемме 2.30 неравенство 𝑠1𝑝 > 𝑠2𝑝 справедливо

почти для всех 𝑝 ∈ P . Кроме того, 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , то есть 𝑛𝑝
...𝑝 почти для

всех 𝑝 ∈ P и 𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛2𝑎2 + 𝑎1𝑡 , где 𝑛, 𝑛2,∈ Z ∖ {0} , 𝑎1𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) .

Множество всех тех 𝑝 ∈ P , для которых (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 , обозначим через

Ω . Добавим к нему также все простые числа 𝑝 ∈ P , которые участвуют
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в разложении числа 𝑛 .

Рассмотрев прямое разложение 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) , докажем, что

эндоморфизм 𝑢 = 1 − 𝑓 является автоморфизмом группы 𝐶 . Ввиду

выбора множества Ω очевидно, что 𝑢 |𝐴𝑝
— автоморфизм для всех 𝑝 ∈

P ∖ Ω . Докажем, что существует также прообраз элемента 𝜋𝐶(𝑎1) .

Рассмотрим элемент 𝑏1 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство:

𝑚𝑏1 = 𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2),

где 𝑚 = 𝑛 , 𝑚1 = 𝑛 , 𝑚2 = 𝑛2 .

В таком случае справедливо следующее равенство:

𝑚𝑛𝑢𝑏1 = 𝑛𝑢(𝑚1𝜋𝐶𝑎1 +𝑚2𝜋𝐶𝑎2) = 𝑛(1− 𝑓)(𝑚1𝜋𝐶𝑎1 +𝑚2𝜋𝐶𝑎2) =

𝑛(𝑚1𝜋𝐶𝑎1+𝑚2𝜋𝐶𝑎2)−𝑚1𝑛2𝜋𝐶𝑎2+𝑏
′

𝑡 = 𝑛𝑚1𝜋𝐶𝑎1+(𝑛𝑚2𝜋𝐶𝑎2−𝑚1𝑛2𝜋𝐶𝑎2)+𝑏
′

𝑡 =

𝑛𝑛𝜋𝐶𝑎1 + (𝑛𝑛2𝜋𝐶𝑎2 − 𝑛𝑛2𝜋𝐶𝑎2) + 𝑏
′

𝑡 = 𝑚𝑛𝜋𝐶𝑎1 + 𝑏
′

𝑡.

Таким образом, мы получаем, что 𝑚𝑛𝑢𝑏1 = 𝑛2𝜋𝐶(𝑎1) + 𝑏
′

𝑡 . Отсюда

следует, что 𝑛2(𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) ∈ 𝑇 (𝐶) , что в свою очередь приводит к

𝑛2(𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) ∈ 𝐶 .

Напомним, что в множество Ω входят все простые числа из P , ко-

торые участвуют в разложении 𝑛 . Учитывая этот факт, можем утвер-

ждать, что 𝑢𝑏1−𝜋𝐶(𝑎1) ∈
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 . С другой стороны, 𝑢𝑏1−𝜋𝐶(𝑎1) ∈ 𝐶 ,

что в сумме с предыдущим выводом даёт равенство 𝑢𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) = 0 .
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Поскольку 𝑓𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , то найдётся такой элемент 𝑎2𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) , что

𝑓𝑎2 = 𝑎2𝑡 . Тогда 𝑢𝑎2 = (1 − 𝑓)𝑎2 = 𝑎2 − 𝑎2𝑡 , то есть 𝑎2 = 𝑢𝑎2 + 𝑎2𝑡 .

Поскольку 𝑢 |𝐴𝑝
— автоморфизм для всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω , то существует

такой 𝑏2𝑡 ∈ 𝑇 (𝐴) , что 𝑓𝑏2𝑡 = 𝑎2𝑡 . Тогда 𝑎2 = 𝑢(𝑎2 + 𝑏2𝑡 ) .

Согласно лемме 2.16 𝑢 — автоморфизм группы 𝐶 , поскольку суще-

ствуют прообразы для каждого из базисных векторов, и 𝑢 |𝐴𝑝
— авто-

морфизм для всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω . Значит, 𝑓 - чистый элемент кольца эн-

доморфизмов группы 𝐶 . Тогда из леммы 2.17 следует, что 𝑓 — чистый

элемент кольца 𝐸(𝐴) .

Лемма 2.32. Пусть 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) и (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P ,

тогда 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Согласно лемме 2.30 𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘2𝑎2 + 𝑎2𝑡 , кроме того

𝑘2, 𝑛1 ̸= 0 . Согласно условиям леммы (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P .

Множество всех тех 𝑝 ∈ P , для которых (𝑛𝑝, 𝑝) = 𝑝 , обозначим через

Ω . Добавим к нему также все простые числа 𝑝 ∈ P , которые участвуют

в разложении чисел 𝑛, 𝑘, 𝑘2, 𝑛1 .

Рассмотрим прямое разложение 𝐴 = 𝐶
⨁︀

(
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝) и докажем, что

эндоморфизм 𝑓 является автоморфизмом группы 𝐶 . Ввиду выбора мно-

жества Ω очевидно, что 𝑓 |𝐴𝑝
— автоморфизм для всех 𝑝 ∈ P∖Ω . Дока-

жем, что существуют также прообразы для элементов 𝜋𝐶(𝑎1) и 𝜋𝐶(𝑎2) .

Заметим, что в лемме 2.28 было доказано, что для эндоморфизма 𝑓 ,
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удовлетворяющего условию (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P , существу-

ют прообразы для элементов 𝜋𝐶(𝑎1) и 𝜋𝐶(𝑎2) . В таком случае необходи-

мо проверить, будут ли найденные в лемме 2.28 элементы прообразами

для 𝜋𝐶(𝑎1) и 𝜋𝐶(𝑎2) в условиях данного предложения: 𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘2𝑎2+𝑎2𝑡 ,

𝑘2, 𝑛1 ̸= 0 .

Рассмотрим элемент 𝑏1 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство:

𝑚𝑏1 = 𝑚1𝜋𝐶(𝑎1) +𝑚2𝜋𝐶(𝑎2),

где 𝑚 = 𝑘2𝑛1 − 𝑘1𝑛2 = 𝑘2𝑛1 , 𝑚1 = 𝑛𝑘2 , 𝑚2 = −𝑘𝑛2 .

В таком случае справедливо следующее равенство:

𝑚𝑛𝑘𝑓𝑏1 = 𝑛𝑘𝑓(𝑚1𝜋𝐶𝑎1 +𝑚2𝜋𝐶𝑎2) =

𝑚1𝑘(𝑛1𝜋𝐶𝑎1 + 𝑛2𝜋𝐶𝑎2) +𝑚2𝑛𝑘2𝜋𝐶𝑎2 + 𝑏𝑡 =

𝑚1𝑘𝑛1𝜋𝐶𝑎1 + (𝑚1𝑘𝑛2 +𝑚2𝑛𝑘2)𝜋𝐶𝑎2 + 𝑏𝑡 =

𝑛𝑘2𝑘𝑛1𝜋𝐶𝑎1 + (𝑛𝑘2𝑘𝑛2 − 𝑘𝑛2𝑛𝑘2)𝜋𝐶𝑎2 + 𝑏𝑡 = 𝑛𝑘𝑚𝜋𝐶𝑎1 + 𝑏𝑡.

Таким образом, мы получаем, что 𝑚𝑛𝑘𝑓𝑏1 = 𝑚𝑛𝑘𝜋𝐶(𝑎1)+ 𝑏𝑡 . Отсюда

следует, что 𝑚𝑛𝑘(𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) ∈ 𝑇 (𝐶) , что в свою очередь приводит к

включению 𝑘𝑛𝑘2𝑛1(𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1)) ∈ 𝑇 (𝐶) .

Напомним, что в множество Ω входят все простые числа из P , ко-

торые участвуют в разложении следующих чисел: 𝑛, 𝑘, 𝑘2, 𝑛1 . Учитывая

этот факт, можем утверждать, что 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) ∈
⨁︀

𝑝∈Ω𝐴𝑝 . С другой
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стороны, поскольку 𝑓𝑏1−𝜋𝐶(𝑎1) ∈ 𝐶 , то в сумме с предыдущим выводом

приходим к равенству 𝑓𝑏1 − 𝜋𝐶(𝑎1) = 0 .

Аналогично можно показать, что для элемента 𝜋𝐶(𝑎2) прообразом бу-

дет элемент 𝑏2 ∈ 𝐶 , для которого справедливо равенство 𝑙𝑏1 = 𝑙1𝜋𝐶(𝑎1)+

𝑙2𝜋𝐶(𝑎2) , где 𝑙 = −𝑘2𝑛1 , 𝑙1 = 0 , 𝑙2 = −𝑘𝑛1 .

Согласно лемме 2.16 𝑓 — автоморфизм группы 𝐶 , поскольку суще-

ствуют прообразы для каждого из базисных векторов и 𝑓 |𝐴𝑝
— авто-

морфизм почти для всех 𝑝 ∈ P∖Ω . Значит, 𝑓 — чистый элемент кольца

эндоморфизмов группы 𝐶 . Тогда из леммы 2.17 следует, что 𝑓 — чистый

элемент кольца 𝐸(𝐴) .

Лемма 2.33. Пусть 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) и (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ Ω ,

тогда 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Доказательство. Согласно лемме 2.30 𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘2𝑎2 + 𝑎2𝑡 , кроме того

𝑘2, 𝑛1 ̸= 0 .

Предположим, что почти для всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω выполнено равенство

𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 . Согласно доказательству леммы 2.25, (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для

всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω , так как в противном случае 𝑘1 ̸= 0 .

Рассмотрим альтернативный случай, когда почти для всех 𝑝 ∈ P ∖ Ω

выполнено неравенство 𝑠1𝑝 ̸= 𝑠2𝑝 . Предположим, что для бесконечного

множества чисел 𝑝 ∈ P ⊆ Ω справедливо 𝑛𝑝
...𝑝 . Тогда согласно лемме

2.30 𝑛𝑝
...𝑝 почти для всех 𝑝 ∈ P , что противоречит условиям предложе-
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ния. Следовательно, (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P .

Таким образом, (𝑛𝑝, 𝑝) = 1 почти для всех 𝑝 ∈ P . Тогда согласно

лемме 2.32, 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Лемма 2.34. Если при любом выборе базисных векторов Λ1∖Λ2 , Λ2∖Λ1

— конечные множества и для бесконечного множества чисел 𝑝 ∈ P

справедливо неравенство 𝑠1𝑝 ̸= 𝑠2𝑝 , то 𝐸(𝐴) — чистое кольцо.

Доказательство. Заметим, что не умаляя общности можно считать, что

Λ1 = Λ2 = P , поскольку прямые суммы 𝑝–компонент, относящихся к

множествам Λ1 ∖ Λ2 , Λ2 ∖ Λ1 и P ∖ (Λ1 ∪ Λ2) можно выделить конеч-

ными прямыми слагаемыми, каждое из которых согласно [18] будет об-

ладать чистым кольцом эндоморфизмов и будет вполне характеристиче-

ской подгруппой. Тогда, учитывая [19], вопрос изучения чистоты кольца

𝐸(𝐴) сведётся к прямому слагаемому, являющемуся дополнением к ука-

занным выше прямым слагаемым, то есть к 𝐴
⋂︀
(
∏︀

𝑝∈Λ1∩Λ2
𝐴𝑝 ).

Пусть 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) . Сразу заметим, что в случае, когда 𝑓 ∈ 𝑅𝑡 , согласно

предыдущим результатам 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) . Поэтому далее

рассмотрим случай, когда 𝑓 /∈ Hom(𝐴, 𝑇 (𝐴)) . В этом случае, согласно

леммам 2.31, 2.33 𝑓 — чистый элемент 𝐸(𝐴) .

Следующее предложение завершает доказательство третьего случая

из предложенного плана доказательства основного результата и непо-
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средственно следует из лемм 2.29 и 2.34.

Предложение 2.35. Если при любом выборе базисных векторов Λ1 ∖

Λ2 , Λ2 ∖ Λ1 — конечные множества, то 𝐸(𝐴) — чистое кольцо.

Таким образом, мы доказали основной результат данного раздела.

Следующее предложение даёт пример эндоморфизма, удовлетворя-

ющего условиям леммы 2.25, а также предлагает некоторый алгоритм

построения эндоморфизмов рассмотренных групп.

Предложение 2.36. Пусть группа 𝐴 удовлетворяет условиям, опи-

санным в начале данного параграфа. При этом при любом выборе ба-

зисных векторов Λ1 = Λ2 = P , и почти для всех 𝑝 ∈ P справедливо

равенство 𝑠1𝑝 = 𝑠2𝑝 . Тогда можно выбрать базисные векторы 𝑎1, 𝑎2 так,

что найдётся эндоморфизм 𝑓 для которого 𝑓 |𝐴𝑝
не является моно-

морфизмом почти для всех 𝑝 ∈ P .

Доказательство. Напомним вид проекций для базисных векторов:

𝜋𝑝(𝑎𝑖) = 𝑝𝑘𝑝−𝑠𝑖𝑝𝛼𝑖
𝑝𝑐𝑝, (2.35)

где

𝛼𝑖
𝑝 ∈ Z , причём (𝛼𝑖

𝑝, 𝑝) = 1 ;

𝑠𝑖𝑝 ∈ N , причём 0 < 𝑠𝑖𝑝 ≤ 𝑘𝑝 ;

𝑐𝑝 — образующий элемент группы 𝐴𝑝 .
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Запишем 𝛼1
𝑝 и 𝛼2

𝑝 в следующем виде:

𝛼1
𝑝 = 𝑓(𝑝) =

𝑙1∑︁
𝑖=0

𝐵1
𝑖 𝑝

𝑖, (2.36)

𝛼2
𝑝 = 𝑔(𝑝) =

𝑙2∑︁
𝑖=0

𝐵2
𝑖 𝑝

𝑖, (2.37)

где 𝐵1
𝑖 , 𝐵

2
𝑖 ∈ Z , причем (𝐵1

0 , 𝑝) = 1 и (𝐵2
0 , 𝑝) = 1 .

Положим

𝑙1 = 𝑙2 = 𝑠𝑝 − 1 ,

𝐵1
𝑖 = −(𝑛2 + 𝑘2) , 𝐵

2
𝑖 = (𝑛1 + 𝑘1) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠𝑝 − 2 ,

𝐵1
𝑠𝑝−1 = 𝐵1

0 + 𝑘𝛾𝑝 , 𝐵
2
𝑠𝑝−1 = 𝐵2

0 − 𝑛𝛾𝑝 ,

где 𝑛1, 𝑛2, 𝑘1, 𝑘2, 𝛾𝑝 ∈ Z , 𝑘, 𝑛 ∈ N , причём (𝛾𝑝, 𝑝) = 1 , (𝑘, 𝑛) = 1 , 𝑛2 ̸=

−𝑘2, 𝑛1 ̸= −𝑘1 , и выполнены следующие равенства:

𝑛1𝑘2 = 𝑛2𝑘1, (2.38)

𝑛1𝑘 = −𝑛𝑘2. (2.39)

Заметим, что построенные таким образом векторы 𝑎1, 𝑎2 являются

базисными для группы 𝐴 . Действительно, предположим, что нашлись

такие целые 𝑚1,𝑚2 , что 𝑚1𝑎1 +𝑚2𝑎2 ∈ 𝑇 (𝐴) , тогда (𝑚1𝛼
1 +𝑚2𝛼

2)
...𝑝𝑠𝑝

почти для всех 𝑝 ∈ Λ . Последнее выражение, с учётом равенств 2.36,

2.37, можно записать в следующем виде:

(𝑚1𝐵
1
0 +𝑚2𝐵

2
0) +

𝑠𝑝−1∑︁
𝑖=1

(𝑚1𝐵
1
𝑖 +𝑚2𝐵

2
𝑖 )𝑝

𝑖...𝑝𝑠𝑝. (2.40)
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Откуда следует, что (𝑚1𝐵
1
0+𝑚2𝐵

2
0)
...𝑝 , следовательно, 𝑚1𝐵

1
0+𝑚2𝐵

2
0 = 0 .

Поскольку 𝐵1
𝑖 = 𝐵1

0 и 𝐵2
𝑖 = 𝐵2

0 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠𝑝 − 2 , то из (2.40)

следует (𝑚1𝐵
1
𝑠𝑝−1+𝑚2𝐵

2
𝑠𝑝−1) = (𝑚1(𝐵

1
0+𝑘𝛾𝑝)+𝑚2(𝐵

2
0−𝑛𝛾𝑝)) = (𝑚1𝑘𝛾𝑝−

𝑚2𝑛𝛾𝑝)
...𝑝 . Значит, 𝑚1𝑘 = 𝑚2𝑛 . Учитывая, что (𝑘, 𝑛) = 1 , получим 𝑚1 =

𝑚2 = 0 , либо 𝑚1 = 𝑛 и 𝑚2 = 𝑘 (с точностью до общего множителя).

Рассмотрим подробнее второй вариант. В этом случае получим:

0 = 𝑚1𝐵
1
0 +𝑚2𝐵

2
0 = −𝑛(𝑛2 + 𝑘2) + 𝑘(𝑛1 + 𝑘1).

C учётом равенства (2.38) последнее равенство можно преобразовать сле-

дующим образом:

−𝑛𝑛2 + 2𝑘𝑛1 + 𝑘𝑘1 = 0.

Заметим, что из равенства (2.39) легко получить следующее выражение:

𝑛2
1𝑘 = −𝑛𝑘1𝑛2 . Тогда, с его учётом, из последнего равенства после умно-

жения на 𝑘1 получим:

𝑛2
1𝑘 + 2𝑘𝑛1𝑘1 + 𝑘𝑘21 = 𝑘(𝑛2

1 + 2𝑛1𝑘1 + 𝑘21) = 𝑘(𝑛1 + 𝑘1)
2 = 0.

Последнее означает, что 𝑛1 = −𝑘1 , что противоречит выбору чисел 𝑛1 и

𝑘1 . Полученное противоречие доказывает, что векторы 𝑎1, 𝑎2 являются

базисными для группы 𝐴 .

Зададим гомоморфзим 𝑓 из группы 𝐴 в
∏︀
𝑝∈Λ

𝐴𝑝 : на 𝑝–компонентах

группы 𝐴 полагаем

𝑓𝑐𝑝 = 𝑛𝑝𝑐𝑝,
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где 𝑛𝑝 = 𝑝𝑠𝑝−1𝛾𝑝 . Покажем, что 𝑓 ∈ 𝐸(𝐴) . Для этого достаточно дока-

зать справедливость следующих равенств:

𝑛𝑓𝑎1 = 𝑛1𝑎1 + 𝑛2𝑎2 + 𝑎𝑡1, (2.41)

𝑘𝑓𝑎2 = 𝑘1𝑎1 + 𝑘2𝑎2 + 𝑎𝑡2., (2.42)

где 𝑎𝑡1, 𝑎
𝑡
2 ∈ 𝑇 (𝐴) .

Запишем последние два равенства покомпонентно: почти для всех 𝑝 ∈

Λ

𝑛𝑛𝑝𝛼
1
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = (𝑛1𝛼
1
𝑝 + 𝑛2𝛼

2
𝑝)𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝,

𝑘𝑛𝑝𝛼
2
𝑝𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝 = (𝑘1𝛼
1
𝑝 + 𝑘2𝛼

2
𝑝)𝑝

𝑘𝑝−𝑠𝑝𝑐𝑝.

Последние равенства равносильны следующим выражениям:

𝑛𝑛𝑝𝛼
1
𝑝 − (𝑛1𝛼

1
𝑝 + 𝑛2𝛼

2
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝, (2.43)

𝑘𝑛𝑝𝛼
2
𝑝 − (𝑘1𝛼

1
𝑝 + 𝑘2𝛼

2
𝑝)
...𝑝𝑠𝑝. (2.44)

Проверим справедливость выражений (2.43) — (2.44). Начнём с пер-

вого:

𝑛𝑛𝑝𝛼
1
𝑝 − (𝑛1𝛼

1
𝑝 + 𝑛2𝛼

2
𝑝) =

𝑛𝛾𝑝

2(𝑠𝑝−1)∑︁
𝑖=𝑠𝑝−1

𝐵1
𝑖−(𝑠𝑝−1)𝑝

𝑖 − (𝑛1

𝑠𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝐵1
𝑖 𝑝

𝑖 + 𝑛2

𝑠𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝐵2
𝑖 𝑝

𝑖) =
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𝑛𝛾𝑝

2(𝑠𝑝−1)∑︁
𝑖=𝑠𝑝

𝐵1
𝑖−(𝑠𝑝−1)𝑝

𝑖+(𝑛𝛾𝑝𝐵
1
0−𝑛1𝐵

1
𝑠𝑝−1−𝑛2𝐵

2
𝑠𝑝−1)𝑝

𝑠𝑝−1−
𝑠𝑝−2∑︁
𝑖=0

(𝑛1𝐵
1
𝑖+𝑛2𝐵

2
𝑖 )𝑝

𝑖.

Рассмотрим отдельно выражение (𝑛1𝐵
1
𝑖 + 𝑛2𝐵

2
𝑖 ) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠𝑝 − 2 : с

учётом равенства (2.38) получим:

(𝑛1𝐵
1
𝑖 + 𝑛2𝐵

2
𝑖 ) = (−𝑛1(𝑛2 + 𝑘2) + 𝑛2(𝑛1 + 𝑘1)) =

−𝑛1𝑘2 + 𝑛2𝑘1 = 0.

Тогда
∑︀𝑠𝑝−2

𝑖=0 (𝑛1𝐵
1
𝑖 + 𝑛2𝐵

2
𝑖 )𝑝

𝑖 = 0 . Теперь отдельно рассмотрим выраже-

ние 𝑛𝛾𝑝𝐵
1
0 − 𝑛1𝐵

1
𝑠𝑝−1 − 𝑛2𝐵

2
𝑠𝑝−1 . С учётом равенств 2.38, 2.39 получим:

𝑛𝛾𝑝𝐵
1
0 − 𝑛1𝐵

1
𝑠𝑝−1 − 𝑛2𝐵

2
𝑠𝑝−1 =

= 𝑛𝛾𝑝𝐵
1
0 − 𝑛1(𝐵

1
0 + 𝑘𝛾𝑝)− 𝑛2(𝐵

2
0 − 𝑛𝛾𝑝) =

= −𝑛𝛾𝑝(𝑛2 + 𝑘2)− 𝑛1𝑘𝛾𝑝 + 𝑛2𝑛𝛾𝑝 = −𝛾𝑝(𝑛𝑘2 + 𝑛1𝑘) = 0.

В таком случае

𝑛𝑛𝑝𝛼
1
𝑝 − (𝑛1𝛼

1
𝑝 + 𝑛2𝛼

2
𝑝) =

(𝑛𝛾𝑝

2(𝑠𝑝−1)∑︁
𝑖=𝑠𝑝

𝐵1
𝑖−(𝑠𝑝−1)𝑝

𝑖)
...𝑝𝑠𝑝.

Таким образом, справедливость выражения (2.43) доказана.

Теперь проведём аналогичную проверку для выражения (2.44):

𝑘𝑛𝑝𝛼
2
𝑝 − (𝑘1𝛼

1
𝑝 + 𝑘2𝛼

2
𝑝) =

𝑘𝛾𝑝

2(𝑠𝑝−1)∑︁
𝑖=𝑠𝑝−1

𝐵2
𝑖−(𝑠𝑝−1)𝑝

𝑖 − (𝑘1

𝑠𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝐵1
𝑖 𝑝

𝑖 + 𝑘2

𝑠𝑝−1∑︁
𝑖=0

𝐵2
𝑖 𝑝

𝑖) =
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𝑘𝛾𝑝

2(𝑠𝑝−1)∑︁
𝑖=𝑠𝑝

𝐵2
𝑖−(𝑠𝑝−1)𝑝

𝑖+(𝑘𝛾𝑝𝐵
2
0−𝑘1𝐵

1
𝑠𝑝−1−𝑘2𝐵

2
𝑠𝑝−1)𝑝

𝑠𝑝−1−
𝑠𝑝−2∑︁
𝑖=0

(𝑘1𝐵
1
𝑖+𝑘2𝐵

2
𝑖 )𝑝

𝑖.

Аналогично предыдущему случаю легко показать, что (𝑘1𝐵
1
𝑖 +𝑘2𝐵

2
𝑖 ) = 0

для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠𝑝 − 2 .

Теперь отдельно рассмотрим выражение 𝑘𝛾𝑝𝐵
2
0 − 𝑘1𝐵

1
𝑠𝑝−1 − 𝑘2𝐵

2
𝑠𝑝−1 .

С учётом равенств 2.38, 2.39 получим:

𝑘𝛾𝑝𝐵
2
0 − 𝑘1𝐵

1
𝑠𝑝−1 − 𝑘2𝐵

2
𝑠𝑝−1 =

= 𝑘𝛾𝑝𝐵
2
0 − 𝑘1(𝐵

1
0 + 𝑘𝛾𝑝)− 𝑘2(𝐵

2
0 − 𝑛𝛾𝑝) =

= 𝑘𝛾𝑝(𝑛1 + 𝑘1)− 𝑘1𝑘𝛾𝑝 + 𝑘2𝑛𝛾𝑝 = 𝛾𝑝(𝑘𝑛1 + 𝑘2𝑛) = 0.

В таком случае

𝑘𝑛𝑝𝛼
2
𝑝 − (𝑘1𝛼

1
𝑝 + 𝑘2𝛼

2
𝑝) =

(𝑘𝛾𝑝

2(𝑠𝑝−1)∑︁
𝑖=𝑠𝑝

𝐵2
𝑖−(𝑠𝑝−1)𝑝

𝑖)
...𝑝𝑠𝑝.

Таким образом, справедливость выражения (2.44) доказана и 𝑓 — эндо-

морфизм группы 𝐴 .
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