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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

Â ðàáîòå ïðèíÿòà äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ òåîðåì è ôîðìóë, ñàìîñòîÿòåëü-

íàÿ â êàæäîé ãëàâå.

S � ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ;

[1, α] � îòðåçîê îðäèíàëîâ;

ω � ïåðâûé áåñêîíå÷íûé îðäèíàë;

ω1 � ïåðâûé íåñ÷åòíûé îðäèíàë;

Cp(X) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñ

òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, çàäàííûõ íà âïîëíå ðåãóëÿðíîì òè-

õîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Áàçà îêðåñòíîñòåé íóëÿ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ

âèäà

U(0, t1, . . . , tn, ε) = {x ∈ Cp(X) : |x(ti)| < ε, ∀ti ∈ X, i = 1, n};

Cc(X) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñ

òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè, çàäàííûõ íà âïîëíå ðåãóëÿðíîì òè-

õîíîâñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Áàçà îêðåñòíîñòåé íóëÿ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâ

âèäà

U(0, K, ε) = {x ∈ Cc(X) : |x(k)| < ε, ∀k ∈ K},

ãäå K ⊂ X � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò è ε > 0;

I = [0, 1] ⊂ R � ýòî ïîëóèíòåðâàë, íàäåëåííûé ñòàíäàðòíîé åâêëèäî-

âîé òîïîëîãèåé;
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IS = (0, 1] ⊂ S � ýòî îòðåçîê, íàäåëåííûé òîïîëîãèåé Çîðãåíôðåÿ;

C(K) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ∥x∥ = max
t∈K

|x(t)|, ãäå

K � êîìïàêò;

C∗(K) � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó

C(K), òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, çà-

äàííûõ íà C(K);

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, À � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-

æåñòâî èç X. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðäèíàëà α îïðåäåëèì A(α) � ýòî ïðîèç-

âîäíàÿ ïîðÿäêà α ìíîæåñòâà A, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî òðàíñôèíèòíîé

èíäóêöèè ôîðìóëàìè A(1) = A
′
� ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæå-

ñòâà A;

A(ξ+1) = (A(ξ))
′
,

è

A(λ) = ∩γ<λA
(γ),

åñëè λ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë.

Çàïèñü X ∼ Y îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

X è Y ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû;

2 � êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.
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Ââåäåíèå

Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(X) � ýòî êëàññè÷åñêèé îáú-

åêò â òîïîëîãèè è ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî

èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Cp(X), íàäåëåí-

íûõ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå âíèìàíèå

óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì êëàññèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîëó÷åíà äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé C(K), çàäàííûõ íà ìåòðèçóåìûõ êîìïàêòàõ K. Â 1966

À.À. Ìèëþòèí [9] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåñ÷åòíîãî ìåòðè÷åñêîãî êîì-

ïàêòà K ïðîñòðàíñòâî C(K) èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó C[0, 1]. Â 1960 ãî-

äó Ñ. Áåññàãà è À. Ïåë÷èíñêèé â ðàáîòå [18] äàëè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ

ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ñ÷åòíûõ ìåòðèçóåìûõ êîìïàêòàõ

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå íà ñ÷åòíûõ îòðåçêàõ îðäèíàëîâ. Ïåðâûé øàã ïî

êëàññèôèêàöèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íà íåñ÷åòíûõ îòðåçêàõ îðäèíà-

ëîâ ñäåëàë Ç. Ñåìàäåíè [23]. Îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïåðâîãî íåñ÷åòíîãî

îðäèíàëà ω1 ïðè ðàçëè÷íûõ n ∈ N ïðîñòðàíñòâà C[1, ω1 · n] íå ÿâëÿ-

þòñÿ èçîìîðôíûìè. Òåîðåìû Ñ. Áåññàãè, À. Ïåë÷èíñêîãî è Ç. Ñåìàäå-

íè äàëè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ω1 · ω. Â ðàáîòàõ Ñ.Ï.

Ãóëüêî, À.Â. Îñüêèíà è Ñ.Â. Êèñëÿêîâà ([4],[6]) èçîìîðôíàÿ êëàññèôè-

êàöèÿ ïðîñòðàíñòâ C[1, α] áûëà ïðîäîëæåíà íà ïðîèçâîëüíûå îòðåçêè

îðäèíàëîâ [1, α]. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
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îòðåçêàõ îðäèíàëîâ è íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè,

ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå

Ñ.Ï. Ãóëüêî [5].

Äëÿ íåìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ âîïðîñû êëàññèôèêàöèè íå ñòîëü

õîðîøî èçó÷åíû. Â ÷àñòíîñòè, íå èçó÷åí âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç êëàññîâ òàêèõ

ïðîñòðàíñòâ, à èìåííî, ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîð-

ãåíôðåÿ¿ è ïðîâîäèòñÿ ëèíåéíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ýòèõ ïðÿìûõ è äàåòñÿ

ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿. Òåðìèí

¾äëèííûå ïðÿìûå Çîðãåíôðåÿ¿ áûë ââåäåí ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì

¾äëèííûå ïðÿìûå¿, êîòîðîå âïåðâûå áûëî äàíî â ðàáîòå Ï.Ñ. Àëåêñàí-

äðîâà è Ï.Ñ. Óðûñîíà [1].

Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ � ýòî ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ñ òîïîëîãè-

åé, áàçó êîòîðîé îáðàçóþò âñå ïîëóèíòåðâàëû âèäà (a, b], a, b ∈ R. Ïðÿ-

ìàÿ Çîðãåíôðåÿ S ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ¾äâîéíîé ñòðåëêè¿ Ï.Ñ.

Àëåêñàíäðîâà, êîòîðàÿ âïåðâûå ñòðå÷àåòñÿ â êíèãå ¾Ìåìóàð î êîìïàêò-

íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ¿ Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà è Ï.Ñ. Óðûñîíà

â 1929 ãîäó [1]. Ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ ÿâëÿåòñÿ ¾óíèâåðñàëüíûì êîíòð-

ïðèìåðîì¿ â îáùåé òîïîëîãèè [17]. Çà ïîñëåäíèå 60 ëåò âûøëî ìíîãî

ñòàòåé, êàñàþùèõñÿ ñâîéñòâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòìåòèì ñëåäóþùèå èç

íèõ: ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, ñîâåðøåííî íîðìàëü-

íûì, íàñëåäñòâåííî ëèíäåëåôîâûì, ñ ïåðâîé àêñèìîìîé ñ÷åòíîñòè, áåç

âòîðîé àêñèîìû ñ÷åòíîñòè, ñ íåñ÷åòíûì ñåòåâûì âåñîì ïðîñòðàíñòâîì,

êàæäîå êîìïàêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Â 1979 ãîäó Ý. âàí Äàóýí è Â. Ïôåôôåð [22] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþ-
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áûõ íàòóðàëüíûõm,n ∈ N ïðîñòðàíñòâà Sn è Tm íå ãîìåîìîðôíû, ãäå T

� èððàöèîíàëüíàÿ ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ, ò.å. ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë â òîïîëîãèè ñòðåëêè. Â ýòîé ñòàòüå îíè ñôîðìóëèðîâàëè âîïðîñ î

òîì, áóäóò ëè ãîìåîìîðôíû ïðîñòðàíñòâà S, S2, . . .. Â 1985 ãîäó Ä. Áóð-

êå è Ä. Ëàòöåð [19] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ

m,n ∈ N ïðîñòðàíñòâà Sn è Sm íå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè. Â ðàáîòå

ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà S × [1, α], ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë, è

ïðîâåäåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì

èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû Ä. Áóðêå è Äæ. Ìóðà [20], êîòîðûå

â 1998 ãîäó äàëè õàðàêòåðèñòèêó âñåì ïîäìíîæåñòâàì ïðÿìîé Çîðãåí-

ôðåÿ ãîìåîìîðôíûì åé ñàìîé � ýòî Fσ è îäíîâðåìåííî Gδ ìíîæåñòâà

áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Îäíîé èç òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåò-

ñÿ çàäà÷à îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè òîïîëîãèÿìè. Íà÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêîìó èññëåäî-

âàíèþ òàêîãî ðîäà çàäà÷ ïîëîæèë Ô. Ðèññ. Â 1909 ãîäó îí äîêàçàë òåîðå-

ìó îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

C[a, b] [11]. Â 1937 ã. Ñ. Áàíàõ îáîáùèë ýòó òåîðåìó äëÿ ïðîñòðàíñòâà

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(K), ãäå K � íåñ÷åòíûé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò.

Îáùèé âèä ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå C(K), ãäå K � ïðîèçâîëüíûé

êîìïàêò, èññëåäîâàë Ø. Êàêóòàíè (1941 ã.). Â ðàáîòå Ç. Ñåìàäåíè [23]

ïîëó÷åí îáùèé âèä ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå C(K), ãäå K � ðàç-

ðåæåííûé êîìïàêò. Èçâåñòíî, ÷òî ñîïðÿæåííîå ê ýòîìó ïðîñòðàíñòâó

åñòü â òî÷íîñòè l1(K). Â 1984 ã., â òî âðåìÿ êàê èíòåíñèâíî ðàçâèâà-

ëàñü òåîðèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷-

íîé ñõîäèìîñòè, À.Â. Àðõàíãåëüñêèé [2] äîêàçàë òåîðåìó îá îáùåì âèäå
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ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå Cp(X).

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîé êëàññè÷åñêèé îáúåêò êàê ïðî-

ñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ëèíåéíî óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à èìåííî íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿

è íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿. ¾Äëèííûå ïðÿìûå¿ âïåðâûå áûëè îïðåäåëåíû

â ñòàòüå Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà è Ï.Ñ. Óðûñîíà ¾Ìåìóàð î êîìïàêòíûõ òî-

ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ¿ [1]. Â íàøåé ðàáîòå ïî àíàëîãèè îïðåäå-

ëÿþòñÿ ¾äëèííûå ïðÿìûå Çîðãåíôðåÿ¿. Ïðèâîäèòñÿ èõ ïîëíàÿ òîïîëî-

ãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ. Äàåòñÿ ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàñ-

ñèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ

ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðè-

âàþòñÿ â òîïîëîãèÿõ ïîòî÷å÷íîé è êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè. Òàêæå ïîëó-

÷åíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ëèíåéíîé ãîìåîìîðôíîé êëàññèôèêàöèè

ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿ è

íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Â äèññåðòàöèè äîêàçàíû

òåîðåìû îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé êîìïàòêíîé ñõîäèìîñòè, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ

ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ è íà ïðîèçâåäåíèÿõ S×[1, α], ãäå α � ïðîèçâîëüíûé

îðäèíàë. Ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå òåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ øèðîêî

èçâåñòíîé è àêòóàëüíîé.

Öåëè ðàáîòû. Öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

� ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâåäåíèé ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ íà

ïðîèçâîëüíûå îòðåçêè îðäèíàëîâ;

� ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ ñ òîïîëîãèÿìè
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ïîòî÷å÷íîé è êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè;

� ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿;

� ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿ è íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé ïî-

òî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè;

� âûâîä ôîðìóëû îáùåãî âèäà ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâàõ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé, íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè è çà-

äàííûõ íà ïðîèçâåäåíèÿõ S × [1, α], ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë, íà

¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ è íà ïðîèçâåäåíèÿõ ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ

Sn, n ∈ N.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òîïîëîãèè è

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà: ìåòîä ðàçëîæåíèÿ Ïåë÷èíñêîãî ïðîñòðàíñòâ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, ìåòîä òðàíñôèíèòíîé

èíäóêöèè, àðèôìåòèêà ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëå-

äîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå àâòîðîì, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-

þùèìè ïîëîæåíèÿìè, âûíîñèìûìè íà çàùèòó:

• Ïðîâåäåíà ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâåäåíèé S × [1, α],

ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë.

• Ïðîâåäåíà ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ è

íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé è êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè;

• Ïðîâåäåíà ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîð-

ãåíôðåÿ¿.

• Ïðîâåäåíà ÷àñòè÷íàÿ ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿.
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• Ïîëó÷åí îáùèé âèä ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè è çàäàííûõ

íà ïðîèçâåäåíèÿõ ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ íà ïðîèçâîëüíûå îòðåçêè îðäè-

íàëîâ, íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ è íà ïðîèçâåäåíèÿõ ïðÿìîé

Çîðãåíôðåÿ Sn, n ∈ N.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Å¼ ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â íàó÷íûõ

èññëåäîâàíèÿõ è ñïåöêóðñàõ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ ïî òîïîëîãèè è

ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó. Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äàí-

íîé ðàáîòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ òîïîëîãè-

÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü âñåõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-

òîâ. Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò ñòðîãîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îáîñíîâàíèå â ôîðìå òåîðåì.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæ-

äàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÌÌÔ ÒÃÓ (ðó-

êîâîäèòåëü ïðîôåññîð Ñ.Ï. Ãóëüêî) è äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ êîí-

ôåðåíöèÿõ: 1. Ìåæäóíàðîäíàÿ (44-é Âñåðîññèéñêàÿ) ìîëîäåæíàÿ øêîëà-

êîíôåðåíöèÿ. Åêàòåðèíáóðã, 27 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ 2013 ã.

2. IV Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòóàëü-

íûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è íåáåñíîé ìåõà-

íèêè¿. Òîìñê, 17�19 íîÿáðÿ 2014.

3. 53-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-

òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿. Íîâîñèáèðñê, 11-17 àïðåëÿ 2015 ã.
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4. 54-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñòóäåíò è íàó÷íî-

òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿. Íîâîñèáèðñê, 16-20 àïðåëÿ 2016ã.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè,

îïóáëèêîâàíû â âîñüìè ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå ÷åòûðå ñòàòüè

â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

1. Òðîôèìåíêî Í.Í., Õìûëåâà Ò.Å. Î ëèíåéíîì ãîìåîìîðôèçìå ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïîäìíîæåñòâàõ ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ

// Âåñòíèê Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà è ìå-

õàíèêà. 2012. � 2. C. 29-32;

2. Òðîôèìåíêî Í.Í., Õìûëåâà Ò.Å. Î ãîìåîìîðôèçìàõ ïðîñòðàíñòâ

I × [1, α] // Âåñòíèê Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìà-

òèêà è ìåõàíèêà. 2013. �. 5 (25). C. 40-44;

3. Òðîôèìåíêî Í.Í. Õìûëåâà Ò.Å. Î ëèíåéíûõ ãîìåîìîðôèçìàõ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ //

Ñèá.Ìàò.æóð. 2016. T.57. � 3. Ñ. 709-711;

4. Òðîôèìåíêî Í.Í. Î ëèíåéíûõ ãîìåîìîðôèçìàõ ïðîñòðàíñòâ íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿ // Âåñòíèê Òîìñêîãî ãîñóäàð-

ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 2016. � 1(39). C. 36�41;

5. Òðîôèìåíêî Í.Í. Î ãîìåîìîðôèçìàõ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè âèäà

I è I×[1, α] // Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ : òåçèñû

ìåæäóíàðîäíîé (44-é Âñåðîññèéñêîé) ìîëîäåæíîé øêîëû-êîíôåðåíöèè.

Åêàòåðèíáóðã, 27 ÿíâàðÿ - 2 ôåâðàëÿ 2013 ã. Ñ. 203.

6. Òðîôèìåíêî Í.Í. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ¾äëèí-

íûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé ìåõà-

íèêè ñïëîøíûõ ñðåä è íåáåñíîé ìåõàíèêè : ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ IV Ìåæ-

äóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåí-
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íîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä è íåáåñíîé ìåõàíèêè. Òîìñê, 17�19 íîÿáðÿ,

2014. Ñ 109-110;

7.Òðîôèìåíêî Í.Í. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ¾äëèí-

íûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ // Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ :

ìàòåðèàëû 54-îé ìåæäóíàðîäíîé ñòóäåí÷åñêîé êîíôåðåíöèè Ñòóäåíò è

íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ. Íîâîñèáèðñê, 11-17 àïðåëÿ 2015 ã. Ñ. 61;

8. Òðîôèìåíêî Í.Í. Î ëèíåéíûõ ãîìåîìîðôèçìàõ ïðîñòðàíñòâ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿ // Ñòóäåíò è íàó÷íî-

òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ : ìàòåðèàëû 54-îé ìåæäóíàðîäíîé ñòóäåí÷åñêîé

êîíôåðåíöèè Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ. Íîâîñèáèðñê, 16-

20 àïðåëÿ 2016ã. Ñ. 37;

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, ÷åòûð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà îáî-

çíà÷åíèé. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 76 ñòðàíèöàõ.

Âî ââåäåíèè ðàñêðûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé ïðîáëåìû,

ïðèâîäèòñÿ îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü è èçëàãà-

åòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû, îáîñíîâûâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ

çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â 1-îé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðî-

ñòðàíñòâ S × [1, α], ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî S × [1, ωα · ω] íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó çàìêíóòîìó ïîä-

ïðîñòðàíñòâó â ïðîñòðàíñòâå S × [1, ωα] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà

S × [1, ωα ·ω] è S × [1, ωα] íå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè. Óñòàíàâëèâàåò-

ñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S× [1, α] è S× [1, α ·n] ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè.

Îòðåçêè îðäèíàëîâ [1, α] íàäåëåíû ñòàíäàðòíîé ïîðÿäêîâîé òîïîëîãèåé.

Âî 2-îé ãëàâå ïîëó÷åíà ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ¾äëèííûõ
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ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ è ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîð-

ãåíôðåÿ¿ Sα, ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íàäåëÿþòñÿ òîïîëîãèÿìè ïîòî÷å÷íîé è êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè

è îáîçíà÷àþòñÿ Cp(Sα) è Cc(Sα).

Â 3-îé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ ÷àñòè÷íàÿ ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàñ-

ñèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ

ïðÿìûõ¿ Lα, ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé íàäåëÿþòñÿ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè è îáîçíà-

÷àþòñÿ Cp(Lα). Äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Cp(Lα) è Cp(Lβ) ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíû, åñëè α è β ñ÷åòíûå îðäèíàëû è ïðîñòðàíñòâà Cp(Lτ ·α)

è Cp(Lτ ·β) íå ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû, åñëè τ � íà÷àëüíûé ðåãóëÿðíûé

îðäèíàë, α, β � íà÷àëüíûå îðäèíàëû è α < β ≤ τ .

Â 4-îé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Cc(S × [1, α]) â òîïîëîãèè êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè. Çäåñü S � ïðÿìàÿ

Çîðãåíôðåÿ, à îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, α] íàäåëåí ñòàíäàðòíîé ïîðÿäêîâîé

òîïîëîãèåé. Äîêàçàíû òåîðåìû îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëîâ íà ïðî-

ñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Cc(S × [1, α]), Cc(S
n), Cc(Sα).

Â çàêëþ÷åíèè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîöåíòó Òà-

òüÿíå Åâãåíüåâíå Õìûë¼âîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è öåííûå ñîâåòû.
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Ãëàâà 1

Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ

ïðîñòðàíñòâ S × [1, α]

Â äàííîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðî-

ñòðàíñòâ S × [1, α], ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî S × [1, ωα · ω] íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó çàìêíóòîìó ïîä-

ïðîñòðàíñòâó â ïðîñòðàíñòâå S × [1, ωα] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà

S × [1, ωα · ω] è S × [1, ωα] íå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè è, çíà÷èò, ïðî-

ñòðàíñòâà S×[1, ωβ] è S×[1, ωα] íå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè ïðè α ̸= β.

Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâà S× [1, α] è S× [1, α ·n] ÿâëÿþòñÿ ãî-

ìåîìîðôíûìè. Îòðåçêè îðäèíàëîâ [1, α] íàäåëåíû ñòàíäàðòíîé ïîðÿä-

êîâîé òîïîëîãèåé.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [12] è [13].

Â äàííîé ãëàâå çàïèñü X ∼ Y îçíà÷àåò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà X è Y ãîìåîìîðôíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå

òåîðåìû î ðàçëîæåíèè îðäèíàëîâ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíî

â [7].

Òåîðåìà 1.1. Åñëè 1 ≤ α < ωγ, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, n2, . . . , nm òàêàÿ, ÷òî

α = ωγ1 · n1 + ωγ2 · n2 . . .+ ωγm · nm,

ãäå γ1 > γ2 > . . . > γm ≥ 0.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè γ > 1 è 1 ≤ α < γξ, òî ñóùåñòâóþò òàêèå η, β è

ρ, ÷òî

α = γn · β + ρ,

0 ≤ η < ξ, β < γ, ρ < γη.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü α = ωγ1 · n1 + . . .+ ωγm · nm. Òîãäà îòðåçêè

îðäèíàëîâ [1, α] è [1, ωγ1 · n1] ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, α] â âèäå

[1, α] = [1, ωγ1 · n1] ⊔ [ωγ1 · n1 + 1, ωγ1 · n1 + ξ].

Â ñèëó òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ(ωγ1 · n+ δ) = δ, δ < ωγ1 ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-

ìîðôèçìîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

[1, ωγ1 · n1] ⊔ [ωγ1 · n1 + 1, ωγ1 · n1 + ξ]

∼ [1, ωγ1 · n1] ⊔ [1, ξ] = [1, ξ] ⊔ [1, ξ · ω] ⊔ [ξ · ω + 1, ωγ1 · n1].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ : [1, ξ]⊔ [1, ξ ·ω]⊔ [ξ ·ω+1, ωγ1 ·n1] →

[1, ξ · ω] ⊔ [ξ · ω + 1, ωγ1 · n1], çàäàííîå ôîðìóëîé

ψ(τ) =

 ξ(n+ 1) + δ, ãäå τ = ξ · n+ δ , 0 ≤ δ < ξ, n = 0, 1, 2, . . . ;

τ, ãäå τ ∈ [1, ξ] èëè τ ∈ [ξ · ω + 1, ωγ1 · n1].

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó

[1, α] ∼ [1, ξ] ⊔ [1, ξ · ω] ⊔ [ξ · ω + 1, ωγ1 · n1]

∼ [1, ξ · ω] ⊔ [ξ · ω + 1, ωγ1 · n1] = [1, ωγ1 · n1].
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü γ � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë è n ∈ N. Òîãäà ïðî-

ñòðàíñòâà S × [1, ωγ] è S × [1, ωγ · n] ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû òðèâèàëüíî. Ïóñòü

n ≥ 2. Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî S × [1, ωγ] ñëåäóþùèì îáðàçîì

S × [1, ωγ] = ((−∞, 1]⊔ (1, 2]⊔ . . .⊔ (n− 2, n− 1]⊔ (n− 1,+∞))× [1, ωγ]

∼ (⊔n
i=1Si)× [1, ωγ],

ãäå Si = (−∞, 1] èëè Si = (n − 2, n − 1] èëè Si = (n − 1,+∞). Òàê êàê

Si ∼ S â ñèëó [20], òî

(⊔n
i=1Si)× [1, ωγ] ∼ (S × [1, ωγ])⊕ (S × [1, ωγ])⊕ . . .⊕ (S × [1, ωγ]).

Ïðîñòðàíñòâî S × [1, ωγ · n] çàïèøåì â âèäå

S×[1, ωγ·n] ∼ (S×[1, ωγ])⊕(S×[ωγ+1, ωγ·2])⊕. . .⊕(S×[ωγ(n−1)+1, ωγ·n])

∼ (S × [1, ωγ])⊕ (S × [1, ωγ])⊕ . . .⊕ (S × [1, ωγ]).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâà S× [1, ωγ] è S× [1, ωγ ·n] ãîìåîìîðôíû.

Ñëåäñòâèå 1.1. Ïðîñòðàíñòâà S× [1, ωγ ·m] è S× [1, ωγ ·n] ÿâëÿþòñÿ

ãîìåîìîðôíûìè, äëÿ ëþáûõ n,m ∈ N.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðîñòðàíñòâà S × [1, α] è S × [1, α · n] ÿâëÿþòñÿ ãî-

ìåîìîðôíûìè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1.

Òåîðåìà 1.4. Ïðîñòðàíñòâî S × [1, ω] íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó îò-

êðûòîìó ïîäìíîæåñòâó â ïðîñòðàíñòâå S.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.4 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ëåììà 1.1. Ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U íà ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ

S ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

U =
∞⊔
i=1

Ii,

ãäå Ii = (ai, bi) èëè Ii = (ai, bi].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ U âûáåðåì ìíîæåñòâî

Ax = {(x− ε, x+ δ] : (x− ε, x+ δ] ⊂ U ; ε > 0, δ ≥ 0}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

x− εx = inf
(x−ε,x+δ]∈Ax

(x− ε) è x+ δx = sup
(x−ε,x+δ]∈Ax

(x+ δ).

Òàê êàê U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî x− εx /∈ U , à x+ δx ìîæåò ïðèíàä-

ëåæàòü, à ìîæåò è íå ïðèíàäëåæàòü U . Ìíîæåñòâî Ux = (x− εx, x+ δx),

åñëè x+δx /∈ U è Ux = (x−εx, x+δx], åñëè x+δx ∈ U . ßñíî, ÷òî Ux ∈ U .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ̸= x
′
, òî Ux = U

′

x ëèáî Ux

∩
U

′

x = ∅. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè Ux

∩
U

′

x ̸= ∅ è Ux ̸= U
′

x, òî Ux

∪
U

′

x ñîäåðæèò òî÷êè x è x
′
, à ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî èíòåðâàëû Ux è U
′

x íàèáîëüøèå.

Î÷åâèäíî, ÷òî U =
∪
x∈I

Ux. Ñåìåéñòâî {Ux}x∈I ñîäåðæèò

òîëüêî ñ÷åòíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, òàê êàê

ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ S ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãî-

ìåîìîðôèçì φ : S × [1, ω] → S òàêîé, ÷òî φ(S × [1, ω]) = U , ãäå U

� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî íà ïðÿìîé S. Òàê êàê φ � ãîìåîìîðôèçì, òî

φ(S×{n}) � îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â U è òàê êàê U � îòêðû-

òîå ïîäìíîæåñòâî â S, òî φ(S × {n}) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòî â S äëÿ

ëþáîãî n ∈ N. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 ïðåäñòàâèì φ(S × {n}) ñëåäóþùèì
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îáðàçîì

φ(S × {n}) =
∞⊔
i=1

Ini ,

ãäå

Ini = (ani , b
n
i ) èëè Ini = (ani , b

n
i ]

äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå φ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì,

ïîëó÷àåì

φ−1((ani , b
n
i ]) =

∞⊔
j=1

Ini,j,

ãäå Ini,j = (cni,j, d
n
i,j) × {n} èëè Ini,j = (cni,j, d

n
i,j] × {n} äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

ßñíî, ÷òî ∣∣({cki,j} ∪ {bki,j}
)∞
i,j,k=1

∣∣ ≤ ℵ0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà (x0, ω) ∈ S × {ω} òàêàÿ, ÷òî

x0 /∈
(
{cki,j} ∪ {bki,j}

)∞
i,j,k=1

,

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóþò íîìåðà in, jn òàêèå, ÷òî

(x0, n) ∈ (cnin,jn, d
n
in,jn

), (1.1)

äëÿ âñåõ n ∈ N. Òàê êàê φ � ãîìåîìîðôèçì, òî lim
n→∞

φ(x0, n) = φ(x0, ω).

Ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè k > n, òî

φ(x0, n) < φ(x0, k) äëÿ ëþáûõ n < k. ßñíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

φ(x0, n) < φ(x0, ω) è φ(x0, n) < φ(x0, k) < φ(x0, ω)

äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Äëÿ íåêîòîðûõ i, j ∈ N ñóùåñòâóåò íîìåð in òàêîé,

÷òî φ(x0, n) ∈ Inin è φ(x0, k) ∈ Ikik è Inin ∩ Iki = ∅, k ̸= n. Êðîìå òîãî,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

I1i1 < I2i2 < . . . < Inin < . . . < φ(x0, ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}∞n=1, yn ∈ Inin ïîëó÷à-

åì, ÷òî
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lim
k→∞

yn = φ(x0, ω) (1.2)

Â ñèëó ðàâåíñòâà 1.1 òî÷êà (x0, n) ∈ (cnin,jn, d
n
in,jn

), òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî

εn òàêîå, ÷òî (x0 + εn, n) ∈ (cnin,jn, d
n
in,jn

), n ∈ N. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êè

(x0 + εn, n) ̸→n→∞ (x0, ω)

â ïðîñòðàíñòâå S × [1, ω], à îáðàçû ýòèõ òî÷åê φ(x0 + εn, n) ∈ Inin, n ∈ N,

è ïî (1.2)

φ(x0 + εn, n) →n→∞ φ(x0, ω).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ íåïðåðûâíîñòüþ φ−1.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïðîñòðàíñòâà S è S × [1, ω] íå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðô-

íûìè.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.4 è ñëåäñòâèå 1.3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëü-

òàò.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ïðîñòðàíñòâî S × [1, ω] íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó çà-

ìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà S.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê ãîìåîìîðôíî S

[20], à ïðè ãîìåîìîðôèçìå S × [1, ω] â S, îáðàç ïðîñòðàíñòâà S × [1, ω]

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî

S × [1, ωα · ω] íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó

ïðîñòðàíñòâà S × [1, ωα].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì òðàíñôèíèòíîé

èíäóêöèè. Ïóñòü α = 0. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.4, ïðîñòðàíñòâî S × [1, ω]

íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà

S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ β < γ ïðîñòðàíñòâî S × [1, ωβ · ω]

íå ãîìåîìîðôíî íèêàêîìó çàìêíóòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ïðîñòðàíñòâà

S× [1, ωβ]. Äîêàæåì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè âûïîëíåíî äëÿ îðäè-

íàëà γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ : S× [1, ωγ ·ω] →

S×[1, ωγ] òàêîé, ÷òî φ(S×[1, ωγ ·ω]) = F , ãäå F � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â ïðîñòðàíñòâå S × [1, ωγ]. Ðàññìîòðèì òî÷êó (x, ωγ) ∈ S × {ωγ}.

Ïóñòü φ(x, ωγ) = (y, δ). Ïîêàæåì, ÷òî δ = ωγ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî δ < ωγ.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå φ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è

ρ < δ ñóùåñòâóåò îòêðûòî-çàìêíóòàÿ îòêðåñòíîñòü (x− ε1, x]× (ξ, ωγ] ⊂

S × [1, ωγ · ω] òàêàÿ, ÷òî

φ((x− ε1, x]× (ξ, ωγ]) ⊂ (y − ε, y]× (ρ, δ]

êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â S × [1, ωγ]. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñëåäóåò,

÷òî

(x− ε1, x]× [ξ, ωγ] ∼ S × [1, ωγ].

Ïðåäñòàâèì îðäèíàë δ â ñëåäóþùåì âèäå

δ = ωβ1 · n1 + . . .+ ωβm · nm,

ãäå β1 > β2 > . . . > βm, n1, n2, . . . , nm ∈ N. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.1, [1, δ] ∼

[1, ωβ1 · n1]. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1.3 ïîëó÷àåì

φ((x− ε1, x]× (ξ, ωγ]) ⊂ (y − ε, y]× (ρ, δ]

⊂ S × [1, δ] ∼ S × [1, ωβ1 · n1] ∼ S × [1, ωβ1].

Ñëåäîâàòåëüíî, φ((x − ε1, x] × (ξ, ωγ]) ãîìåîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ êàê

çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî â S × [1, ωβ1]. Òàê êàê (x− ε1, x]× (ξ, ωγ] ∼
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S× [1, ωγ], òî ïðîñòðàíñòâî S× [1, ωγ] ãîìåîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ â S×

[1, ωβ1], ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ωγ > δ ≥ ωβ1 · n1, è çíà÷èò, ωγ ≥

ωβ1+1 = ωβ1 · ω. Ñëåäîâàòåëüíî, δ = ωγ è, çíà÷èò, φ(S × {ωγ}) ⊂ S ×

{ωγ}. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî φ(S × {ωγ · n}) ⊂ S × {ωγ} äëÿ

âñåõ n ∈ N . Òàê êàê S × {ωγ} çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â S × [1, ωγ].

lim
n→∞

(x, ωγ ·n) = (x, ωγ ·ω). Òî÷êà (x, ωγ ·ω) ∈ S×{ωγ ·ω}. Ñëåäîâàòåëüíî,

φ

( ∞⊔
n=1

(S × {ωγ · n})
⊔

(S × {ωγ · ω})

)
⊂ S × {ωγ}.

Â ñèëó òîãî, ÷òî S × {ωγ · n} ∼ S äëÿ ëþáîãî n ∈ N( ∞⊔
n=1

(S × {ωγ · n})
⊔

(S × {ωγ · ω})

)
∼ S × [1, ω]

è S × {ωγ} ∼ S, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñëåäñòâèåì 1.4.

Ñëåäñòâèå 1.5. Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà

S × [1, ωα · ω] è S × [1, ωα] íå ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè.

Ñëåäñòâèå 1.6. Ïóñòü α, β � ïðîèçâîëüíûå îðäèíàëû è α ≤ β. Ïðî-

ñòðàíñòâà S × [1, α] ∼ S × [1, β] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ≤ β <

α · ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ : S × [1, α] → S × [1, β] ãîìåîìîðôèçì è

β ≥ α. Ïðåäñòàâèì îðäèíàëû α è β â âèäå [7]

α = ωγ1 · n1 + ωγ2 · n2 . . .+ ωγm · nm,

β = ωδ1 ·m1 + ωδ2 ·m2 . . .+ ωδl ·ml.

Òàê êàê α ≤ β, òî δ1 ≥ γ1. Â ñèëó òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå φ ãîìåîìîðôèçì

è ïî ïðåäëîæåíèþ 1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî S × [1, ωγ1 · n1] ∼ S × [1, ωδ1 ·m1]. Â

ñâîþ î÷åðåäü ïî òåîðåìå 1.3 èìååì S × [1, ωγ1] ∼ S × [1, ωδ1], ãäå δ1 ≥ γ1.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 1.5 íåðàâåíñòâî ωδ1 ≥ ωγ1 ·ω íåâîçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ωδ1 < ωγ1 · ω = ωγ1+1 è δ1 ≤ γ1. Òîãäà, ω
δ1(m1 + 1) ≤

ωγ1(m1 + 1) < ωγ1 · ω. Òàêèì îáðàçîì,

α ≤ β < ωδ1 ·m1 + ωδ1 = ωδ1(m1 + 1) < ωγ1 · ω = α · ω.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê

ωγ1 · ω = (ωγ1 · n1) · ω

≤ α · ω = (ωγ1 · n1 + ωγ2 · n2 . . .+ ωγm · nm) · ω

≤ (ωγ1 · n1 + ωγ1) · ω = ωγ1(n1 + 1) · ω = ωγ1 · ω.

Äîêàæåì îáðàòíóþ èìëèêàöèþ ωγ1 · ω = α · ω. Ïóñòü α ≤ β < α · ω.

Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî ωγ1 ≤ ωδ1(m1 + 1), ïîëó÷àåì

α = ωγ1 · n1 + ωγ2 · n2 . . .+ ωγm · nm

≤ β = ωδ1 ·m1 + ωδ2 ·m2 . . .+ ωδl ·ml < α · ω = ωγ1 · ω = ωγ1+1 (1.3)

Èç ïîñëåäíîãî íåðàâåíñòâà âèäèì, ÷òî γ1 ≤ δ1 ≤ γ1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

δ1 = γ1. Òàê êàê S× [1, ωγ1] ∼ S× [1, α] è S× [1, ωδ1] ∼ S× [1, β], ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 1.1, ïðåäëîæåíèþ 1.1 è òîìó, ÷òî δ1 = γ1, èìååì S×[1, α] ∼ S×

[1, β].

Â îòëè÷èå îò ïðîñòðàíñòâ S×[1, α], ïðîñòðàíñòâà R×[1, α] ìîãóò áûòü

ãîìåîìîðôíû òîëüêî â ñëó÷àå ãîìåîìîðôíîñòè îòðåçêîâ îðäèíàëîâ.

Òåîðåìà 1.6. Ïðîñòðàíñòâà R× [1, η] è R× [1, ξ] ãîìåîìîðôíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòðåçêè îðäèíàëîâ [1, η] è [1, ξ] ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî η =

ωα · n, à ξ = ωβ · m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ :
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R× [1, ωα · n] → R× [1, ωβ ·m]. Ðàñññìîòðèì êîìïàêò F = {1} × [1, ωα ·

n] ⊂ R × [1, ωα · n] ãîìåîìîðôíûé îòðåçêó îðäèíàëîâ [1, ωα · n]. Ïóñòü

π : R× [1, ωβ ·m] → [1, ωβ ·m] � îòîáðàæåíèå ïðîåêòèðîâàíèÿ π(y, γ) =

γ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

(π ◦ φ)|F : F → [1, ωβ · m] ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Ïîñêîëüêó (π ◦

φ)|F � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòà, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé F íà îòðåçîê [1, ωβ · m]. Ðàññìîòðèì

òî÷êè (1, γ), (1, δ) ∈ F , γ ̸= δ. Åñëè (π ◦ y)(1, γ) = (π ◦ y)(1, δ) = τ , òî

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ(1, γ) = (y, τ), à φ(1, δ) = (z, τ). Â ñèëó ñâÿçíîñòè

ïðÿìîé R, φ(R × {γ}) ⊂ R × {τ} è φ(R × {δ}) ⊂ R × {τ}. Íî ýòî

íåâîçìîæíî, òàê êàê φ−1(R×{τ}) � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì,

π◦φ � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî φ(F ) = [1, ωβ ·m].

Ïóñòü τ ∈ [1, ωβ ·m]. Ïîñêîëüêó φ � ãîìåîìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà

(x, γ) ∈ R × [1, ωα · n] òàêàÿ, ÷òî φ(x, γ) = (0, τ). Â ñèëó ñâÿçíîñòè

ìíîæåñòâà φ(R × {γ}) ⊂ R × {τ} è, ñëåäîâàòåëüíî, φ(0, γ) = (y, τ) äëÿ

íåêîòîðîãî y ∈ R. Íî òîãäà (π ◦ φ)(0, γ) = τ . Òàêèì îáðàçîì, π ◦ φ

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé êîìïàêòà F íà îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, ωβ ·m].

Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà.
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Ãëàâà 2

Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

çàäàííûå íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ

Çîðãåíôðåÿ¿

Â äàííîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ¾äëèííûõ

ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ Sα è ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåí-

ôðåÿ¿ Sα, ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íàäåëÿþòñÿ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé è êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè

è îáîçíà÷àþòñÿ Cp(Sα) è Cc(Sα) ñîîòâåñòâåííî.

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [14].

Îïðåäåëèì ¾äëèííûå ïðÿìûå Çîðãåíôðåÿ¿, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ,

ïðåäëîæåííóþ Â.Â. Ôåäîð÷óêîì â [16]. Ïóñòü X = [1, α] � îòðåçîê îðäè-

íàëîâ, X
′
� ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà X è

Yγ =


(0, 1], åñëè γ ∈ X\X ′

;

{γ}, åñëè γ ∈ X
′
,

ãäå â ñëó÷àå γ ∈ X\X ′
ïîä Yγ ïîíèìàþòñÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

êîïèè ïîëóèíòåðâàëà I = (0, 1], íàäåëåííûå òîïîëîãèåé Çîðãåíôðåÿ.

24



Áóäåì íàçûâàòü ¾äëèííîé ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ¿ ìíîæåñòâî Sα =⊔
γ∈[1,α]

Yγ ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ñëåäóþùåé áàçîé îêðåñòíîñòåé: äëÿ

òî÷êè p ∈ Yγ áàçó îêðåñòíîñòåé îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

Op = Vp ∪
∪{

Yδ : δ ∈ U ∩ f−1(Vp)
}
,

ãäå Vp � îêðåñòíîñòü òî÷êè p â ïðîñòðàíñòâå Yγ, U � îêðåñòíîñòü òî÷êè

γ â ïðîñòðàíñòâå X è fγ : X\{γ} → Yγ � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ,

îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëàì:

• fγ(p) = 1 äëÿ âñåõ p ∈ X \ {γ}, åñëè γ ∈ X\X ′
;

• fγ(p) = γ äëÿ âñåõ p ∈ X \ {γ}, åñëè γ ∈ X
′
.

Òîïîëîãèþ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿, îáîçíà÷èì åå ÷åðåç τ ,

ìîæíî îïðåäåëèòü, íå îïèðàÿñü íà êîíñòðóêöèþ Â.Â. Ôåäîð÷óêà, åñëè

íà ìíîæåñòâå Sα ââåñòè ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤α

• åñëè p ∈ Yξ, q ∈ Yη è ξ < η â îòðåçêå îðäèíàëîâ [1, α], òî p ≤α q;

• åñëè p ∈ Yξ è q ∈ Yξ, òî p ≤α q îçíà÷àåò, ÷òî p ≤ q â ïðîñòðàíñòâå

Yξ.

Òîãäà áàçó îêðåñòíîñòåé òî÷êè p ∈ Sα â òîïîëîãèè τ îáðàçóþò ìíîæåñòâà

âèäà

Oq(p) = {t ∈ Sα : q <α t ≤α p}.

Âûðàæàÿñü íåôîðìàëüíî, ¾äëèííûå ïðÿìûå Çîðãåíôðåÿ¿ ïîëó÷àþò-

ñÿ èç îòðåçêîâ îðäèíàëîâ ïðè ïîìîùè ¾ïðèêëåèâàíèÿ¿ ïîëóèíòåðâàëà

I ⊂ S ê íåïðåäåëüíûì îðäèíàëàì α. Íî ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî

I ⊂ S ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó S [20], òî â ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì

òåðìèí ¾äëèííàÿ ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ¿.
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Äëÿ îðäèíàëîâ λ è µ, λ < µ ≤ α, îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî S[λ,µ] ⊂

Sα ñëåäóþùèì îáðàçîì

S[λ,µ] =
{
x ∈ Sα : x ∈

⊔
λ≤γ≤µ Yγ

}
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðäèíàëà λ ìíîæåñòâî S[λ+1,µ]

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì â ïðîñòðàíñòâå Sα.

Ïóñòü T � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è M ⊂ T . Äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî îðäèíàëà η ÷åðåç M (η) îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíîå ìíîæåñòâî ïîðÿäêà η.

Îòìåòèì (ñì., íàïðèìåð [17]), ÷òî åñëè A è B � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà T è M = A ⊔B, òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà

η ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M (η) = A(η)⊔B(η). (2.1)

Ïóñòü L � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Sα è γ ∈ [1, α]

� íåïðåäåëüíûé îðäèíàë. Òàê êàê Yγ = (0, 1] ⊂ S ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-

çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì â Sα, òî ïî ôîðìóëå (2.1) ïîëó÷àåì

L(η) = (L ∩ Yγ)(η)
⊔
(L ∩ (Sα\Yγ))(η). (2.2)

Äàëåå L � êîìïàêò. Ïîñêîëüêó ïîëóèíòåðâàë (0, 1], íàäåëåííûé òîïîëî-

ãèåé Çîðãåíôðåÿ, íå ñîäåðæèò íåñ÷åòíûõ êîìïàêòîâ [17], òî äëÿ ïåðâîãî

íåñ÷åòíîãî îðäèíàëà ω1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (L ∩ Yγ)
(ω1) = ∅ è, ñëå-

äîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà γ ∈ X\X ′

L(ω1) = (L
∩
(Sα\Yγ))(ω1) ⊂ L

∩
(Sα\Yγ) ⊂ Sα\Yγ. (2.3)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.3) ïîëó÷àåì

L(ω1) ⊂
∩

γ∈X\X ′(Sα\Yγ) = Sα\
⊔

γ∈X\X ′ Yγ =
⊔

γ∈X ′ Yγ = X
′ ⊂ [1, α].

(2.4)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ëèíåéíîé ãîìåîìîðôíîñòè ïðîñòðàíñòâ

Cp(Sα) íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü α = ωδ · n + ρ, δ ≥ ω1, ρ < ωδ è L � ïðîèçâîëüíûé

êîìïàêò â Sα. Òîãäà L
(δ) ⊂ [1, α](δ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì òðàíñôèíèòíîé

èíäóêöèè ïî δ. Ïóñòü δ = ω1. Â ýòîì ñëó÷àå α = ωω1 · n+ ρ = ω1 · n+ ρ,

òàê êàê ωω1 = ω1. Ïîêàæåì, ÷òî

L(ω1) ⊂ [1, α](ω1) = {ω1, ω1 · 2, . . . , ω1 · n}.

Äîïóñòèì ñóùåñòâóåò òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî x ∈ L(ω1), íî x /∈ [1, α](ω1) =

{ω1, ω1 ·2, . . . , ω1 ·n}. Òàê êàê ïî ôîðìóëå (2.4) L(ω1) ⊂ X
′
, òî x = ω1 ·k+λ,

ãäå k = 0, . . . , n − 1, 0 < λ < ω1 è λ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë. Ïîëüçóÿñü

ðàâåíñòâîì (2.1), ïîëó÷àåì

L(ω1) =
(
L
∩
S[ω1·k+1,ω1·k+λ]

)(ω1)⊔(L∩(Sα\S[ω1·k+1,ω1·k+λ])
)(ω1) .

Ïîñêîëüêó λ < ω1, òî ìíîæåñòâî L ∩ S[ω1·k+1,ω1·k+λ] ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì

êîìïàêòîì è, ñëåäîâàòåëüíî,

L(ω1) =
(
L
∩
(Sα\S[ω1·k+1,ω1·k+λ])

)(ω1) ⊂ Sα\S[ω1·k+1,ω1·k+λ].

Çíà÷èò, x /∈ S[ω1·k+1,ω1·k+λ], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x = ω1 · k + λ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ δ, ω1 ≤ δ < ξ, ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå L(δ) ⊂ [1, α](δ). Äîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî

äëÿ îðäèíàëà ξ. Ïóñòü α = ωξ ·n+ρ, ãäå ρ < ωξ. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò x ∈ L(ξ), íî x /∈ [1, α](ξ) = {ωξ ·1, ωξ ·2, . . . , ωξ ·n}. Òîãäà x = ωξ ·k+λ,

ãäå k = 0, . . . , n−1, 0 < λ < ωξ è λ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë. Çàìåòèì, ÷òî

ïðîñòðàíñòâà S[ωξ·k+1,ωξ·k+λ] è S[1,λ] ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, è, ñëåäî-

âàòåëüíî, êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî L∩S[ωξ·k+1,ωξ·k+λ] ãîìåîìîðôíî ïîä-

ìíîæåñòâó K ⊂ S[1,λ]. Ïðåäñòàâèì îðäèíàë λ â âèäå λ = ωµ ·m + r, ãäå
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r < ωµ è µ < ξ. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

K(µ) ⊂ [1, λ](µ) = {ωµ · 1, ωµ · 2, . . . , ωµ ·m},

ò.å. K(µ) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî (L∩S[ωξ·1+1,ωξ·k+λ])
(µ)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è, òàê êàê µ < ξ, òî (L∩S[ωξ·1+1,ωξ·k+λ])
(ξ) = ∅.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (2.1), ïîëó÷àåì

L(ξ) =
(
L ∩ S[ωξ·1+1,ωξ·k+λ]

)(ξ)⊔(
L ∩ (Sα\S[ωξ·1+1,ωξ·k+λ])

)(ξ)
=
(
L ∩ Sα\S[ωξ·1+1,ωξ·k+λ]

)(ξ) ⊂ Sα\S[ωξ·1+1,ωξ·k+λ].

Ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ S[ωξ·1+1,ωξ·k+λ], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x = ωξ ·

k + λ.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü λ � ðåãóëÿðíûé íà÷àëüíûé îðäèíàë è n,m ∈ N,

n ̸= m. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà Cp(Sλ·n) è Cp(Sλ·m) íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > m è ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

ãîìåîìîðôèçì T ïðîñòðàíñòâà Cp(Sλ·n) íà ïðîñòðàíñòâî Cp(Sλ·m). Ïî-

ñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà Cp(Sλ·n) è Cp(Sλ·m) âñþäó ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâàõ

RSλ·n è RSλ·m ñîîòâåñòâåííî, òî ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì T ìîæåò áûòü

ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî ãîìåìîðôèçìà T̃ ïðîñòðàíñòâà RSλ·n íà ïðî-

ñòðàíñòâî RSλ·m [[17], ñòð. 654]

T̃ : RSλ·n −→ RSλ·m.

Èçâåñòíî [2], ÷òî ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâàì Cp(Sλ·n) è RSλ·n ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî Lp(Sλ·n), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà

f = p1 · δt1 + p2 · δt2 + . . .+ pn · δtn,
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ãäå pk ∈ R \ {0} è δtk(x) = x(tk) äëÿ ëþáîãî x ∈ Cp(Sλ·n), k = 1, . . . , n.

Ìíîæåñòâî òî÷åê {t1, . . . , tn} ⊂ Sλ·n íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ôóíêöèîíàëà

f è îáîçíà÷àåòñÿ suppf . Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Mλ·n = Cp(Sλ·n)⊕ span{χλ1
, . . . , χλn

},

ãäå χλl
⊂ Rλ·n � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà

{λ · l}, l = 1, . . . , n.

Äîêàæåì, ÷òî

T̃ (Mλ·n) =Mλ·m = Cp(Sλ·m)⊕ span{χλ1
, . . . , χλm

}. (2.5)

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Mλ·n ìîæíî îïðåäåëèòü, äðó-

ãèì ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëîâ {fi}i∈I ⊂ Lp(Sλ·n)

ìîùíîñòè ìåíüøåé, ÷åì |λ|.

À èìåííî, ïîêàæåì, ÷òî Mλ·n = E, ãäå

E = {y ∈ Rλ·n : ∀{fi}i∈I ⊂ Lp(Sλ·n) òàêîãî, ÷òî

|I| < |λ| ,∃x ∈ Cp(Sλ·n) òàêîé, ÷òî fi(x) = fi(y) ∀i ∈ I}. (2.6)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A =
∪
i∈I

(suppfi \ {λ · 1, . . . , λ · n}) .

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî i ìíîæåñòâî suppfi ⊂ Sλ·n ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî

|A| < |λ|. Òàê êàê îðäèíàë λ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, ñóùåñòâóåò îðäèíàë

γ < λ òàêîé, ÷òî A ⊂
n−1⊔
l=0

S[λ·l+1,λ·l+γ]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

suppfi \
n−1⊔
l=0

S[λ·l+1,λ·l+γ] ⊂ {λ, λ · 2, . . . , λ · n}

29



äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ xl ∈ RSλ·n, îïðåäåëåííóþ ôîð-

ìóëîé

xl(t) =


1, åñëè t ∈ S[λ·(l−1)+γ+1,λ·l];

0, åñëè t /∈ S[λ·(l−1)+γ+1,λ·l].

Ôóíêöèÿ xl ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Äëÿ êàæäîãî i ∈ I ôóíêöèîíàë fi

èìååò âèä

fi = α1 · δt1 + α2 · δt2 + . . .+ αj · δtj + α0 · δλ·l,

ãäå α1, . . . , αj îòëè÷íû îò íóëÿ, à α0 ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Òàê êàê

suppfi ∩ S[λ·(l−1)+γ+1,λ·l] ⊂ {λ · l},

òî fi(xl) = α0 · xl(λ · l) = α0 è fi(χλ·l) = α0 · χλ·l(λ · l) = α0 äëÿ ëþáîãî

i ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, χλ·l ∈ E. Âêëþ÷åíèå Cp(Sλ·n) ⊂ E î÷åâèäíî.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Mλ·n = Cp(Sλ·n)⊕ span{χλ·1, . . . , χλ·n} ⊂ E.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò g ∈ E, íî g /∈ Cp(Sλ·n)⊕ span{χλ1
, . . . , χλn

}. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíê-

öèÿ g ðàçðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå t /∈ {λ, λ · 2, . . . , λ · n}. Çíà÷èò, ëèáî

t ∈ Yγ = (0, 1] ëèáî t = λ · l+γ, ãäå l = 0, . . . , n−1 è γ < λ � ïðåäåëüíûé

îðäèíàë. Åñëè t ∈ Yγ = (0, 1], òî ñóùåñòâóþò ε0 > 0 è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü tn → t òàêèå, ÷òî

|g(tn)− g(t)| ≥ ε0. (2.7)

Åñëè t = λ · l + γ, òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè Oξ(t) = (ξ, λ · l + γ], ãäå

ξ < λ · l + γ íàéäåòñÿ òî÷êà tξ ∈ Oξ(t) òàêàÿ, ÷òî

|g(tξ)− g(t)| ≥ ε0 (2.8)
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äëÿ íåêîòîðîãî ε0 > 0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ

{fn}∞n=1, fn = δtn − δt, åñëè t ∈ Yγ = (0, 1]

è ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ

{fξ : ξ < λ · l + γ}, fξ = δtξ − δt, åñëè t = λ · l + γ.

Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè x ∈ Cp(Sλ·n) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

|x(tn) − x(t)| < ε0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N èëè |x(tξ) − x(t)| < ε0 äëÿ

íåêîòîðîãî ξ < λ · l + γ, ò. å. |fn(x)| < ε0 èëè |fξ(x)| < ε0. Òàê êàê

|fn(g)| ≥ ε0 äëÿ âñåõ n ∈ N è |fξ(g)| ≥ ε0 äëÿ âñåõ ξ < λ · l+ γ, òî â ñèëó

íåðàâåíñòâ (2.7) è (2.8) ôóíêöèÿ g /∈ E. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2.19)

äîêàçàíî.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (2.5). Ïóñòü y ∈ Mλ·n. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå

ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ {gi}i∈I ⊂ Lp(Sλ·m), |I| < |λ|. Ïîñêîëüêó y ∈

Mλ·n, òî äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëîâ {fi}i∈I = {T̃ ∗gi}i∈I ∈ Lp(Sλ·n)

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x ∈ Cp(Sλ·n) òàêàÿ, ÷òî

(T̃ ∗gi)(x) = (T̃ ∗gi)(y)

äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ T ∗ ïîëó÷àåì,

÷òî

gi(T̃ x) = gi(T̃ y)

äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Òàê êàê T̃ x = Tx ∈ Cp(Sλ·m), òî T̃ y ∈ Mλ·m. Çíà÷èò,

T̃ (Mλ·n) ⊂ Mλ·m. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, åñëè â

äîêàçàòåëüñòâå âìåñòî îòîáðàæåíèÿ T̃ ∗ ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå

(T̃ ∗)−1 = (T̃−1)∗ : Lp(Sλ·n) −→ Lp(Sλ·m).
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Èç ðàâåíñòâà (2.5) èìååì

Mλ·m = T̃ (Mλ·n) = T̃ (Cp(Sλ·n)⊕ span{χλ1
, . . . , χλn

})

= T̃ (Cp(Sλ·n))⊕T̃ (span{χλ1
, . . . , χλn

}) ∼ Cp(Sλ·m)⊕T̃ (span{χλ1
, . . . , χλn

})

= Cp(Sλ·m)⊕ span{T̃ (χλ1
), . . . , T̃ (χλn

)}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ

Mλ·m = Cp(Sλ·m)⊕ span{χλ1
, . . . , χλm

}.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå äîïîëíåíèÿ ê ïðîñòðàí-

ñòâó Cp(Sλ·m) â ïðîñòðàíñòâåMλ·m ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû-

ìè, çàêëþ÷àåì ÷òî

span{χλ1
, . . . , χλm

} ∼ span{T̃ (χλ1
), . . . , T̃ (χλn

)}.

Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê n > m è ôóíêöèè T̃ (χλ1
), . . . , T̃ (χλn

) ëèíåéíî

íåçàâèñèìû â m�ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå span{χλ1
, . . . , χλm

}.

Ïóñòü Yγ � ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ è Y =
⊕
γ∈A

Yγ � èõ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñóììà. Òîãäà èçâåñòíî, ÷òî

Cp(
⊕
γ∈A

Yγ) ∼
∏
γ∈A

Cp(Yγ).

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ Cp(Yγ) ïî òèïó c0 íà-

çûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî{
g = {gγ}γ∈A ∈

∏
γ∈A

Cp(Yγ) : ∀ϵ > 0ìí-âî {γ : sup
t∈Yγ

|gγ(t)| ≥ ϵ} êîíå÷íî

}
â ïðîèçâåäåíèè

∏
γ∈A

Cp(Yγ). Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç (
∏
γ∈A

Cp(Yγ))c0.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈

(
∏
γ∈A

Cp(Yγ))c0 ìíîæåñòâî {γ : sup
t∈Yγ

|gγ(t)| ̸= 0} ñ÷åòíî.
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Íåòðóäíî âèäåòü òàêæå, ÷òî (
∏
γ∈A

Cp(Yγ))c0 � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â
∏
γ∈A

Cp(Yγ) è

(
∏
γ∈A

Cp(Yγ))c0 ∼

{
g ∈ Cp(

⊕
γ∈A

Yγ) : ∀ϵ > 0 {γ : sup
t∈Yγ

|g(t)| ≥ ϵ} êîíå÷íî

}
.

Åñëè Mγ ⊂ Cp(X) äëÿ ëþáîãî γ ∈ A, òî ïðîèçâåäåíèå (
∏

γ∈AMγ)c0

îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî 2.1.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Sα è Cp(Sα).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Sα è Cp(Sα) ñïðàâåäëèâû ñëåäó-

þùèå ñâîéñòâà:

1. Ëþáîé êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå Sα ïîäîáåí íåêîòîðîìó îòðåçêó

îðäèíàëîâ [1, η] è îòîáðàæåíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì;

2. Åñëè K � íåïóñòîé êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå Sα, òî ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ðåòðàêöèÿ r : Sα → K;

3. Åñëè X � äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cp(Sα), òî âñå äîïîëíå-

íèÿ ê ïðîñòðàíñòâó X ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ïåðâîå ñâîéñòâî. Ïóñòü K � êîìïàêò â Sα.

Ïîñêîëüêó Sα � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òî è K ⊂ Sα òàê-

æå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ K è ïîêàæåì, ÷òî A èìååò ìèíèìàëüíûé

ýëåìåíò. Ïîëîæèì γ0 = min{γ ∈ [1, α] : A ∩ Yγ ̸= ∅}. Åñëè γ0 �

ïðåäåëüíûé îðäèíàë èç îòðåçêà [1, α], òî Yγ0 = γ0 è γ0 � ìèíèìàëü-

íûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A. Åñëè γ0 � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî åñòü

γ0 = ξ + 1 äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ [1, α], òî Yξ+1 = (0, 1] è K ∩ Yξ+1 �

ñ÷åòíûé êîìïàêò. Åñëè ìíîæåñòâî A∩ Yξ+1 íå èìååò ìèíèìàëüíîãî ýëå-

ìåíòà, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1 > t2 > . . . > tn > . . .,

tn ∈ A ∩ Yξ+1, íå èìåþùàÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè â K, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
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êîìïàêòíîñòè K. Òàêèì îáðàçîì K � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíî-

æåñòâî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåòñòâà Sα è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò

îòîáðàæåíèå ïîäîáèÿ φ : K → [1, η], ãäå η � íåêîòîðûé îðäèíàë. Îòîá-

ðàæåíèå φ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà t0 ∈ K

è t0 íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé â K, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

t1 < t2 < . . . < tn < . . ., tn ∈ K, tn → t0. Ïîñêîëüêó φ � ïîäîáèå, òî

φ(t1) < φ(t2) < . . . < φ(tn) < . . . < φ(t0). Åñëè γ0 = supn φ(tn) < φ(t0),

òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî îòðåçîê [φ−1(γ0), t0] ñîäåðæèò

òî÷êó tn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, íî φ(tn) /∈ [γ0, φ(t0)]. Ñëåäîâàòåëüíî,

supn φ(tn) = φ(t0), òî åñòü φ(tn) → φ(t0) â ïðîñòðàíñòâå [1, η]. Ïîñêîëüêó

K � êîìïàêò è îòîáðàæåíèå φ � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, òî φ � ãîìåîìîð-

ôèçì K íà îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, η].

Äîêàæåì ñâîéñòâî 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî êîìïàêòà K ⊂ Sα

îïðåäåëèì ðåòðàêöèþ r : Sα → K ïî ôîðìóëå

r(t) =


t, åñëè t ∈ K;

min{k ∈ K : k >α t}, åñëè t /∈ K è t < k0 = max{k : k ∈ K};

k0, åñëè t /∈ K è t > k0 = max{k : k ∈ K}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå r � íåïðåðûâíî è r2 = r.

Äîêàæåì ñâîéñòâî 3.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû (I − P )|M : M → N è (I − Q)|N : N → M è

ïîêàæåì, ÷òî

((I − P ) ◦ (I −Q))|N = IN

è

((I − P ) ◦ (I −Q))|M =M.

Ïóñòü n ∈ N. Òîãäà

(I−P )|M◦(I−Q)|N(n) = (I−P )(n−Qn) = n−Qn−Pn+(P◦Q)n = n−Qn.
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Òàê êàê Pn = 0, Qn ∈ X è, çíà÷èò, P (Qn) = Qn, ïîëó÷àåì, ÷òî

((I − P ) ◦ (I −Q))(n) = n.

Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäó-

åò, ÷òî îòîáðàæåíèå (I − P )|M ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé áèåê-

öèåé ïîäïðîñòðàíñòâà M íà ïîäïðîñòðàíñòâî N è ((I − P )|M)−1 =

(I − Q)|N , òî åñòü ïðîñòðàíñòâà M è N ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ω1 ≤ α < β. Ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(Sβ) ëè-

íåéíî ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâà Cp[1, α]

è Cp[1, β] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü T � ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì

ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) íà ïðîñòðàíñòâî Cp(Sβ), ãäå α < β. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Cp[1, α] è Cp[1, β] íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåî-

ìîðôíûìè. Îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êó t = 1 ∈ Yγ ñ òî÷êîé γ, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî êîìïàêò [1, β] ⊂ Sβ. Ïîëîæèì L = supp[1, β] ⊂ Sα, ãäå

supp[1, β] =
∪

γ∈[1,β]
suppT ∗δγ. Èçâåñòíî [3], ÷òî ïîäìíîæåñòâî L ⊂ Sα ÿâ-

ëÿåòñÿ êîìïàêòîì è îáëàäàåò ñâîéñòâîì:

åñëè f
∣∣
L
= 0, òî Tf

∣∣
[1,β]

= 0. (2.9)

Ïîñêîëüêó êîìïàêò L ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì â

ïðîñòðàíñòâå Sα è, çíà÷èò, ïîäîáåí íåêîòîðîìó îòðåçêó îðäèíàëîâ [1, η].

Â ñèëó êîìïàêòíîñòè L, îòîáðàæåíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì

êîìïàêòà L è îòðåçêà îðäèíàëîâ [1, η], íàäåëåííîãî ïîðÿäêîâîé òîïîëî-

ãèåé. Ñëåäîâàòåëüíî,

Cp[1, η] ∼ Cp(L). (2.10)
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Ïîñêîëüêó êîìïàêòû â ïðîñòðàíñòâå Sα ÿâëÿþòñÿ ðåòðàêòàìè, òî ñó-

ùåñòâóåò íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ U : Cp(L) → Cp(Sα), äåé-

ñòâóþùèé ïî ôîðìóëå Ux = x ◦ r äëÿ ëþáîãî x ∈ Cp(L). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(Sβ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Cp(Sα) = C0
p(Sα, L)× Cp(L) è Cp(Sβ) = C0

p(Sβ, [1, β])× Cp[1, β],

ãäå C0
p(Sα, L) � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x ∈

Cp(Sα, L) òàêèõ, ÷òî x
∣∣
L
≡ 0. Â ñèëó ñâîéñòâà (2.9), ïðîñòðàíñòâî

T (C0
p(Sα, L)) ñîäåðæèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C

0
p(Sβ, [1, β]). Êðîìå òîãî, îòîá-

ðàæåíèå P : Cp(Sα) → C0
p(Sα, L), äåéñòâóþùåå ïî ôîðìóëå Px =

x − U(x|L) = x − x|L ◦ r ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîåêòîðîì. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðîñòðàíñòâî C0
p(Sα, L) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì â ïðîñòðàíñòâå

Cp(Sα), à, çíà÷èò, è ïðîñòðàíñòâî T (C0
p(Sα, L)) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì

â ïðîñòðàíñòâå C0
p(Sβ, [1, β]). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî Z ⊂ C0
p(Sβ, [1, β]) òàêîå, ÷òî

C0
p(Sβ, [1, β]) ∼ T (C0

p(Sα, L))× Z.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

Cp(Sβ) ∼ C0
p(Sβ, [1, β])× Cp[1, β] ∼ T (C0

p(Sα, L))× Z × Cp[1, β]. (2.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Cp(Sβ) = T (Cp(Sα)) ∼ T (C0
p(Sα, L))× T (Cp(L)). (2.12)

Ïîñêîëüêó âñå äîïîëíåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâó T (C0
p(Sα, L)) â Cp(Sβ) ëèíåéíî

ãîìåìîðôíû, èç ôîðìóë (2.10), (2.11) è (2.12) ïîëó÷àåì

Cp[1, η] ∼ Cp(L) ∼ T (Cp(L)) ∼ Z × Cp[1, β]. (2.13)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Cp[1, β] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî äîïîëíÿ-

åìîìó ïîäïðîñòðàíñòâó â Cp[1, η].
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Äîêàæåì, ÷òî åñëè L ⊂ Sα è L ãîìåîìîðôíî [1, η], òî Cp[1, η] äîïîë-

íÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â Cp[1, α]. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî [7] îðäèíàëû α

è η ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

α = ωδ · n+ ρ, ãäå ρ < ωδ è η = ωξ · k + r, ãäå r < ωξ.

Ïî ëåììå 1

L(δ) ⊂ [1, α](δ) = {ωδ, ωδ · 2, . . . , ωδ · n}, (2.14)

ò.å. L(δ) � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç n òî÷åê,

âîçìîæíî ïóñòîå. Ïîñêîëüêó η = ωξ ·k+r, òî [1, η](ξ) = {ωξ, ωξ ·2, . . . , ωξ ·

k}. Îòñþäà, åñëè [1, η](δ) = ∅, òî ξ < δ è, ñëåäîâàòåëüíî, η < α è, çíà÷èò,

Cp[1, η] äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî Cp[1, α].

Åñëè æå [1, η](δ) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

δ = ξ. Ïîñêîëüêó [1, η](δ) = [1, η](ξ) ñîñòîèò èç k òî÷åê è L(δ) ∼ [1, η](δ), òî

èç ðàâåíñòâà (2.14) ïîëó÷àåì, ÷òî k ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî

Cp[1, ω
ξ ·k] äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî Cp[1, α]. Ïîñêîëüêó

Cp[1, ω
ξ ·k] ∼ Cp[1, η], òî ïîëó÷àåì, ÷òî Cp[1, η] äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ

â Cp[1, α].

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.13), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàí-

ñòâî Cp[1, β] äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî Cp[1, α]. Ïîñêîëü-

êó α < β, ïðîñòðàíñòâî Cp[1, α] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî äîïîëíÿåìîìó

ïîäïðîñòðàíñòâó â Cp[1, β].

Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ Cp[1, α] è Cp[1, β] ãîìåîìîðôìíî

ïîäïðîñòðàíñòâó äðóãîãî, òî

|[1, α]| = w(Cp[1, α]) = w(Cp[1, β]) = |[1, β]|. (2.15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ � íà÷àëüíûé îðäèíàë, äëÿ êîòîðîãî |λ| = |α|.

Òîãäà, λ ≤ α < β < λ+, ãäå λ+ � íàèìåíüøèé íà÷àëüíûé îðäèíàë,

ïðåâîñõîäÿùèé λ. Äàëåå ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.
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1. λ � ñèíãóëÿðíûé îðäèíàë. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê äîêàçàíî â ðàáîòå [5],

ïðîñòðàíñòâà Cp[1, β] è Cp[1, α] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû ñâîèì êâàäðàòàì.

Îòñþäà ñëåäóåò

Cp[1, α] ∼ Cp[1, β] × N ∼ Cp[1, β] × Cp[1, β] × N ∼ Cp[1, β] × Cp[1, α]

è

Cp[1, β] ∼ Cp[1, α]×M ∼ Cp[1, α]×Cp[1, α]×M ∼ Cp[1, β]×Cp[1, α].

Ïðèìåíÿÿ ñõåìó ðàçëîæåíèÿ Ïåë÷èíñêîãî [10], ïîëó÷àåì, ÷òî ïðî-

ñòðàíñòâà Cp[1, β] è Cp[1, α] ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.

2. λ � ðåãóëÿðíûé îðäèíàë è β ≥ λ · ω. Òîãäà èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû

[5] ñëåäóåò, ÷òî

Cp[1, β] ∼ Cp[1, β · ω] ∼ (
∏
ℵ0

Cp[1, β])c0.

Ïîñêîëüêó Cp[1, β · ω] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî ñâîåìó ñ÷åòíîìó c0�

ïðîèçâåäåíèþ (
∏
ℵ0

Cp[1, β])c0, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì c0(Cp[1, β]), ñëåäî-

âàòåëüíî, èçîìîðôíî ñâîåìó êâàäðàòó.

Cp[1, β] ∼ c0(Cp[1, β]) ∼ (Cp[1, α] × M) ∼ c0(Cp[1, α]) × c0(M).

Çíà÷èò,

Cp[1, β] ∼ c0(Cp[1, β]) ∼ (Cp[1, α]×M)

∼ Cp[1, α]× c0(Cp[1, α])× c0(M) ∼ Cp[1, β]× Cp[1, α]

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Cp[1, α] ∼ Cp[1, β] × N ∼ Cp[1, β] × Cp[1, β] × N ∼ Cp[1, β] × Cp[1, α]

Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Cp[1, β] è Cp[1, α] ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåî-

ìîðôíûìè.

38



3. λ � ðåãóëÿðíûé îðäèíàë è β < λ · ω, ò.å. β = λ · k + ρ, ρ < λ.

Ïîñêîëüêó λ ≤ α < β, òî α = λ ·m + r, ãäå m < k èëè m = k è r < ρ.

Òàê êàê

Cp(Sα) = Cp(Sλ·m+r) ∼ Cp(Sλ·m) è Cp(Sβ) = Cp(Sλ·k+ρ) ∼ Cp(Sλ·k)

è ïî óñëîâèþ òåîðåìû Cp(Sα) ∼ Cp(Sβ), òî ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî

k = m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâà Cp[1, β] è Cp[1, α] ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíûìè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà Cp[1, α] è Cp[1, β] ÿâëÿþòñÿ ëè-

íåéíî ãîìåîìîðôíûìè. Ðàíåå äîêàçàíî, ÷òî

Cp(Sα) ∼ Cp[1, α]× C0
p(Sα, [1, α]) ∼ Cp[1, α]×

( ∏
0≤γ<α

C0
p(Yγ+1)

)
c0

,

ãäå

C0
p(Yγ+1) = {x ∈ Cp(Yγ+1) : x(1) = 0}.

Àíàëîãè÷íî

Cp(Sβ) ∼ Cp[1, β]×

 ∏
0≤δ<β

C0
p(Yδ+1)


c0

.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ïðîñòðàíñòâà Cp[1, α] è Cp[1, β] ëèíåéíî ãîìåîìîðô-

íû è â ñèëó (2.15)( ∏
0≤γ<α

C0
p(Yγ+1)

)
c0

=

 ∏
0≤δ<β

C0
p(Yδ+1)


c0

,

òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(Sβ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãî-

ìåîìîðôíûìè.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü α è β ñ÷åòíûå èëè êîíå÷íûå îðäèíàëû. Òîãäà ïðî-

ñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(Sβ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � ñ÷åòíûé îðäèíàë. Ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî

Cp(Sα) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cp(Sα) ∼ Cp[1, α] ×

{ ∏
0≤γ<α

C0
p(Yγ+1)

}
c0

= Cp[1, α] × c0(C
0
p(0, 1]),

ãäå C0
p(0, 1] = {x ∈ Cp(0, 1] : x(1) = 0} è c0(C

0
p(0, 1]) = (C0

p(0, 1] ×

C0
p(0, 1]× . . .× C0

p(0, 1]× . . .)c0.

Ïðîñòðàíñòâî c0(C
0
p(0, 1]) äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî

Cp(Sα). Äëÿ ëþáîãî ñ÷åòíîãî îðäèíàëà α îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, α] ãî-

ìåîìîðôåí íåêîòîðîìó êîìïàêòó Kα íà îòðåçêå (0, 1] ñ òîïîëîãèåé Çîð-

ãåíôðåÿ è ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ r : [1, α] → Kα. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî Cp[1, α] äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî Cp(0, 1],

òî åñòü

Cp(0, 1] ∼ Cp[1, α]× C0
p((0, 1], Kα), (2.16)

ãäå C0
p((0, 1], Kα) = {x ∈ Cp(0, 1] : x|Kα

= 0}.

Çíà÷èò,

c0(C
0
p(0, 1]) ∼ c0(Cp[1, α]×C0

p((0, 1], Kα)) = c0(Cp[1, α])×c0(C0
p((0, 1], Kα))

∼ Cp[1, α]× c0(Cp[1, α])× c0(C
0
p((0, 1], Kα)) ∼ Cp[1, α]× c0(Cp(0, 1])

∼ Cp[1, α]× c0(Cp(0, 1])× c0(Cp(0, 1]) ∼ Cp(Sα)× c0(Cp(0, 1].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Cp(Sα) ∼ Cp[1, α]× c0(Cp(0, 1]) ∼ Cp[1, α]× c0(Cp(0, 1])× c0(Cp(0, 1])

∼ Cp(Sα)× c0(Cp(0, 1])

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è c0(C
0
p(0, 1]) ëèíåéíî ãîìåîìîðô-

íû.
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Àíàëîãè÷íî, Cp(Sβ) ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî c0(C
0
p(0, 1]). Ñëåäîâàòåëü-

íî, Cp(Sα) ∼ Cp(Sβ) ∼ Cp(Sω).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Sω ãîìåîìîðôíî ïîëóèíòåðâàëó

(0, 1] ñ òîïîëîãèåé Çîðãåíôðåÿ è â ñèëó [20] ïîëó÷àåì, ÷òî Sα ãîìåî-

ìîðôíî S. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñ÷åòíîãî îðäèíàëà α

ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα), Cp(Sω) è Cp(S) ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Åñëè α � êîíå÷íûé îðäèíàë, òî ïðîñòðàíñòâà Sα è (0, 1] ãîìåîìîðôíû

è â ñèëó [20] ïîëó÷àåì, ÷òî Sα ãîìåîìîðôíî S. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(S) ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ω1 ≤ α < β. Ïðîñòðàíñòâà Sα è Sβ ãîìåîìîðôíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìåîìîðôíû îòðåçêè îðäèíàëîâ [1, α] è

[1, β].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îòðåçêè îðäèíàëîâ [1, α] è [1, β] ãîìåîìîðôíû,

òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Sα è Sβ ãîìåîìîðôíû.

Ïóñòü Sα è Sβ ãîìåîìîðôíû è φ : Sα → Sβ � ãîìåîìîðôèçì. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îòðåçêè îðäèíàëîâ [1, α] è [1, β] íå ãîìåîìîðôíû. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α = ωδ · n, β = ωγ ·m, γ ≥ δ. Åñëè

γ > δ, òî ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà γ, [1, β](γ) = {ωγ, . . . , ωγ ·m} â (φ[1, β])(γ)

êîíå÷íà è íå ïóñòà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî ëåììå 2.1 (φ[1, β])(γ) ⊂

[1, α](γ) = [1, ωδ ·n](γ) = ∅. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè

δ = γ è m > n, òî

(φ[1, β])(γ) ⊂ [1, α](γ) = [1, α](δ) = {ωδ, . . . , ω·n},

íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê (φ[1, β])(γ) = φ[1, β](γ) � ýòî ìíîæåñòâî, ñî-

ñòîÿùåå èç m òî÷åê.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà

¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ Sα ñ òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìî-

ñòè. Áàçà îêðåñòíîñòåé íóëÿ â ïðîñòðàíñòâå Cc(Sα) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

U(0, K, ε) = {x ∈ C(Sα) : |x(t)| < ε, ∀t ∈ K}.

Êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ Cc(Sα)

ñîâïàäàåò ñ êëàññèôèêàöèåé íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ C[1, α] ñ íîð-

ìîé ∥y∥ = maxt∈[1,α] |y(t)|. Çàìåòèì, ÷òî åñëè K � êîìïàêò, òî âìåñòî

îáîçíà÷åíèÿ Cc(K) èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå C(K).

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ω1 ≤ α < β. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà Cc(Sα) è

Cc(Sβ) ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàí-

ñòâà C[1, α] è C[1, β] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà C[1, α] è C[1, β] ëè-

íåéíî ãîìåîìîðôíû. Òîãäà,

Cc(Sα) ∼ C[1, α]× C0
c (Sα, [1, α]) ∼ C[1, α]× (

∏
0≤γ<α

Cc(Yγ))c0

è

Cc(Sβ) ∼ C[1, β]× C0
c (Sα, [1, β]) ∼ C[1, β]× (

∏
0≤γ<β

Cc(Yγ))c0.

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâà C[1, α] è C[1, β] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû, òî |α| = |β|

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(
∏

0≤γ<β

Cc(Yγ))c0 = (
∏

0≤γ<α

Cc(Yγ))c0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâà Cc(Sα) è Cc(Sβ) ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ : Cc(Sα) → Cc(Sβ). Â ïðî-

ñòðàíñòâå Cc(Sβ) äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

U = U(0, [1, β], ε) = {x ∈ Cc(Sβ) : |x(t)| < ε, ∀t ∈ [1, β]}
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ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V = V (0, L, δ) ⊂ Cc(Sα) òàêàÿ, ÷òî φ(V ) ⊂ U .

Íåòðóäíî âèäåòü,÷òî åñëè x ∈ Cc(Sα) è x|L ≡ 0, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N

n · x ∈ V . Ñëåäîâàòåëüíî, φ(n · x) ∈ U äëÿ ëþáîãî n ∈ N è, çíà÷èò,

φx|[1,β] ≡ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

φ(C0
c (Sα, L)) ⊂ C0

c (Sβ, [1, β]) (2.17)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì è, çíà÷èò, ñóùå-

ñòâóåò îòïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ T : C(L) → Cc(Sα), ïðîñòðàíñòâî Cc(Sα)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

Cc(Sα) ∼ C(L)× C0
c (Sα, L). (2.18)

Èç 2.17 è 2.18 ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî φ(C0
c (Sα, L)) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿ-

åìûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â C0
c (Sβ, [1, β]), òî åñòü

C0
c (Sβ, [1, β]) ∼ φ(C0

c (Sα, L))× Z

è

Cc(Sβ) ∼ C[1, β]× C0
c (Sβ, [1, β]) ∼ C[1, β]× φ(C0

c (Sα, L))× Z

Òî åñòü C[1, β] × Z � äîïîëíåíèå ê φ(C0
c (Sα, L)) è, ñëåäîâàòåëüíî,

φ−1(C[1, β]×Z) äîïîëíåíèå ê C0
c (Sα, L). Òàê êàê âñå äîïîëíåíèÿ ê ïðî-

ñòðàíñòâó C0
c (Sα, L) ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû, òî C(L) ∼ φ−1(C[1, β]×Z).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàñòâî φ−1(C[1, β]) äîïîëíÿåìî â ïðîñòðàí-

ñòâå C(L). Ïîñêîëüêó êîìïàêò L ãîìåîìîðôåí îòðåçêó îðäèíàëîâ [1, η] è

ïðîñòðàíñòâî C[1, η] äîïîëíÿåìî â ïðîñòðàíñòâå C[1, α]. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðîñòðàíñòâî C(L) äîïîëíÿåìî â ïðîñòðàíñòâå C[1, α]. Òàêèì îáðàçîì

ïðîñòðàíñòâî C[1, β] äîïîëíÿåìî âêëàäûâàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâî C[1, α],

α < β. Íî ýòî â ñèëó [6] âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå åñëè ïðîñòðàíñòâà

C[1, α] è C[1, β] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.
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Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü α < ω1 ≤ β. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(Sβ)

íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ãîìåîìîð-

ôèçì T : Cp(Sβ) → Cp(Sα).

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà Cp(Sβ) è Cp(Sα) âñþäó ïëîòíû â ïðîñòðàí-

ñòâàõ RSβ è RSα cîîòâåñòâåííî, òî ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì T ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåí äî ëèíåéíîãî ãîìåìîðôèçìà T̃ ïðîñòðàíñòâà RSβ íà

ïðîñòðàíñòâî RSα [[17], ñòð. 654]

T̃ : RSβ −→ RSα.

Ïóñòü

Mα = {y ∈ Rβ : ∀{fi}∞i=1 ⊂ Lp(Sβ)

∃x ∈ Cp(Sβ) òàêîé, ÷òî fi(x) = fi(y) ∀i ∈ N}. (2.19)

Ïîñêîëüêó Sα � ïðîñòðàíñòâî ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè, òî Mα =

Cp(Sα), à Mβ % Cp(Sβ). Òàê êàê ïðè ëèíåéíîì ãîìåîìîðôèçìå ïðî-

ñòðàíñòâî T̃ (Mβ) ïåðåõîäèò íà ïðîñòðàíñòâî Mα = Cp(Sα), òî ïîëó÷à-

åì ïðîòèâîðå÷èå ñ èíüåêòèâíîñòüþ îïåðàòîðà T̃ , òàê êàê T̃ (Cp[1, β]) =

T (Cp[1, β]) = Cp(Sα).

Èç òåîðåì 2.2, 2.3, 2.6 ïîëó÷àåì òåîðåìó î ëèíåéíîé ãîìåîìîðôíîé

êëàññèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ Cp(Sα).

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå îðäèíàëû. Òîãäà

1. åñëè α < β < ω1, òî ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) ∼ Cp(Sβ) ∼ Cp(S);

2. åñëè α < ω1 ≤ β, òî ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(Sβ) íå ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè;
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3. åñëè ω1 ≤ α < β. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà Cp(Sα) è Cp(Sβ) ëèíåé-

íî ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîñòðàíñòâà Cp[1, α] è

Cp[1, β] ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.
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Ãëàâà 3

Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,

çàäàííûå íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿

Â äàííîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ ÷àñòè÷íàÿ ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàñ-

ñèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ

ïðÿìûõ¿ Lα, ãäå α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé íàäåëÿþòñÿ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè è îáîçíà÷àþòñÿ

Cp(Lα).

Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [15].

Îïðåäåëèì ¾äëèííûå ïðÿìûå¿.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë. Ðàññìîòðèì ëè-

íåéíîå óïîðÿäî÷åíèå ≤ íà ìíîæåñòâå Lα = [1, α) × [0, 1) ∪ {(α, 0)},

îïðåäåëåííîå òàê: (µ1, t1) ≤ (µ2, t2), åñëè µ1 < µ2 èëè µ1 = µ2 è t1 < t2,

ëèáî µ1 = µ2 è t1 = t2. Áóäåì íàçûâàòü ¾äëèííîé ïðÿìîé¿ ìíîæåñòâî

Lα ñ òîïîëîãèåé, ïîðîæäåííîé ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åíèåì ≤.

Çàïèñü (µ1, t1) < (µ2, t2) îçíà÷àåò, ÷òî (µ1, t1) ≤ (µ2, t2), íî (µ1, t1) ̸=

(µ2, t2).

Çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Lα ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà u = (ξ, t) ⊂ Lα êîíôè-
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íàëüíà îðäèíàëó η, åñëè â èíòåðâàëå ((1, 0), (ξ, t)) ñóùåñòâóåò êîíôè-

íàëüíîå ïîäìíîæåñòâî, ïîäîáíîå îòðåçêó îðäèíàëîâ [0, η).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè t ̸= 0 èëè ξ � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî òî÷êà u

êîíôèíàëüíà ω.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì, åñëè α � íàè-

ìåíüøèé ñðåäè âñåõ îðäèíàëîâ λ òàêèõ, ÷òî |λ| = |α|.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íà÷àëüíûé îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè

íå ñóùåñòâóåò λ < α, êîíôèíàëüíîãî α.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé íà÷àëüíûé íåñ÷åòíûé îðäèíàë è

α, β � íà÷àëüíûå îðäèíàëû, òàêèå, ÷òî α < β ≤ τ . Òîãäà ïðîñòðàíñòâà

Cp(Lτ ·α) è Cp(Lτ ·β) íå ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå âñïî-

ìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü τ � ðåãóëÿðíûé íà÷àëüíûé íåñ÷åòíûé îð-

äèíàë, α ≤ τ . Òî÷êà u ∈ Lτ ·α êîíôèíàëüíà îðäèíàëó τ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà u èìååò ñëåäóþùèé âèä: u = (τ · (γ + 1), 0), 0 ≤ γ < α,

åñëè α < τ è u = (τ · τ, 0) èëè u = (τ(γ + 1), 0), 0 ≤ γ < α, åñëè α = τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè 0 < t < 1, òî òî÷êà (ξ, t) êîíôèíàëüíà ω ïðè

ëþáîì ξ, òàê êàê limn→∞(ξ, t− 1
n) = (ξ, t). Åñëè t = 0, à ξ � íåïðåäåëüíûé

îðäèíàë, òî limn→∞(ξ − 1, 1 − 1
n) = (ξ, 0), çíà÷èò, òî÷êà (ξ, 0) òàêæå

êîíôèíàëüíà ω. Ðàññìîòðèì òåïåðü òî÷êè âèäà (ξ, 0), ãäå ξ � ïðåäåëüíûé

îðäèíàë.

Ñîãëàñíî [7], îðäèíàë ξ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ξ = τ · η + ρ, ãäå

0 ≤ ρ < τ , 0 ≤ η < α èëè ξ = τ ·α. Åñëè ρ > 0, òî îðäèíàë ξ êîíôèíàëåí
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îðäèíàëó ρ < τ è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà u êîíôèíàëüíà îðäèíàëó ρ. Åñëè

ρ = 0 è ξ = τ · η, ãäå η � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî ξ êîíôèíàëåí η, ãäå

η ≤ α < τ . Åñëè η � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî åñòü η = γ + 1, òî òî÷êà

u = (τ · γ + τ, 0) êîíôèíàëüíà τ . Èòàê ìíîæåñòâî òî÷åê, êîíôèíàëüíûõ

τ , ýòî â òî÷íîñòè âñå òî÷êè âèäà (τ · (γ + 1), 0), 0 ≤ γ < α.

Ïóñòü òåïåðü α = τ . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè òî÷êà u <

(τ · τ, 0) è êîíôèíàëüíà τ , òî u = (τ · (γ + 1), 0). Íî â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà

u = (τ · τ, 0) òàêæå êîíôèíàëüíà τ .

Ïîëîæèì Γα = {(τ · (γ + 1), 0), γ ∈ [0, α)}, åñëè α < τ , Γτ = {(τ ·

(γ + 1), 0), γ ∈ [0, τ)} ∪ {(τ · τ, 0)}. Ïðîñòðàíñòâî c0(Γα) îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì

c0(Γα) = {x ∈ RΓα : {t ∈ Γα òàêèõ, ÷òî |x(t)| ≥ ε}êîíå÷íî∀ε > 0}

Â ïðîñòðàíñòâå RLτ ·α ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Mα =

{
y ∈ RLτ ·α : ∀{fi}i∈I ∈ Lp(Lτ ·α) òàêîãî, ÷òî |I| < |τ |

∃x ∈ Cp(Lτ ·α) òàêîé, ÷òî fi(x) = fi(y)∀i ∈ I
}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà Lτ ·α ïðèíàäëåæàò Mα.

Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâó Mα ïðèíàäëåæàò òå ðàçðûâíûå ôóíêöèè y,

äëÿ êîòîðûõ ëþáîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëîâ ìîùíîñòè ìåíüøåé |τ |,

íåäîñòàòî÷íî äëÿ ðàçäåëåíèÿ ôóíêöèè y è òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Cp(Lτ ·α).

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ y ∈ RLτ ·α. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:

(1) y ∈Mα;
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(2) ôóíêöèÿ y íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ u /∈ Γα è íåïðåðûâíà ñïðàâà

â òî÷êå u ∈ Γα

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Ïóñòü y ∈Mα. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå

(2) íå âûïîëíåíî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. Ïóñòü y ðàçðûâíà â òî÷êå u0 /∈ Γα è u0 = (ξ, 0). Òàê êàê u0 /∈ Γα, òî

ëèáî ξ = τ ·γ0, γ0 ≤ α è γ0 � ïðåäåëüíûé îðäèíàë (åñëè α = τ , òî γ0 < α),

ëèáî ξ = τ · η0 + γ0, ãäå η0 < α è 0 < γ0 < τ . Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò

ε0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Vγ,n(u0) = ((τ · γ, 0), (τ · γ0, 1n)),

γ < γ0, n ∈ N (ëèáî Vγ,n(u0) = ((τ · η0 + γ, 0), (τ · η0 + γ0,
1
n)), 1 ≤ γ < γ0,

n ∈ N â ñëó÷àå ξ = τ · η0 + γ0) íàéäåòñÿ òî÷êà uγ,n ∈ Vγ,n(u0) òàêàÿ, ÷òî

|y(uγ,n)− y(u0)| ≥ ε.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ âèäà fγ,n = δuγ,n
− δu0

, γ < γ0,

n ∈ N. Òàê êàê τ � íà÷àëüíûé îðäèíàë è γ0 < τ , òî |{fγ,n, γ < γ0, n ∈

N}| < τ è |fγ,n(y)| ≥ ε0 äëÿ âñåõ γ < γ0 è n ∈ N. Åñëè æå x � íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò γ < γ0 è n ∈ N òàêèå, ÷òî |fγ,n(x)| < ε0.

Ñëåäîâàòåëüíî, y /∈Mα âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ.

2. Ôóíêöèÿ y ðàçðûâíà â òî÷êå u0 /∈ Γα è u0 = (ξ0, t0), ãäå 0 < t0 < 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 0 < tn < 1 òàêàÿ,

÷òî limn→∞ tn = t0, à

lim
n→∞

y(ξ0, tn) ̸= y(u0). (3.1)

Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ {fn}∞n=1 = {δ(ξ0,tn) −

δu0
, n ∈ N}. Â ñèëó (3.1) limn→∞ fn(y) ̸= 0. Òîãäà êàê äëÿ íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèè x âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå limn→∞ x(ξ0, tn) = x(u0), òî åñòü

fn(x) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ y ∈Mα.

3. Ôóíêöèÿ y ðàçðûâíà ñïðàâà â òî÷êå u0 ∈ Γα, òî åñòü u0 = (τ · (γ0 +

1), 0). Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê tn > 0 òàêàÿ,
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÷òî limn→∞ tn = 0, à limn→∞ y(τ ·(γ0+1), tn) ̸= y(u0). Êàê è â ïðåäûäóùåì

ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ {fn}∞n=1 =

{δ(τ ·(γ0+1),tn) − δu0
, n ∈ N}.

(2) ⇒ (1) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ {fi}i∈I ∈ Lp(Lτ ·α)

äëÿ êîòîðîãî |I| < |τ |. Òàê êàê |suppfi| < ℵ0 äëÿ ëþáîãî i ∈ I, òî

|
∪
i∈I

suppfi| < |τ |.

Ïîñêîëüêó îðäèíàë τ íåêîíôèíàëåí íèêàêîìó îðäèíàëó, ìåíüøåìó

÷åì τ , òî äëÿ êàæäîãî γ < α ñóùåñòâóåò îðäèíàë δγ, τ ·γ < δγ < τ ·(γ+1)

òàêîé, ÷òî

((δγ, 0), (τ · (γ + 1), 0)) ∪ (∪i∈Isuppfi) = ∅. (3.2)

Ðàññìîòðèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî G ⊂ Lτ ·α,

G =
∪
γ<α

((δγ, 0), (τ · (γ + 1), 0)).

Òîãäà íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Lτ ·α \ G ôóíêöèÿ y|Lτ ·α\G íåïðåðûâ-

íà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Òèòöå-Óðûñîíà ôóíêöèþ ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x ∈ Cp(Lτ ·α) òàêàÿ, ÷òî x(u) = y(u) äëÿ âñåõ

u ∈ Lτ ·α \G.

Òîãäà â ñèëó (3.2) fi(x) = fi(y) äëÿ ëþáîãî i ∈ I, òî åñòü y ∈Mα.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé x ∈Mα

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü x ∈Mα. Òîãäà

1. åñëè u0 = (τ · (γ + 1), 0) ∈ Γα, òî ñóùåñòóåò îðäèíàë η, 0 < η < τ

òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ x ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå ((τ · γ + η, 0), (τ · (γ +

1), 0)) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò limu→u0−0 x(u) = x(u0 − 0);
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2. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê u0 ∈ Γα

òàêèõ, ÷òî

|x(u0)− lim
u→u0−0

x(u)| ≥ ε

è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ x ìîæåò áûòü ðàçðûâíà íå áîëåå ÷åì â

ñ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (1) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òî÷êà (τ · (γ +

1), 0) = (τ · γ + τ, 0) íå êîíôèíàëüíà ω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê {un}∞n=1 ⊂ Γα òàêèõ, ÷òî

|x(un)− lim
u→un−0

x(un)| ≥ ε. (3.3)

Ïóñòü un = (τ ·(γn+1), 0), γn < α, n ∈ N. Òàê êàê îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, α]

êîìïàêòåí, òî ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ {γn}∞n=1 ⊂ [1, α] èìååò ïðåäåëüíóþ

òî÷êó γ0, êîòîðàÿ êîíôèíàëüíà ω. Íî òîãäà òî÷êà (τ · γ0, 0) /∈ Γα, íî

ôóíêöèÿ x áóäåò â ýòîé òî÷êå ðàçðûâíà â ñèëó íåðàâåíñòâà (3.3). Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ (3.2) ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ x ∈Mα.

Äàëåå, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1 ìû ïîñòðîèì ïîäïðîñòðàíñòâî

Eα ⊂ Mα òàêîå, ÷òî Eα ∩ Cp(Lτ ·α) = {0} è Eα ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî

c0(Γα). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèè lγ ∈ RLτ ·α

lγ(u) =


1− 2t, åñëè u = (τ · (γ + 1), t) è 0 ≤ t ≤ 1;

0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ lγ íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ u ∈ Lτ ·α, êðîìå

òî÷êè uγ = (τ · (γ + 1), 0) è

1 = lγ(uγ) = lim
u→uγ+0

lγ(u) ̸= lim
u→uγ−0

lγ(u) = 0,
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Â ñèäó ïðåäëîæåíèÿ (3.2) ôóíêöèè lγ ∈Mα äëÿ ëþáîãî γ < α. (Â ñëó÷àå

α = τ , lτ = χ(τ ·τ,0).)

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ = {λi}∞i=1 ∈ c0

è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {lγ}∞i=1 ⊂ Mα ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ

z =
∞∑
i=1

λi · lγi. (3.4)

Òàê êàê ôóíêöèè

zN =
N∑
i=1

λi · lγi ∈Mα

ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè z, òî ôóíêöèÿ z íåïðåðûâíà âî âñåõ

òî÷êàõ u ∈ Lτ ·α, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê uγi = (τ · (γi + 1), 0), à â òî÷êàõ

uγi ôóíêöèÿ z íåïðåðûâíà ñïðàâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäëîæåíèþ (3.2)

z ∈Mα. Ïîñêîëüêó òî÷êè uγn íåêîíôèíàëüíû ω, òî

lim
u→uγn−0

(
∞∑
i=1

λi · lγi(u)) = lim
u→uγn−0

λn · lγn(u) = 0 (3.5)

Ïîëîæèì

Eα =

{ ∞∑
i=1

λi · lγi : λ = {λi}∞i=1 ∈ c0, {γi}∞i=1 ⊂ [1, α)

}
.

(Â ñëó÷àå α = τ , {γi}∞i=1 ⊂ [1, τ ].) Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Eα ⊂ Mα � ëè-

íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, Eα∩Cp(Lτ ·α) = {0} è îòîáðàæåíèå Φ : c0(Γα) →

Eα, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

Φ(
∞∑
i=1

λi · χuγi
) =

∞∑
i=1

λi · lγi (3.6)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà c0(Γα) íà Eα.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Mα = Cp(Lτ ·α)⊕ Eα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå Cp(Lτ ·α) ⊕ Eα ⊂ Mα î÷åâèäíî, òàê êàê

îáà ïðîñòðàíñòâà âõîäÿò â Mα.
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Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ x ∈ Mα. Ïî ïðåäëîæåíèþ (3.3) ñóùåñòâóåò

ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê uγi, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ x íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé, ïðè÷åì uγi ∈ Γα äëÿ ëþáîãî i ∈ N è â ýòèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ x

íåïðåðûâíà ñïðàâà. Ïîëîæèì ω(x, uγi) = x(uγi) − limu→uγi
−0 x(u). Òîãäà

ïî ïðåäëîæåíèþ (3.3) limi→∞ ω(x, uγi) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

z =
∑∞

i=1 ω(x, uγi) · lγi ∈Mα. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y = x−
∞∑
i=1

ω(x, uγi) · lγi = x− z

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.5)

lim
u→uγn−0

y(u) = lim
u→uγn−0

x(u),

à

y(uγn) = x(uγn)− ω(x, uγn)lγn(uγn)

= x(uγn)− (x(uγn)− lim
u→uγn−0

x(u)) = lim
u→uγn−0

x(u),

òî åñòü ôóíêöèÿ y íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êàõ uγn. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ

y ∈ Mα è íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êàõ uγn, n ∈ N, ïîëó÷àåì, ÷òî y ∈

Cp(Lτ ·α). Èòàê, x = y + z, ãäå y ∈ Cp(Lτ ·α), à z ∈ Eα. Åäèíñòâåííîñòü

òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Cp(Lτ ·α) ∩ Eα = {0}.

Äàëåå ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì T ïðîñòðàí-

ñòâà Cp(Lτ ·β) íà ïðîñòðàíñòâî Cp(Lτ ·α), β > α. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà

Cp(Lτ ·β) è Cp(Lτ ·α) âñþäó ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâàõ RLτ ·α è RLτ ·β ñîîò-

âåòñòâåííî, òî ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì T ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî

ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà T̃ ïðîñòðàíñòâà RLτ ·β íà ïðîñòðàíñòâî RLτ ·α
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[17]. Èçâåñòíî [2], ÷òî ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâàì Cp(Lτ ·α) è RLτ ·α

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Lp(Lτ ·α) ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèîíàëîâ âèäà

f = p1 · δt1 + p2 · δt2 + . . .+ pn · δtn,

ãäå pk ∈ R \ 0 è δtk(x) = x(tk) äëÿ ëþáîãî x ∈ RLτ ·α, k = 1, . . . , n. Ïîêà-

æåì, ÷òî T̃ (Mβ) = Mα. Ïóñòü ôóíêöèÿ y ∈ Mβ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íîå ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ {gi}i∈I ∈ Lp(Lτ ·α), ãäå |I| < |τ |. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ ìíîæåñòâàMβ äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèîíàëîâ {fi}i∈I = {T̃ ∗gi}i∈I ∈

Lp(Lτ ·β) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x ∈ Cp(Lτ ·β) òàêàÿ, ÷òî

({T̃ ∗gi})(x) = ({T̃ ∗gi})(y)

äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ T̃ ∗ : Lp(Lτ ·α) →

Lp(Lτ ·β) ïîëó÷àåì, ÷òî gi(T̃ (x)) = gi(T̃ (y)) äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Ïîñêîëüêó

T̃ (x) ∈ Cp(Lτ ·α), òî ôóíêöèÿ T̃ (y) ∈ Mα. Òàêèì îáðàçîì, T̃ (Mβ) ⊂ Mα.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, åñëè âìåñòî îòîáðàæå-

íèÿ T̃ ∗ ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå

(T̃ ∗)−1 : Lp(Lτ ·β) → Lp(Lτ ·α).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Eβ ⊂ Mβ. Ïîñêîëüêó Eβ ãîìåîìîðôíî

c0(Γβ) (3.6), òî îòîáðàæåíèå U = T̃ ◦ Φ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîìåîìîð-

ôèçìîì ïðîñòðàíñòâà c0(Γβ) â Mα, ïðè÷åì U(Γβ) ∩ Cp(Lτ ·α) = {0}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χγ, 0 ≤ γ < β õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ òî÷êè

uγ = (τ(γ + 1), 0) ∈ Γβ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàçëè÷íûõ òî÷åê γn ⊂ [0, β) è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêàëÿðîâ

cn ∈ R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé cn ·χγn ∈ c0(Γβ) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ

ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U(cn ·χγn) → 0 ïîòî÷å÷íî.

Äëÿ ëþáîãî 0 ≤ η < α ðàññìîòðèì òî÷êó uη = (τ(η + 1), 0) ∈ Γα è

ìíîæåñòâî

Aη = {γ : (U(χγ))(uη) ̸= 0},
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0 ≤ η < α. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Aη ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì

äëÿ ëþáîãî η ∈ [0, α). Äàëåå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A0 =
∪

η∈[0,α)Aη ⊂

[0, β). ßñíî, ÷òî |A0| = |α|. Òàê êàê α è β � íà÷àëüíûå îðäèíàëû è ïî

ïðåäïîëîæåíèþ |β| > |α|, òî |[0, β) \ A0| = |β|. Åñëè γ ∈ [0, β) \ A0, òî

U(χγ)|Γα
≡ 0. Òàê êàê U(χγ) ∈Mα\Cp(Lτ ·α), òî äëÿ ëþáîãî γ ∈ [0, β)\A0

ôóíêöèÿ U(χγ) ðàçðûâíà ñëåâà õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå uη èç ìíîæåñòâà

Γα. Äëÿ êàæäîé òî÷êè uη ∈ Γα îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Bη = {γ ∈ [0, β) \

A0 : U(χγ) ðàçðûâíà ñëåâà â òî÷êå uη}. ßñíî, ÷òî∪
η∈[0,α)

Bη = [0, β) \ A0. (3.7)

Åñëè âñå ìíîæåñòâà Bη êîíå÷íû, òî

|
∪

η∈[0,α)

Bη| ≤ |α| · ℵ0 = |α| < |β| = |[0, β) \ A0|,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò 3.7. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îðäèíàë η0 ∈ [0, α)

òàêîé, ÷òî |Bη0| ≥ ℵ0. Ïóñòü {γn}∞n=1 ⊂ Bη0. Ïî îïðåäåëåíèþ Bη0, âñå

ôóíêöèè U(χγn) ðàçðûâíû ñëåâà â òî÷êå uη0 è U(χγn)(uη0) = 0. Òàê êàê

ôóíêöèè U(χγn) íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå ((τ · η0, 0), (τ(η0 + 1), 0)) è

òî÷êà uη0 = (τ(η0+1), 0) = (τ ·η0+τ, 0) íå êîíôèíàëüíà ω, òî ñóùåñòâóåò

òî÷êà (τ · η0 + δn, 0) ∈ ((τ · η0, 0), (τ(η0 + 1), 0)), δn < τ , òàêàÿ, ÷òî

U(χγn)((τ · η0, 0), (τ(η0 + 1), 0)) = U(χγn)(τ · η0 + δn, 0).

Òàê êàê ôóíêöèÿ U(χγn) ðàçðûâíà â òî÷êå (τ(η0 + 1), 0), òî U(χγn)(τ ·

η0 + δn, 0) ̸= 0. Ïîäáåðåì êîíñòàíòû cn òàê, ÷òî

U(cn · χγn)(τ · η0 + δn, 0) = 1.

Ïóñòü δ0 = supn δn. Ïîñêîëüêó òî÷êà (τ(η0 + 1), 0) íå êîíôèíàëüíà ω, òî

τ ·η0+δ0 < τ(η0+1) è, ñëåäîâàòåëüíî, (τ ·η0+δ0, 0) < (τ(η0+1), 0). Îòñþäà
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ñëåäóåò, ÷òî U(cn ·χγn)(τ ·η0+δ0, 0) = 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò òîìó, ÷òî ôóíêöèè cn·χγn ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

ïðîñòðàíñòâà Cp(Lτ ·α) è Cp(Lτ ·β) íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíû.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü α è β ñ÷åòíûå èëè êîíå÷íûå îðäèíàëû. Òîãäà ïðî-

ñòðàíñòâà Cp(Lα) è Cp(Lβ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.

Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ñ÷åòíîãî îðäèíàëà α ïðîñòðàíñòâî Lα ãîìåîìîðôíî îòðåçêó [0, 1] ñ åñòå-

ñòâåííîé òîïîëîãèåé.
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Ãëàâà 4

Îáùèé âèä ôóíêöèîíàëîâ íà

ïðîñòðàíñòâàõ Cc(Sα) è Cc(S × [1, α])

Â íàñòîÿùåé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá îáùåì âèäå ôóíêöèî-

íàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Cc(S × [1, α]) è Cc(Sα) â

òîïîëîãèè êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè. Çäåñü S � ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ, Sα �

¾äëèííàÿ ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ¿, α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë.

Ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé âàæíóþ ðîëü èãðà-

åò çàäà÷à îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëîâ. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Cp(S) îáùèé

âèä ôóíêöèîíàëà õîðîøî èçâåñòåí [2]. Ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë φ : Cp(S) → R èìååò cëåäóþùèé âèä

φ = λ1δt1 + . . .+ λnδtn,

ãäå ôóíêöèîíàëû δti(x) = x(ti) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ Cp(S) è

λ1, . . . , λn ∈ R. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðîñòðàíñòâó Cp(S) îáîçíà-

÷àåòñÿ ÷åðåç Lp(S). Îïèðàÿñü íà òåîðåìó, äîêàçàííóþ â ðàáîòå [24], ìû

äîêàæåì òåîðåìó îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Cc(S).

Çàìå÷àíèå 4.1. [17] Íà ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ âñå êîìïàêòû ÿâëÿþòñÿ

ñ÷åòíûìè.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.

l1(X) =

{
a : X → R :

∑
t∈X

|a(t)| <∞

}
. (4.1)

Çàïèñü
∑

t∈X |a(t)| < ∞ îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî Xa = {t ∈ X :

a(t) ̸= 0} íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî è ðÿä
∑

t∈Xa
|a(t)| <∞ ñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî l̃1(X) ⊂ l1(X) ñëåäóþùèì

îáðàçîì

l̃1(X) = {a ∈ l1(X) : Xa � êîìïàêò}. (4.2)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî l̃1(X) � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â l1(X).

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ l̃1(S) ôîðìóëà

f(x) =
∑
t∈S

a(t)x(t) (4.3)

çàäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ëèíåéíîì òîïîëîãè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå Cc(S). Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè f : Cc(S) → R � ëè-

íåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëå-

ìåíò a ∈ l̃1(S) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Cc(S)

f(x) =
∑
t∈S

a(t)x(t) (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ka = {t ∈ S : a(t) ̸= 0}. Ïóñòü a ∈

l̃1(S) è y ∈ Cc(S). Òîãäà∣∣∣∣∣∑
t∈S

a(t)y(t)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∑
t∈K

a(t)y(t)

∣∣∣∣∣ ≤∑
t∈K

|a(t)y(t)| ≤ L
∑
t∈K

|a(t)|.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó |y(t)| ≤ L äëÿ ëþáîãî t ∈

Ka. Òàê êàê a ∈ l̃1(S), òî

L
∑
t∈S

|a(t)| <∞.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà

f(x) =
∑
t∈S

a(t)x(t)

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà f î÷åâèäíà. Äîêàæåì

åãî íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü ε > 0, ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü

O(0, Ka, δ) = {y ∈ Cc(S) : |y(t)| < δ,∀t ∈ Ka},

ãäå δ =
ε∑

t∈Ka

|a(t)|
. Òîãäà, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y ∈ O(0, Ka, δ) ïîëó÷àåì,

÷òî

|f(y)| =

∣∣∣∣∣∑
t∈Ka

a(t)y(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ∑
t∈Ka

|a(t)y(t)| < δ
∑
t∈Ka

|a(t)| = δ · ε
δ
= ε.

Ïîñêîëüêó f : Cc(S) → R � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, òî

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü îêðåñòíîñòü O(0, Kf , δ) = {x ∈ Cc(S) : |x(t)| <

δ,∀t ∈ Kf} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè x ∈ O(0, Kf , δ),

|f(x)| < 1, (4.5)

ãäå Kf � ñ÷åòíûé êîìïàêò â ñèëó 4.1. Åñëè ôóíêöèÿ x
∣∣
Kf
= 0, òî |f(x)| <

1. Äëÿ n ∈ N ôóíêöèÿ n · x
∣∣
Kf
= 0. Â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà f

ïîëó÷àåì, ÷òî

|f(nx)| = n|f(x)| < 1.

Cëåäîâàòåëüíî, f(x) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèé x, x
′ ∈

Cc(S) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x|Kf
= x

′|Kf
, òî

f(x) = f(x
′
). (4.6)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòà K ⊂ S îïðåäåëèì ðåòðàêöèþ r : S → K

ïî ôîðìóëå

r(t) =


inf{k ∈ K, k > t}, åñëè t ∈ S\K;

t, åñëè t ∈ K;

km = sup{k ∈ K : k < t}, åñëè t ∈ (km,+∞).
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Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê t ∈ S ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî t ≤ r(t), çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ t < km, è r2 = r. Åñëè

inf{k ∈ K, k > t} = s /∈ K, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kn ∈ K

òàêàÿ, ÷òî kn → s â òîïîëîãèè τE, k1 > k2 > . . . , > kn > . . . > s. Â ýòîì

ñëó÷àå ìíîæåñòâî {kn}∞n=1 íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê â K, ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò êîìïàêòíîñòè K. Òàêèì îáðàçîì, s ∈ K è îòîáðàæåíèå r îïðå-

äåëåíî êîððåêòíî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå r âîçðàñòàþùåå è

r(t) ≥ t äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ S.

Ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ r. Åñëè t /∈ K, òî (t−ε, t]∩K =

∅ äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, r(t
′
) = r(t) äëÿ ëþáîé òî÷êè t

′ ∈

(t− ε, t]. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ r � ïîñòîÿííàÿ íà èíòåðâàëå (t− ε, t]

è, çíà÷èò, r � íåïðåðûâíà. Ïóñòü òåïåðü t ∈ K. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå

r âîçðàñòàþùåå, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè t
′ ∈ (t− ε, t] ñïðàâåäëèâî

t− ε < t
′ ≤ r(t

′
) ≤ r(t) = t,

òî åñòü r((t− ε, t]) ⊂ (t− ε, t].

Ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (C(Kf), ∥.∥) ñ íîðìîé ∥y∥ =

maxt∈K |y(t)|. Ïóñòü f
′
� ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå

C(Kf) è äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó f
′
(y) = f(y ◦ r) äëÿ y ∈ C(Kf).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèîíàë f
′
� ëèíåéíûé. Ïîêàæåì, ÷òî f

′
�

íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå (C(Kf). Ïîñêîëüêó ôóíêöè-

îíàë f
′
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü åãî îãðàíè÷åííîñòü.

Ïóñòü y ∈ C(Kf) è ∥y∥ ≤ 1. Òîãäà |(y ◦ r)(t)| ≤ 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ S

è, ñëåäîâàòåëüíî, |δ2(y ◦ r)(t)| < δ, òî åñòü δ
2(y ◦ r) ∈ O(0, Kf , δ).Òîãäà

ïî (4.5) |f(δ2(y ◦ r)(t))| < 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ôîðìóëå 4.16

|f ′
(y)| = |f(y ◦ r)(t)| < 2

δ
.
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Çíà÷èò, ôóíêöèîíàë f
′
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ∥f∥ ≤ 2

δ .

Òàê êàê âñå êîìïàêòû íà ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè,

òî ïî òåîðåìå Ñåìàäåíè [23] ïðîñòðàíñòâà C∗(Kf) è l1(Kf) ÿâëÿþòñÿ

àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíûìè, ãäå

l1(Kf) =

α : Kf → R :
∑
t∈Kf

|α(t)| <∞

 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó α ∈ l1(Kf) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåñòâèå

ôóíêöèîíàë f
′ ∈ C∗(Kf) ñëåäóþùèì îáðàçîì

f
′
(y) =

∑
t∈Kf

α(t)y(t) (4.7)

äëÿ ëþáîãî α ∈ l1(Kf).

Â ñèëó óñëîâèÿ 4.7 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y ∈ Cc(S)

f(y) = f(y ◦ r).

Â ñâîþ î÷åðåäü,

f(y ◦ r) = f(y|K ◦ r) = f
′
(y|K).

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî

f(y) = f
′
(y|Kf

) =
∑
t∈K

α(t)y|Kf
(t) =

∑
t∈Kf

α(t)y(t).

Ïîëîæèì

a(t) =


α(t), t ∈ Kf ;

0, t /∈ Kf .

Î÷åâèäíî, ÷òî a ∈ l̃1(S). Òîãäà

f(y) =
∑
t∈S

a(t)y(t).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò b ∈

l̃1(S) òàêîé, ÷òî

f(y) =
∑
t∈S

b(t)y(t)
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äëÿ ëþáîé ôóííêöèè y ∈ Cc(S). Òîãäà,∑
t∈S

(a(t)− b(t))y(t) = 0 (4.8)

äëÿ ëþáîé ôóííêöèè y ∈ Cc(S). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T = {t : (a(t)−

b(t)) ̸= 0} ⊂ S. Ïîñêîëüêó ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì, òî T =

{tn}∞n=1 è ðÿä (4.8) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä
∞∑
n=1

(a(tn)− b(tn))y(tn).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð k òàêîé, ÷òî a(tk) − b(tk) ̸= 0.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=1

|(a(tn)− b(tn))y(tn)|.

ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò íîìåð n0 > k òàêîé, ÷òî
∞∑

n=n0+1

|(a(tn)− b(tn))y(tn)| <
|a(tk)− b(tk)|

2
.

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü U(tk) òàêóþ, ÷òî

U(tk) ∩ {t1, . . . , tk−1, tk+1 . . . , tn0
} = ∅.

Òàê êàê S � âïîëíå ðåãëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ

x0(t) =


1, åñëè t = tk;

0, åñëè t /∈ U(tk)

è |x0(t)| ≤ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ S. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
∞∑
n=1

(a(tn)− b(tn))x0(tn) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∞∑
n=1

(a(tn)−b(tn))x0(tn) = (a(tk−b(tk)x0(tk)+
n0−1∑

n=1,n0 ̸=k

((a(tn)−b(tn)))x0(tn)

+
∞∑

n=n0+1

((a(tn)− b(tn))x0(tn) (4.9)
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Òàê êàê
n0−1∑
n=1

((a(tn)− b(tn)))x0(tn) = 0,

òî

|(a(tk)− b(tk))x0(tk)| = |
∞∑

n=n0+1

((a(tn)− b(tn)))x0(tn)|.

Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñ îäíîé ñòîðîíû

|
∞∑

n=n0+1

((a(tn)− b(tn)))x0(tn)| ≤
∞∑

n=n0+1

|((a(tn)− b(tn)))x0(tn)|

≤ |a(tk)− b(tk)|
2

; (4.10)

à ñ äðóãîé ñòîðîíû

|(a(tk)− b(tk))x0(tk)| = |(a(tk)− b(tk))|.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê ëèíåéíîìó òîïîëîãè÷å-

ñêîìó ïðîñòðàíñòâó Cc(S) èìååò âèä

C∗
c (S) = {a ∈ l1(S) : ∃ êîìïàêò K ⊂ S, Xa ⊂ K}.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïðîñòðàíñòâà C∗
c (S) è l̃1(S) àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðôíû,

òî åñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ ïðîñòðàíñòâà C∗
c (S) íà l̃1(S).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Sn, òàêæå êàê è â ïðîñòðàíñòâå S âñå

êîìïàêòû ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè ðåòðàêòàìè. Ïóñòü êîìïàêò K ⊂ Sn. Ïðè

ïðîåêöèè êîìïàêòà K íà ïðÿìûå Çîðãåíôðåÿ, ìû ïîëó÷èì ñ÷åòíûå êîì-

ïàêòûKi, i = 1, . . . , n. Ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíûõ êîìïàòîâKi ñíîâà ÿâëÿåò-

ñÿ ñ÷åòíûì êîìïàêòîì, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäîáíî è ãîìåîìîðôíî íåêîòî-

ðîìó îòðåçêó îðäèíàëîâ [1, α]. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òîK ⊂ K1×. . .×Kn ∼
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[1, α]. Ïîñêîëüêó êàæäîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â îòðåçêå îðäèíàëîâ

ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì, à ïðîèçâåäåíèå K1 × . . . ×Kn ∼ [1, α] � ðåòðàêò â

Sn, òî K � ðåòðàêò â Sn. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4.1 ñïðàâåäëèâà äëÿ

ïðîñòðàíñòâ Sn.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ l̃1(S
n) ôîðìóëà

f(x) =
∑
t∈Sn

a(t)x(t) (4.11)

çàäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ëèíåéíîì òîïîëîãè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå Cc(S
n). Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè f : Cc(S

n) → R

� ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé

ýëåìåíò a ∈ l̃1(S
n) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Cc(S

n)

f(x) =
∑
t∈Sn

a(t)x(t) (4.12)

Ñëåäñòâèå 4.3. Ïðîñòðàíñòâà C∗
c (S) è l̃1(S

n) àëãåáðàè÷åñêè èçîìîðô-

íû.

Äàëåå ðàññìîòðèì îáùèé âèä ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâå íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé Cc(S × [1, α]) ñ òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè.

Çäåñü α � ïðîèçâîëüíûé îðäèíàë è îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, α] íàäåëåí

ñòàíäàðòíîé ïîðÿäêîâîé òîïîëîãèåé. Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåî-

ðåìû ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî âñå êîìïàêòû íà ïðÿìîé Çîðãåí-

ôðåÿ ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè ðåòðàêòàìè. Åñëè α � ñ÷åòíûé îðäèíàë, òî â

ïðîñòðàíñòâå S× [1, α] âñå êîìïàêòû òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûìè ðåòðàê-

òàìè, è, çíà÷èò, òåîðåìà 4.1 âåðíà äëÿ ïðîñòðàíñòâà Cc(S×[1, α]). Åñëè α

� íåñ÷åòíûé îðäèíàë, òî êîìïàêò K ⊂ S× [1, α] íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

ðåòðàêòîì.

Ïðèìåð. Ïóñòü K0 = {(− 1
n , ω1)}∞n=1 ⊂ S × {ω1}. Òîãäà K =

K0

∪
({0} × [1, ω1]) ⊂ S × [1, ω1] íå ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ r : S ×

[1, ω1] → K. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè r äëÿ òî÷åê kn = (−1
n , ω1) ⊂ K

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü (( −1
n−1 ,

−1
n ]× (αn, ω1]) òàêàÿ, ÷òî

r({−1

n
} × (αn, ω1]) = kn.

Ïóñòü α0 = supαn. Òîãäà

r(
−1

n
, α0 + 1) = kn.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðåòðàêöèè

r(
−1

n
, α0 + 1) → r(0, α0 + 1) = (0, α0 + 1).

ñ äðóãîé ñòîðîíû r(−1
n , α0 + 1) = kn. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Äîêàæåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó îá îáùåì âèäå ôóíêöèîíàëà ïðî-

ñòðàíñòâà S × [1, α] íà êîìïàêò K, íå îïèðàÿñü íà ñóùåñòâîâàíèå ðå-

òðàêöèè.

Òåîðåìà 4.3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ l̃1(S × [1, α]) ôîðìóëà

f(x) =
∑

t∈S×[1,α]

a(t)x(t) (4.13)

çàäàåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ëèíåéíîì òîïîëîãè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå Cc(S × [1, α]). Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè f : Cc(S ×

[1, α]) → R � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò a ∈ l̃1(S × [1, α]) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈

Cc(S × [1, α])

f(x) =
∑

t∈S×[1,α]

a(t)x(t) (4.14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ l̃1(S × [1, α]) è y ∈ Cc(S × [1, α]). Òîãäà∣∣∣∣∣∑
t∈S

a(t)y(t)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∑
t∈K

a(t)y(t)

∣∣∣∣∣ ≤∑
t∈K

|a(t)y(t)| ≤ L
∑
t∈K

|a(t)|.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó |y(t)| ≤ L äëÿ ëþáîãî t ∈

K. Òàê êàê a ∈ l̃1(S × [1, α]), òî

L
∑
t∈S

|a(t)| <∞.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ êîð-

ðåêòíûì. Ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà f î÷åâèäíà. Äîêàæåì åãî íåïðåðûâ-

íîñòü. Ïóñòü ε > 0, ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü

O(0, Kf , δ) = {y ∈ Cc(S × [1, α]) : |y(t)| < δ,∀t ∈ K},

ãäå δ =
ε

∞∑
n=1

|a(t)|
. Òîãäà, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y ∈ O(0, Kf , δ) ïîëó÷àåì,

÷òî

|f(y)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

a(t)y(t)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|a(t)y(t)| < δ
∞∑
n=1

|a(t)| = δ · ε
δ
= ε.

Ïóñòü òåïåðü f : Cc(S × [1, α]) → R � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíê-

öèîíàë. Äëÿ ε = 1 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü îêðåñòíîñòü O(0, Kf , δ) =

{x ∈ Cc(S × [1, α]) : |x(t)| < δ,∀t ∈ Kf} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

x ∈ O(0, Kf , δ),

|f(x)| < 1. (4.15)

Åñëè ôóíêöèÿ x
∣∣
Kf
≡ 0, òî |f(x)| < 1. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî n ∈ N ôóíêöèÿ

n · x
∣∣
Kf
≡ 0, òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà f ïîëó÷àåì, ÷òî

|f(nx)| = n|f(x)| < 1.

Cëåäîâàòåëüíî, f(x) ≡ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ôóíêöèè x, x
′ ∈ Cc(S×

[1, α]), òî

x|K = x
′|K ⇒ f(x) = f(x

′
). (4.16)
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Ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (C(Kf), ∥.∥) ñ íîðìîé ∥y∥ =

maxt∈K |y(t)|. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ S � ïàðàêîìïàêòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî [17] è îòðåçîê îðäèíàëîâ [1, α] � êîìïàêò, òî S × [1, α] � ïà-

ðàêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî [17]. Âñå ïàðàêîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâ-

ëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè [17]. Òîãäà ïî òåîðåìå Òèòöå-Óðûñîíà [17], ñóùå-

ñòâóåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ỹ. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y ∈ C(Kf)

îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f
′
: C(Kf) → R ïî ïðàâèëó f

′
(y) = f(ỹ). Â ñè-

ëó ôîðìóëû 4.16 ýòî îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Ïîêàæåì, ÷òî

Ôóíêöèîíàë f
′
� ëèíåéíûé:

f
′
(αy1 + βy2) = f

′
( ˜αy1 + βy2) = f(αỹ1 + βỹ2)

= αf(ỹ1) + βf(ỹ2) = αf
′
(y1) + βf

′
(y2).

Âòîðîå ðàâåíñòâî âûïîëåíî â ñèëó ôîðìóëû 4.16. Ïîêàæåì, ÷òî f
′
�

íåïðåðûâíûé íà ïðîñòðàíñòâå (C(Kf), ∥.∥). Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë f
′

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü åãî îãðàíè÷åííîñòü. Ïóñòü

y ∈ C(Kf) è ∥y∥ ≤ 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå

ïðîäîëæåíèå ỹ ∈ C(S×[1, α]) òàêîå, ÷òî |(ỹ)(t)| ≤ 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈

S× [1, α]. Ôóíêöèÿ |δ2(ỹ)(t)| < δ è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ δ
2(ỹ)(t) ∈

O(0, Kf , δ).Òîãäà ïî (4.15) |f(δ2(ỹ)(t))| < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, |f ′
(y) =

f(ỹ)| < 2
δ . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë f

′
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïàêò Kf ⊂ S × [1, α] ÿâëÿåòñÿ ðàçðåæåííûì. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè ìû ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ Kf

è åãî ïðîåêöèþ P |[1,α] : A → [1, α], òî ìíîæåñòâî P |[1,α](A) èìååò èçî-

ëèðîâàííóþ òî÷êó γ0. Òàê êàê Kf ∩ S × {γ0} ñ÷åòíûé, òî ñóùåñòâóåò

èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà (k, γ0). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ

èçîëèðîâàííîé â ìíîæåñòâå A.

Òàê êàê êîìïàêòû Kf ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåííûìè â ïðîñòðàíñòâå S ×
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[1, α], òî ïî òåîðåìå Ñåìàäåíè [23] ïðîñòðàíñòâà C∗(Kf) è l1(Kf) ÿâëÿ-

þòñÿ èçîìîðôíûìè, ãäå

l1(Kf) =

α : Kf → R :
∑
t∈Kf

|α(t)| <∞

 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó α ∈ l1(Kf) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåñòâèå

ôóíêöèîíàë f
′ ∈ C∗(Kf) ñëåäóþùèì îáðàçîì

f
′
(y) =

∑
t∈Kf

α(t)y(t) (4.17)

äëÿ ëþáîãî y ∈ C(Kf).

Ïîëîæèì

a(t) =


α(t), t ∈ K;

0, t /∈ K.

Î÷åâèäíî, ÷òî a ∈ l̃1(S × [1, α]). Òîãäà

f(y) =
∑

t∈S×[1,α]

a(t)y(t). (4.18)

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

b ∈ l̃1(S × [1, α]) òàêîé, ÷òî

f(y) =
∑
t∈S

b(t)y(t)

äëÿ ëþáîé ôóííêöèè y ∈ Cc(S). Ñëåäîâàòåëüíî,∑
t∈S×[1,α]

(a(t)− b(t))y(t) = 0 (4.19)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè y ∈ Cc(S × [1, α]). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî T = {t :

(a(t) − b(t)) ̸= 0} ⊂ S × [1, α]. Ïîñêîëüêó ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñ÷åò-

íûì, òî T = {tn}∞n=1 è ðÿä (4.19) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

∞∑
n=1

(a(tn)− b(tn))y(tn).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð k òàêîé, ÷òî a(tk) − b(tk) ̸= 0.

Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=1

|(a(tn)− b(tn))y(t)|.

ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò íîìåð n0 > k òàêîé, ÷òî
∞∑

n=n0+1

|(a(tn)− b(tn))y(tn)| <
k

2
.

Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü U(tk) òàêóþ, ÷òî U(tk)∩{t1, . . . , tn0
} = ∅. Ïóñòü

x0(t) =


1, åñëè t = tk;

0, åñëè t /∈ U(tk)

è |x(t)| ≤ 1 äëÿ ëþáîãî t ∈ S × [1, α]. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ

∞∑
n=1

(a(tn)− b(tn))x0(tn) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

∞∑
n=1

(a(tn)− b(tn))x0(tn) = (a(tk − b(tk)x0(tk) +

n0−1∑
n=1

((a(tn)− b(tn)))x0(tn)

+
∞∑

n=n0+1

((a(tn)− b(tn))x0(tn) (4.20)

Òàê êàê
n0−1∑
n=1

((a(tn)− b(tn)))x0(tn) = 0,

òî

|(a(tk)− b(tk))x0(tk)| = |
∞∑

n=n0+1

((a(tn)− b(tn)))x0(tn)|.

Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ñ îäíîé ñòîðîíû

|
∞∑

n=n0+1

((a(tn) − b(tn)))x0(tn)| ≤
∞∑

n=n0+1

|((a(tn) − b(tn)))x0(tn)| ≤ k

2
,

(4.21)
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à ñ äðóãîé ñòîðîíû

|(a(tk)− b(tk))x0(tk)| = k.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê ëèíåéíîìó òîïîëîãè÷å-

ñêîìó ïðîñòðàíñòâó Cc(S × [1, α]) èìååò âèä

C∗
c (S × [1, α]) =

{a ∈ l1(S × [1, α]) : ∃ ñ÷åòíûé êîìïàêò K ⊂ S × [1, α], Xa ⊂ K}.

Ñëåäñòâèå 4.5. Ïðîñòðàíñòâà C∗
c (S × [1, α]) è l̃1(S × [1, α]) àëãåáðàè-

÷åñêè èçîìîðôíû.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü X � ëèíåéíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ñèñòåìà {xj}j∈J íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì áàçèñîì Øàóäåðà, åñëè ëþáîé

ýëåìåíò x ∈ X åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

x =
∑
j∈J

αjxj, (4.22)

ãäå αj ∈ R è |{j : αj ̸= 0}| ≤ ℵ0 è ðÿä ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî.

Îïðåäåëåíèå áàçèñà Øàóäåðà äëÿ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ õîðî-

øî èçâåñòíî [8].

Â ïðîñòðàíñòâå l̃1(S × [1, α]) ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ, â êîòîðîé áàçó

îêðåñòíîñòåé íóëÿ îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

U(a0, x1, . . . , xn, ε) =

{a ∈ l̃1(S × [1, α]) : |a0(xi)− a(xi)| < ε, xi ∈ Cc(S × [1, α]), i = 1 . . . n}.

Òîïîëîãèþ, ïîðîæäåííóþ ýòîé áàçîé îêðåñòíîñòåé, îáîçíà÷èì ÷åðåç τc.

70



Åñëè ïîä δt, t ∈ S× [1, α], ìû áóäåì ïîíèìàòü òî÷å÷íûå ôóíêöèîíàëû

â ïðîñòðàíñòâå (l̃1(S×[1, α]), τc), òî ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (4.14), ñïðàâåäëèâ

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.4. Ñèñòåìà {δt}t∈S×[1,α] â ïðîñòðàíñòâå (l̃1(S × [1, α]), τc)

îáðàçóåò îáîáùåííûé áàçèñ Øàóäåðà.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âûïîëíåííûõ äèññåðòàöèîííûõ èñ-

ñëåäîâàíèé, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• Ïðîâåäåíà ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðîèçâåäåíèé îòðåçêîâ

îðäèíàëîâ è ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ.

• Ïðîâåäåíà ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîð-

ãåíôðåÿ¿.

• Ïðîâåäåíà ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîñòðàíñòâ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿.

Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â òîïîëîãèè ïî-

òî÷å÷íîé è êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè;

• Ïðîâåäåíà ÷àñòè÷íàÿ ëèíåéíàÿ ãîìåîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðî-

ñòðàíñòâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ¾äëèííûõ ïðÿìûõ¿. Ïðî-

ñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â òîïîëîãèè ïîòî÷å÷-

íîé ñõîäèìîñòè.

• Ïîëó÷åí îáùèé âèä ôóíêöèîíàëà íà ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé, íàäåëåííûõ òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè è çàäàííûõ

íà ïðîèçâåäåíèÿõ ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ íà îòðåçêè îðäèíàëîâ [1, α], íà

¾äëèííûõ ïðÿìûõ Çîðãåíôðåÿ¿ è íà ïðîèçâåäåíèÿõ ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ

Sn, n ∈ N.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â íàó÷íûõ èñ-
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ñëåäîâàíèÿõ è ñïåöêóðñàõ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ ïî ôóíêöèîíàëüíî-

ìó àíàëèçó è òîïîëîãèè.
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